A  r  e  h  1  T 


der 


ULailiematik  und  Plty^sik 

•  mit  besonderer  Uiieksiclit 

auf  die  Bedfirfkiisse  der  Iielirer  an 
ItShern  Untenricliteanstalten. 


Herausgegeben 


V  o  n 


Johann  Auffust  Chmnerh 

Profettor  sn  Greif«waid.  * 


it  • 


•  V 


•   •  '  *  •  :  ^ 


• '  *  *  ^   ■'1  *  - 

«   *      f    '   *  • 


Sieboiter  Thofl. 


Mit  lec]»  litbographirten  Tafeln. 


Verlag  tod  C.  A.  Kocli. 


Digitized  by  Google 


« «  • 


•  •  •  • 


•  •  • 


•  •  •  • .  • 


•  «  ■ 
•  * 


♦  • 


•  •  • 

•  *  •  •  •  • 
«"  •  •  • 


> » 


f 


Digitized  by  Google 


Inhakhverzeichjiiss  des  biebeuleu  Theiib. 


Arithmetik. 

iVr.  der 

Abhandlung.  Heft.  Seite. 

II.  WeUere  BrSrtcrungcu  analytiicher  Gegenttflaile, 
«Is  FortietKung  des  Aaftatset  X.  in  ThLiV. 
Heft  X.  VoD  dem  H«mi  Doetor  Bar f na«  sa 

Weimar/  I.  3 

IV.  Noclunaliga  Einreden  gegen   Hann  Doctor 

Schidmilch.  Von  Demselben  I.  Ü 

V.  Uclier  das  Integral  j^e—^  sin  ^xdx»  Von  dem 

Tf errn  Dr.  O.  S  c  Ii  1  ü  lu  i  1  c  h  ,  Privatdocenten 

iiti  der  Universität  zu  Jena  1.  38 

VI.  lieber  das  von  Herrn  Clauücu  in  Thl.  V.  lieft 
2.  S.  279.  angegebene.  Theorem.  Von  Dem- 
selben  '.   .   .   T.  46 

\1L  Einige  Bemericnngen  über  die  Abhandlung 
Thl.  VI.  Heft  %  Nro.  XXIX.  Von  dem  Hencn 
Professor  Dr.  Stegmann  an  der  UnlTenlCit 

an  Marburg  .1.  107 

XU.   Mathematische  Preisaufgabe  der  Akademie  der 

,  Wissenschaften  zu  Kopenhagen  I.  112 

XIV.  Bemerkungen  über  die  Auflösung  der  Gleichun- 
gen (^f's  dritfon  Grades  in  Band  VT.  lieft  l. 
dies<  s  Atf  hivs  \  on  dem  Herrn  Dr.  Dippe, 
Oberlehrer  am   Gymnasium  Fridericianum  zu 

»        S  eh  w  c  r  i  n   II,  149 

XV.  Ueber  Poinsot's  Methode  zur  Bestimniung 
des  grössten  gemeinschaftlichen  Maasses  zweier 
Grössen.  - Tmi  dem  Herausgeber  ....  Ii.  153 
XVI.  Ueber  eine  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen des  ersten  Chrades  swisehea  awei  un- 
bekannten Grössen.   Von  Demselben   .       .  IL  168 


Digitized  by  Google 


Nr,  der 

Abiiaiidlung.  Heft.  Seite. 

XVII.    Ueber  Poinsot's  neue  ücwcise  cinij^cr  Haupt- 
sätze der  Zalileulclire.    Von  Demselben   .    .    II.  168 

\XL  Allgemeine  Sätze  für  eine  Theorie  der  höheren 
Differentialqiiotienten.  Von  dem  Herrn  Dr. 
O.  Schlö  milch,  Privatdocenten  an  der  Uni- 
versität 211  J  en  ii   II.  204 

XXUL  Eiiufre  Remerkting^en  über  die  Wörter  Variation, 
Tiiiiiil)el  u.  s.  ^T.  \on  dem  Herrn  Doctor  G. 
Strauch,  Lehrer  der  Alathematik  za  Muri 
im  Kanton  Aargau  II.  S21 

XXVII.  In  quaestionem  n  Celeb.  A.  Göpel  in  T.  \1. 
pag.  33.  propositam  complete  solvendam.  Auct. 
Dr.  £.  G.  Björling,  ad  Academ.  Upsal. 
Docens  Mathe«  III.  266 

XXVm.  Ueber  die  Integtale 

>•*  cos  dx  x&inbx 

Vmi  dem  Herrn  Dr.  O.  Schlö  milch.  Privat* 

doeenten  an  der  UniTenitat  in  Jena  •  •  .  .  III*  270 

XXXII.  Eigcnthüralichc ,  leicht  fassliche,  in  systema- 
tischem Zusamnienlmn^e  stehende  Beweise  be- 
Itannter  wichtiger  Sätze  aus  der  Corobinations- 
lehre.   Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

an  der  Universität  zuMa^rburg  Ol.  295 

XXXUL  Ueber  die  Anllösnng  der  Gleichung 

<M?  +  ^i^  +  C»=0, 
WO      b,  c  ganxe  Zahlen  beieidmen»  in  gan- 
zen Zahlen.  Am  einer  Abhandlnng  Ton  Cauchy 
(Exereiee«  de  Mathimatiques.  9me  Llvralfon.) 
ausgezogen  TOn  dem  Ueranegeber  .  •  •  .  ID.  S0& 
XXXV.  Sur  lee  fractione  partielle«.    Par  Bfeadenr 

Uhbo  H.  Meyer  de  jGroningae  ID.  316 

XXXVI.  Ein  Theorem  vber  Fakalläten.  Von  dem  Herrn 
Dr.  O.  Schldmildi,  Privatdooenten  an  der 

Unirenität  an  Jona  ID.  SSI 

XXXVm.  Dio  Toncliiedenen  Anflöemigen  der  Gleichungen 
de«  TM»tm  Grade«.  Von  dem  Herrn  Dr.  Dippe, 
Oberidirer  am  Gymna«lam  Friderioionum  su 

Schwerin  lU.  384 

XL.  Ueher  Legendro'a  Theorem  von  den  Bnler^eehen 
Integralen  aweiler  Art  Von  dem  Hetm  Dr.  O. 
Schlö  milch,  FHvatdooenten  an  der  UalTeral" 

tftt  zu  Jona  .  '   IV.  348 

XU.  Uohor  die  Verwandlung  der  Fnnktioiien  einer 
Vteindorlichen  In  Reihen,  wolcho  nach  alei- 


Digitized  by  Google 


J\r.  der  , 
.AMMUung  ||«ft  S«ito. 

g«iiden  PetencB  die«er  YttimimMitn  fort> 

•chreiten.   Vim  D einte  Ibsa  IV.  361 

XLin.  Ueber  zwei  SäUe  am  der  Algeimi  and  der  Zab- 
Itelehre.  Nach  der  Abbaadlnog :  Il^flexion«  siir 
lea  pruid^a  fondamcntaiix  de  la  thvorie  de« 
nombres  par  M .  PoItiNOt  in  dem  Journal  de  Ma- 
thfT'rnsitiqties  pures  rt  npplifinees  publie  piir  J. 
Liouville.  Janvier  et  Fevricr  1845.  frei  bear- 
beitet von  dem  Herausgeber  IV, 

\LIV.    Applirations  dt  •<  tlieureraeK  reintifs  k  la  thcorie 
des  fraction»  partielles.    Pur  Monsieur  Ubbo 

H.  Meyer  de  Groningue  IV. 

XLV«  Ein  Paar  einfache  Anweadungen  der  geometri- 
acben  Dantellaag  imeguiftrer  Zahlen,  iaebe- 
•ondere  anf  cabiedie  Gleichnngen.  Von  dem 
Hem  Dr.  T.  WitUteia  au  HaanoTer  .  •  IV,  408 
ILLVI.  Ueber  die  geontetriedie  Daretellaag  conplescr 

Functionen.    Von  Demselben  IV.  411 

XLVU.  Zur  Eiitwickelung  in  Reihen  nnd  Somnirang 
der  Reihen.  Von  dem  Herrn  Dr.  Di  eng- er, 
Lehrer  der  MtithematiTi  und  Phvsik  an  der  hö- 
heren Bürgerschule  zu  Sinaheira  bei  Hei- 
delberg  .  .  .  ,  .  f  IV.  496 


36T 


886 


VU. 


vm. 


XH. 


*  Geometrie. 

Ueber  die  Con«fnirtion  der  Normalen .  Tan- 
genten und  Krummungshalbmegser  an  solchen 
Curven,  welche  durch  einen  Punkt  beschrieben 
werden,  der  mit  zwei  andern  nat;ii  einem  ge- 
gebenen Gesetze  sieh  bewegenden  Punkten  fest 
verbunden  ist.  Von  dem  Herrn  Professor  Dr. 
S  tegmana  an  der  UniTeniCäl  an  Marburg  I.  48 
Beweis  dee  Lehnataeet  Weaa  eia  bdiebigea 
Ihretedc  m  euier  Ebene  an  bewegt  wird,  daM 
«ich  die  Eadirankto  «einer  Ba«l«  fortwfthrend  anf 
zwei  festliegenden  und  nicht  parallelen  Geraden 
befinden,  so  wird  von  seiner Spitie eiae EliijMe 

beschrieben.    Von  Demselben  I. 

Ueber  die  Trisection  des  Winkels.  Von  dem 
Herrn  Dr.  Dippe,  Oberlehrer  am  G^mmasinm 

Fridericiannra  zu  Schwerin  .  I, 

Darstellung  der  geometrischen  Verwundtschaften 
mittels  projektiviseJbier  Gebilde,  mit  besonderer 
Bücksicht  auf  die  Theorie  der  höheren  Curven. 
Von  Herrn  Fr.  Seydewitz,  Oberlehrer  am 
Gymn—Inni  in  Heiligeniladt  O.  US 


64 


108 


Digitized  by  Google 


¥1 

Nr.  der  . 

Abhandlung.  Heft. 

XXIII.  Note  iur  quelques  propri^t^«  de«  arcs  cganx  de 

la  lenmiicRte.   Par  M.  Ghasle«  II. 

XXIX.  Metriadie  ReteliaM  in  Gebiete  perspek- 
UfiaclieB  PNje1[tloii.  Vea  dem  Herrn  Dr.  O. 
Seil  19 mit ch,  '  Friraftdoceiitea  an  der  UaiTer* 
dtit  «L  Jena  '  Hl. 

XXX.  Binige'  nene  Beweite  Ton  Lehra&tien  ane  der 
Elementar* SIereometrie,  Ton  dem  Herrn  Fro- 
feator  Dr,  Heitel  ra  Marburg  HI. 

XXXIX«  Entviekelang  der  Gleteliangen  der  Loxodromen 
auf  den  Flachen  der  iweiten  Ordnung.  Von 
dem  Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man,  Lebrer  an  der 
lidheren  Bärgenehnle  in  Malm^dy  .  .  •  •  IV. 

XLVIll.  Beitrige  xa  den  Elementen  der  Geometrie.  Von 
Herrn  Rnjiolf  Wolf,  Docenten  der  Matbe> 
matik  nnd  Ardiivar  der  Sdiwelseritdhen  natnr- 
forttbenden  Getelltebaft  an  Bern  IV. 

Trigonometrie. 

XII.   Ueber  die  Auflösung  der  Gleichung 

(tin  1 0'- 1  «in  1  C+ 1  sin C=:0. 

Von  dem  Herrn  Ur.  Üippe,   Oberlehrer  am 
Gymnasium  Fridcricianuin  zu  Schwerin    .    .  I. 
Xn.    lieber  die  Reihen 

sin  x-\-tm  (x-f  s)  -|-  sin  (X'^2z)  -^„»-^nm  (or^-fls) 
und 

cos  ar  -|-  cos  (J+s)  -J-  cos  (x-^'iz)  +...-|-  co8(jr-f-«a). 

Von  Demselben   .    .    .    .  T. 

XXIV.  Zur  8j»hnriKrhf  fi  Trigonometrie.- Vuu  dem  Herrn 
Doctor  Diriifj^or.  Li'brrr  der  i>Tat1icmatik  und 
Physik  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sins- 
heim bei  Heidelberg  *    .  III. 

Geodäsie. 

I.  Ueber  die  Urtacbe  der  Otcillatlonen  der  Luft- 
blase einer  Libelle  oder  einet  NiToan*«  ...  I. 
IX.  VSlIlg  ttrenge  nnd  allgemdnd  AnfUtnng  der 
Hauptaufgabe  der  höheren  Geeditie.  Von  dem 

Herautgeber  I 

XII.  Bat  Pothenofaehe  Problem  auf  der  KugeL  Von 

Demtelben  '  I. 

XXV.  Ueber  die  in  dem  Auffntie  Theil  III.  Nr.  VH. 
«nl|gelStte .  geoditltdie  Aufgabe.  Von  Bem- 
aelbea  lU. 


Seite. 


SIT 


440 


100 


110 


225 


104 


Digitized  by  Google 


m 

3Nr.  der 

AblMHälliiiig.  Heft.  Seil»» 

M  e  ch  a  II  i  k. 

■ 

X.  V^riber  die  nfttaiphileeaphiachcii  Priaidpien  der 

Rcwegongslehre.  (ForUeCsnig  der  .^Ithaiidlunf 
'     ThI.V.  Nr.  XXI.)  Von  dem  Hecm  Ur.Barfoee 

za  Weimar  I.  93 

XX VL    Srlireiben  des  Herrn  Professor  Steirhen  an 
der  Ect»ie  militaire  Bclgique  zu  Brüsael  an 

den  Herausgeber  ,  HL  260 

XXXIV,    Ueber  die  Cyeloide  als  BraclijMl,ochroDe.  Von 

dem  Herausgeber  HI.  308 

XLH.  lieber  eine  Anwendung  des  in  der  Abiiandiung 
ThL  II.  Nro.  XXV.  g.  8.  bewieienen  Haopl- 
•atee«  der  Theevie  der  beetiinnlai  Integrale^ 
Von  Demeelliea  IV. 


Astronomie. 

XVm.  Die  Epocben  der  Geecbiehte  der  MeneeUieit; 
eioe  hietoriech-pliitosopbische  Skiiie  Toa  Dr. 
E.F.  Apelt,  anMererdentlichoin  Professor  an 

Jena  '  II.  m 

XIX.  Aoflfieang  dee  Keplers'chen  ProUeme  nach 
Newton,  vevglicheii  mit  der  jetst  noeh  ge- 
bräuchlichen numerischen  Auflösung,  niitge- 
theilt  Ton  dem  Herrn  Ür.  J.  Ph.  Wolfers, 
astronomischen  Rechner  an  der  K.  Stornwarte  * 
zu  Berlin  II.  '  1B4 

Physik. 


XII.  Formel  für  die  Ausdehnung  der  Dämpfe.  Von 
Herrn  Hary,  professenr  de  Physiqne  an  Col- 
lege de  Charlemagnc  •   •  •  I.  103 

XX.  Welche  Lage  mnss  man  einem  Stahistahe  gehen, 
damit  er  das  Maximam  der  magnetisireaden 
Wirkung  eines  IcreisfBrmigen  electrischen  Stro- 
mes erfidire?  Von  dem  Herrn  Dr.  Dippe, 
Oberlehrer  am  Gjmnaslom  Fridericianum  an 

Schwerin     .  IL  190 

XXXI«  Uelier  die  Dehnunc:  und  «las  Zcneissen  pris- 
matischer Körper  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  spannende  Kraft  ausserhalb  der  Schwer- 
punkts ~  Achse  des  Körpers  >virkt.  Von  dem 
Herrn  Fabriken -Curamissions-Rathc  A.  F.  W. 
Drix  zu  Berlin  UL  28B 


Digitized  by  Google 


VIII 


Nr.  der 

Abhandlung.  Heft.  Seite 

L.    Noavei    observatoirc    iu^t«-orolof^iquc    nur  le 

soniniet  du  Vt'suve  IV.  44H 

Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und  Physik. 

XII.   J.  F.  Danieir«  Tod  I.  106 

\1I.    Fermat's  Schriften  I.  107 

XII.   Schriften  von  Deaargues  I.  107 

XXIII.    Schriften  von  Desargiiea  II.  217 

XXIII.    V.  Cousin  über  Roberval  II.  218 

XXIU.    Ueber  D'Alenibert  II.  220 

L.   Kepler'«  Schriften  IV.  446 


L.   Die  mathematische  Gesellschaft  in  London  .    .   IV.  447 
Uebungs- Aufgaben  für  Schüler. 

III.    lieber  eine  gewisse  Gattung  von  Anfg^abcn  für 


Prüfungen    Von  dem  Herrn  Dr.  T.  Wittstein 

zu  II  ftnnovc  r   I.  21 

\I.    Aufgabe  von  dem  Herrn  Dr.  O.  Schlomilch 

zu  Jena  .  «  .  ^  .  .  ,  .  .  .  ,  .  .  .  L  UAl 

Andere  vermischte  Aufgaben   I.  101 

XXn.    Vermischte  Aufgaben   II.  214 

Aritbiiictiscber  Satz     ..........  II.  21fi 

XWVII.    Divisiunsexcnipel   III.  333 

Divi6ion8excmpcI   Hl.  334 

XLTX.    Aufgabe  aus  der  Stereometrie.   \"on  dem  Herrn 

Dr.  T.  VVittst ein  7.U  Hanno  ver   IV^.  444 

XLIX.    Aufgabe  au«  der  Integralrechnung.    Von  Dem- 
selben   IV.  445 

Literarische  Berichte*). 

XXV   I.  365 

XXVI.    II.  381 

XWH   IXT.  393 

XXVIII   IV.  409 


*)  Ich  bemerke  hierbei,  dass  die  LitcrnriAchen  Berichte  mit  beflonderea 
fortlaufeoden  Seitenzahlen  versehen  sind. 


Velber  die  TUrsacbe  der  Oselllationen 
Aer  liUfHbl&se  einer  Idlbelle  oder  eme» 

(M.  s.  Archiv.  TM.  Vi.  P^r.  XLVIII.  S.  400.; 


Societe  Philoniatique  de  Paris. 

(Elxtraits  inedits  des  procös-verbaux.) 

Suite  ffv  la  etance  du  19  avril  1845. 

Physiquc.  —  M.  Atli.  Pcltier  lit  U  Dote  suivaiite  fiur  Iii  cause 

des  Qscilfations  du  niveau  h  bulle  d'air: 

,,M.  Lia^re,  lieutenant  du  genie  bellte  ,  a  prescnt*'  a  rArademie 
des  scieoces  de  Bruxelles  un  memoire  sur  le«  osciliatiuiii»  du  niveau  k 
bulle  d*air  et  sur  les  moyens  de  renuSdier  k  cette  cause  d'eireur.  Cet  ofli- 
detformule  le  resultat  de  ses  observations  et  de  ses  experiences  dans 
les  trrmes  suivants:  .,T"^rT  Tiiveau  a, bulle  d'air  tres  bon  et  tres 
sensible  etant  cale  sin  im  plan  invariable,  si  l'une  des  extreniites 
de  8u  bulle  vient  ä  se  Uouver  en  presencc  d  uue  temperature  »upe- 
rieure  ä  celle  de  Tautre  extr^niit«^,  la  bulle  tout  entiere  marchedu 
'  cdt^  d'o&  l^mane  la  chaleur/' 

„  Apr^  avoir  dtoit  les  expöriences  propres  ä  constater  ie  fait 
et  apres  avoir  fait  remarquer  combien  ce  deplacement  de  la  biüie 
d'air  a  dil  occasioner  d'ecarts  dans  les  observations,  ecarts  que 
Ton  attribuait  taotot  aux  dilatatiuus  inegales  de  la  monture  de  tout 
l'appareil ,  tantdt  k  quelque  iofid^it^  de  la  coustructlon ,  M.  Liagre 
avoue  que  c'est  en  vain  qu'U  a  cherchä  une  explication  satisiaisante 
du  phenomene,  et  qu'il  a  dü  sc  borner  ä  Tindication  du  moyen  qui 
lui  a  paru  le  plus  propre  pour  eviter  cette  cause  d'erreur.  (Voyejs 
le  ra}>port  de  M.  (Juetelet  communique  a  rAcademie  en  1844.) 

„La  cause  du  deplacement  de  la  bulle  d'air  d  mi  niveau  me 
paialt  fädle  k  expiiquer  par  Tappltcatloo  de  priucipes  connus  et 
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au  moyeii  de  quelques  experiences  speciales.    A  l'^tat  d'equilibre, 
la  nressioii  est  ^gale  dans  taute  la  luasse  d  uii  Üuide,  quelle  que 
soii  la  difi^Doe  de  la  teroperature  de  ses  diverses  parties;  coo- 
s^qnemnieiit»  ce  n'est  point  dans  le  fluide  seul  qu'il  (allait  cbercher 
la  r;nise  de  res  vnnat'if>r)s .  niais  dan«  Taddition  (Vune  resistance 
etran^ere.    Cette  resistauce  est  le  nroduit  de  Tattrartion  rapillaire 
du  verre  pour  Teau  ou  pour  ralcool ,  resi.stunce  uui  est  egale  sur 
toute  la  paroi  du  tube»  lorsque  ce  deroier  poasrae  la  meme  tem> 
p^ratare  eo  tous  ses  poiuts ,  inais  qui  s*aflaiblit  in^alemeiit  lors- 
que la  tempörature  n'est  point  unifonne.  Lors  donc  que  le  liquide 
renferme  dans  ce  iuhe  varie  de  temperature  d'une  inaniere  in«»gale, 
lorsqo  une  de.s  extreniiles  du  niveau  est  plus  echauffee  que  l  autre, 
ia  force  capiliaire  y  e^t  arfaiblie^  ainsi  que  la  resiHtauce  au  depla- 
eement  de  la  bulle  d*air:  cette  derni^re,  plac^  eutre  deoz  forces 
dissemblables ;  s'avance  vers  la  portion  cnaufr^e,  jusqu'au  nouvel 
equilibre  qm  s'etablit  entre  la  moiodre  räeiatance  uune  part  et  ia 
pesaoteur  croissaiite  de  lautre. 

„  Vvf  experience  tres  simple  demontre  combien  cette  re^i«»- 
tauce  ca^^liaire  est  puis^^aute  dans  le  deplaceineot  de  la  bulle  d'air. 
J*ai  fait  eotrer  deux  cylindres  d*eau»  disiaots  de  5  ä  10  centimetres, 
dans  UP  tube  capiliaire  ouvert  par  les  deux  bouts,  afln  de  leur 
laisser  fonto  Ia  Iiberte  de  Icnr  mouvemont.   On  pose  le  tube  bori- 
zontaleineiit ,  et  lorsque  le  tont  est  eifiiilibre,   on  rhaulTe  Tun  des 
cylindres  d  eau.     La  bulle  luarche  d  abürd  queique  peu  vers  le 
c6i6  chanff^y  mals  bientot,  en  8*^hauffant  par  sod  coutact  arec 
le  cylindre  chaud  ou  par  la  flamme  de  la  lampe  que  Tod  passe 
au-(lessous  du  tube,  eile  s'agrandit  en  s'etalant  d'un  seul  c6t6,  du 
cöte  oü  Ton  a  dimimie  la  resistanoe  capiliaire  par  I'elevation  de 
la  temperature :     l'autre  rylindre  d'eau  reste  titable  a  la  lueme 
place.    8i  la  differeuce  des  temperatures  est  faible,  le  cute  froid 
lecule  lorsqu'on  cbauffe  la  bulle  d'alr»  xnais  toujours  moios  oue  le 
cdt^  chaud  et  dans  la  proportion  de  leur  diffäreiiee.    Dans  le  ni- 
veau  d'eau,  f  i  JiuIIe  d'air  soumise,  comme  dans  Texp^rience  pr^e- 
dente .  a  deux  resistances  inegales  ,  s'allon<je  on  se  deplace  en 
niison  de  leur  difference  et  cause  des  erreurs  d  Observation  parce 
que  Ton  rectifie  rinstrument  d'apr^s  la  nouvelle  poeitioD  qu*elle 
a  prise, 

Lorsque  Ton  emploie  le  mercure  au  üeu  d*eau  on  d'alcool, 

la  cause  d*erronr  f]ue  nons  venons  de  rappeler  existe  eijalement, 
mais  fa  marrhe  de  la  bulle  d'air  est  eu  sens  inverse.  Sa  progres- 
sion  ou  son  extension  se  fait  du  cöte  froid.  La  raison  ue  cette 
Inversion  est  facUe  k  d^ontrer.  Dans  nn  tube  de  Terre»  le  mer- 
cure n'est  pas  en  contact  arec  la  substance  mäme  du  tube,  mus 
avec  la  coucbe  de  rapenr  d'eau  qui  est  toujours  affenante  aui 

f»arois.  Le  mercure  et  le  verre  ont  une  graude  alKiDtte  d  adbesion 
un  pour  Tautre,  comme  le  prouve  l  etamage  des  tubes  baroro^- 
triques  dans  lesquels  on  fait  bouillir  trop  longtemps  le  mercure. 
Dans  r^tat  ordinaire,  il  y  a  une  oouche  de  vapeur  d*eau,  inter* 
posee  entre  le  verre  et  le  mercure,  qui  s'oppose  ä  leur  adbesion. 
En  chauffant  I'iin  des  cylindres  de  memire,  on  diminne  d'une  part 
la  force  capiliaire  du  verre  pour  la  vapeur  et  dautre  pari  on  amiii- 
cit  cette  m^me  coucbe  separatrioe.  11  eu  resulte  que^  1  attractioo 
du  tube  pour  le  mercure  croit  k  mesure  qn'on  di^trult  Tobstacle 
qui  les  s^paniit,  et  en  m^me  temps  la  r^istanee  au  d^placements 
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lo»  donc  qw  !'•«  chaote  la  bulle  d*a|r.  Ja  räaistiMice  du  c6U 
chauffe  ^tant  devenae  suptfrieure  k  oelle  du  cdt^  froid>  c'est  ce 
dernier  qui  recule  et  le  cdte  chaud  reste  en  r^pos  ou  d^pluce 
moiDs  quo  lautre.  Voila,  5:uivant  dous,  la  cause  du  döplacement 
de  la  buUe  d  air  daos  les  uiveauz  d  eau  ou  d'aic9<^^ 


II. 

Weitere  BrSrtermii^  lyuilytiselier 
d^r^istitaide,  als  Fortsetciup  des 
Ansatzes  X.  in  TIA-  V.  Heft  2. 

Von  dem  * 

Herrn  Doctor  Barfass  zu  Weimar. 


§.  1. 

Es  scheiot  mir  nüthig,  das«  ich  einige  Worte  über  den  Ge- 

spunkt  vorausschicke,  niis  M'elchem  man  diese  und  die  etwa 
noch  tollenden  Abhandlungen  ähnlichen  Inhaltes  zu  hetracliten 
habe.  Als  ich  mich  in  dem  Aufsatze  XXV.  (Theil  IV.)  zum  er- 
dten  Male  gegen  die  gegenwärtig  voo  vieleD  Mathematikern  ver- 
folgte Richtung  in  der  Analysis  erklärte,  kam  es  mir  zimäcbst 
nur  darauf  an,  die  Grundlosigkeit  der  gegen  die  älteren  Theorien 
srerichteten  Vor^vürfe  an  eben  den  Beispielen  nachzuweisen,  von 
weichen  die  Gegner,  im  Vertrauen  auf  eine  scheinbar  strenge 
Rechnung,  ihre  ^Beweisgründe  eutnehmen.  Beispiele  der  Art  lies- 
«en«sich  zu  Hunderten  vem^ehren  und  auf  eine  ganz  ähnliche 
Weise  behandeln;  allein  da  dieser  Weg  auf  Wissenschaftlicfakeit 
kaum  einige  Ansprüche  machen  dürße,  und  leicht  zu  fruchtlosem 
Hill  -  lind  kerreden  fuhrt,  so  verliess  ich  ihn  sogleich  wieder  und 
suciite  vielmehr  die  wichtigsten  I^lomente  der  Theorie  und  die 
dabei  obwaltenden  Schwierigkeiten  in  einem  mehr  systematischen 
Zusanmienhange  zu  erörtern.  Die  Abhandlung  X.  in  Theil  V.  soll 
der  Anfang  dieser  Erörterungen  sein  ,  und  vielleicht  darf  ich  hof- 
fen,  nicht  nur  über  die  hier  in  l»ede  stehenden  Grundgedanken 
einiges  Licht  verbreitet,  sondern  auch  die  eclite  Gnindl.ijro  der 
binomischen,  der  cxponentieilcn  und  der  logarithmischen  Entnik- 
kelungen  nachgewiesen  und  dieselben  in  ihr  richtiges  Verhältniss 
zur  ßementararithmetik ^  wie  diese  bis  jetzt  sich  gebildet  hat,  ge- 
setzt zu  haben«  Die  letzte  Grundlage  dieser  Eotwickelungen  ist 
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dtf  aritfainvtisdie  Safz  tod  der  Multiplicadon  der  Summe,  wie 
aSmlich  das  Totalproduct  als  eine  Summe  von  Partialprodiicten 
der  Glieder  erscheint  ,  die  sich  in  besondern  Fällen  nach  gewissen 

Gesetzen  zusanimensteUen  lassen.  Dabei  meine  ich  dnrchausi 
nicht,  Neues  vorgetragen  zu  haben;  dns  Wesentlich*'  ist  schon 
oft,  und  namentlich  in  der  umthematischen  ISatur(>hiiüi>üphie  von 
Fries  gelehrt  worden. 


§.  2. 

Meine  nächste  Absicht  ist  nun  die,  dass  ich,  dem  gewohnli- 
chen Gange  zu  Folge»  an  die  Exponeutialreihen  die  trigonometri- 
schen Entwickelungen  anschliesse  und  deren  Fundamente  erldfire. 
'Hierbei  stOsst  man  allerdings  auf  einige  Schwierigkeiten,  deren 
Losung  die  neuere  Analysis ,  indem  sie  nur  convcrgirende  Reihen 
zulassen  ^vill ,  bei  Seite  schiebt,  freilich  ohne  zn  beachten,  dass 
die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihen  mit  diesen  Schulerig- 
keiten  nicht  die  entfernteste  Verwandtschaft  hat.  —  Der  wichtigste 
Schritt  in  dieser  Lehre  ist  dann  geschehen,  wenn  die  Relation 
zwischen  dem  Bogen  und  seinen  trigonometrischen  Functionen  ge- 
funden ist  und  hierfür  habe  ich  den  Grundgedanken  schon  friiner 
ausgesprochen«  Gewöhnlich  gründet  man  die  Entwickelungen  auf 
die  Reihen: 

sin  nuc = mi  cos  a?*-*  sin  äe—m^  cos«*~'  sin  xr^  -f  • . . 

eoBmw=co8x^"^m^cosJ!^^aiüx^-^m^  cos,»"»— ^sino?* . .  • , 

wo ,  wie  bekannt,  Wi ,  s>  ^*  ^®  BinomialeoefScienten  für 

den  Exponenten  m  bedeuten.  In  der  That  empfehlen  sich  diesel- 
ben durch  ihre  Einfachheit  für  den  besagten  Zweck  besser  als 
andere  zusammengesetztere,  besonders  da  sie  für  ein  ganzes  abso- 
lutes m  auf  einem  sehr  elementaren  Wege  gelünden  werden  kön- 
nen. Für  andere  Werthe  von  m  muss  man  die  nach  Moivre  be- 
nannten Formeln  zu  Hülfe  nehmen ;  dieselben  verursachen  jedoch 
bei  gebrochenen  Exponenten , .  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  Wur- 
zeln ,  eiriiirc  Schwierigkeiten,  die  vielleicht  bis  jetzt  noch  nicht 
genügend  gelost  sind.  ^•^  es  scheint,  als  ob  einige  Mathematiker 
ein  Misstrauen  in  den  Gebrauch  der  imaginären  Grössen  setzten; 
andere  glauben  wenigstens  der  Wissenschaft  einen  Dienst  zn  thun, 
wenn  sie  die  Betrachtung  des  ImaginSren'  so  viel  als  möglich  l>e- 
seitlgen  und  dasselbe  in  ein  höheres  Gebiet  der  Analysis  Yerwei- 
sen,  gleichsam  als  ob  dazu  eine  höhere  mathcmnfische  Einsicht 
gehöre,  wo  man  dann  freilich  trafen  möchte,  was  elementarer  sei 
als  diejenigen  Formen,  aui  u eiche  uns  schon  die  Auflösung  qua- 
dratiscner  Gleichungen  hinweist. 

Einen  grossen  Mangel  fühlt  mau  fieilich  bei  allen  bisherigen 
Darstellungen  der  Moivreschen  Formeln  dadurch ,  dass  man  über 

den  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Form  t*=V^  gar  keine  Aus- 
kunft findet,  und  ich  möchte  gar  fragen,  ob  irgend  ein  Schriftstel- 
ler darüber  im  Klaren  gewesen  sei.  Wenigstens  beruht  jener  nn- 
glückseiige  Streit  über  die  Euiersche  Reihe 
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2«  co8a**:=:co8]ia+ni  coii(ii— 2)a+tf^cos(it-4)a  . 

lediglich  auf  c  ineni  Missverständnisse  der  Bedeutung  von  i  in  den 
Moivreschen  Formeln.  Ich  will  daher  dieselben  nach  meinen  KrSP 
ten  erläuterii  und  bei  ihrer  Feststellung  mich  des  allgemeineren 
ZeichcDs  V*— 1  atfttt  V— 1  bedienen. 


{.  3. 

Miiltiplicirt  man  die  beiden  Ausdrücice 

Pt^cos%-|-t^  ib— l.siniii, 
Ps = cos  02 + ^  k—Uatna^ 
mit  einaodec»  so  findet  man  leicht  * 
Pi|»i=CM»(«i  +  fla)  +  ^  k^i . «in  (ai+Oj)  +Ä: sin    sin  Oa- 
Huitipiicirt  man  nocliinais  mit 

=C08f%   VX^l.  sin%» 

ao  findet  sich 

/hl^  =  cos  (öl  +  Ö2  +   ) + V"^=:i .  si n  (öl  +  <^  ^.  0^  ) 
4*^  (sio  (oi  -I-Ob)  sin    4-1^  sin  14  sin 
und  wenn  noch  ein  vierter  Factor 

P4 =cos  (%-f  y  ^Lsivoi« 

binziÜLonimt.: 

'    /'i  /'2/^3/^4  =  COS  (öl  +«2+03+04) .  sin  (ai+02+«3  +«4) 
+  (siu  (oi  +  öj+öj)  sin  o^+z^^sin («i  +  Oj)  sin  a,  +^^4810    sin  Ha). 

Mao  kann  hieraus  schon  das  Bildungsgeseti  (fix  beliebig  viele 
Factoren  abnehmen»  denn  man  findet: 

I)    PiptPi  /'iii  =  C08(fli+C72  +  a3  +  ...o»,) 

+ V'A— l.sin  (ai  -fi9^+ fl^  +  •  •  •  a«) 

+  8in (oi  +02  +  .  • .  .«IM— «)*:'nwr„,-i  .;?m 
+  sin  (ai  +  (/2  +  . .  . .  «m-i)  sin  a,„  _  2  .pm-i  fm 

n«  8  w«  t 

sin  (Hl  +  ffg + . . . .  On-r)  «in  Om-r-i  •  |9M-fw« , ; ,  .Jim 

U.  S.  W.  j 

+  sin ö|  sin a^.p^p^p^,,  ,.pm^ 
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Nehmen 'Wir  nan  alle  a  einander  gleicli,  so  werden  auch  alle 
p  identbch«  und  man  erliäU  die  besondere  Gleichung 


II)       = C08  ma + f  k—i .  sin  ma 
,  ,      (  sin(m— l)c+»8in(itt— 2)a+»*8in(iii-^)«j 

(  4-/^^sin(?/i— 4)a  +  siua  • 

und  diese  beiden  Ausdrücke  sollen  den  folgenden  Betrachtnngen 

zu  Grunde  liecren.  — ^1  kano  sowohl  eine  positive  als  auch 
eine  negative  Grosse  vorstellen. 


.  4. 

Die  Gleichung  II)  enthält  zunäclist  das  Mittel  zur  »Suiumiruug 
der  Reihen: 

sin  ina)= 9  sin  a-f-o^nln  3a«.,*  •.'fe">sinmii» 


Obgleich  dieselben  einem  jeden  bekannt  sind,  so  darf  ich  sie 


bSnee 

mvdten.  Da  in  der  Gleichung  II)  k  jede  beliebige  Grosse  sein 

darf 9  so  kann  man  /7  =  cosa-f  ^ ^ — l.sina  als  unabhängig:  von  a 
ansehen,  wenn  dann  nur  k  aus  p  und  a  bestimmt  wird.  Man  hat 
zunächst: 


»"»— cosma — k — Lsimma     .      „  «  .  •  «     -  - 
1  ^siäa  '  — + sin  2a,p^^ ...... 

sin  ( /«— 2)«.^  +sin  (m — 1)  «, 

und  dann 

Sin  a  sin 

Werden  diese  Wertho  in  die  letzte  Gleichunp^  gesetzt  und  di- 
vidirt  man  zugleich  beiderseits  luit  so  findet  man 

sin  a  +  sin  («i-rl )  a— p  si  n  tna 
( 1  —2p  cos 

sine  ■  sln2ii         .  sin(m*-t)g 
-  p       p«  +  •  p5=i  ; 


»Setzt  man  aber  ^^t>  und  m  statt  1,  so  erhält  man 
sogleich: 
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Iii)  0  81  o  a  -f    s i  h  2«  +    sin  3a  |  t> "» siu  Uta 

 g  sin  g  4-  o*"^ i  umg    p"»+  ^  aip  (m^i  )  a 

Aiuitlplicirt  man  nun  von  den  (j^ieicliuugeu; 

£{w^aia  ma) = vmiu  a  -|-  t^sSn  2a  -f. . .  •  t^sAnma, 
X(o«Hmi9  ma)=  l-f«  CMa  -I-  «*eo8 3a>f     e«* cosma 

die  erste  mit  vcosu,  die  zweite  mit  csioa  uod  addirt  die  Producte, 
so  erhält  man 

V  eos  a  •     e*"  sin  ma)  -i-vama  v2?(o*co8iiia) 
=98ina  4-0*  sin 2a  i  gin  (m-fl)  a  =  bId( a) ; 

«loo*  wem  mao  die  Foimel  III)  zu  Hilfe  Dimrat: 

IV)  1 -^öco«a  +  tJ*cos2a  +  v^cosma 

^  1  —  p  cos  g  -f  P"'^^  ^  cos  ma  —       *  cos  (m-j-i)  a 

1  — 2»coso+p*'* 

Die  Relbeo  in  III)  und  IV)  steilen  blosse  Summen  und  keine 
Eutwicketungen  vor.  Einen  grossen  Irrthum  begeht  man  aber, 
wenn  man  die  Summe  dadurch  io  eine  Entwickelung  zu  verwan- 
deln glaubt»  dass  man  den  Zeiger  des  allgemeinen  Guedeg  unend- 
lich nimmt.  Doch  hiervon  ist  schon  die  l\<»de  gewesen.  Will 
raan  die  Functionen  haben,  ans  weichen  di^  ins  Unbestimmte 
fortgesetzten  Reihen 


08ina-|-v^8in2a*I-i>'Bin3a-|-  • 
1  -f  »  cos  a  ■|-»*co«2a+  o'eosda'f 


entnickelt  werden  können,  so  muss  man  illies,  was  in  den  Sum- 
menloniieln  noch  vom  iStellenzeiger  m  abhängt,  weglassen.  Mau 
erhält  dadurch: 

,  V)  tj  sin  o+ö«     2a+»3sin3a  +  l-gpcosa-f^g«  ' 

VI)  l4«cos<H^89a+o^3a4^  =  i--t-cosa 

Denn  man  hat  z.  B.  pius  pl): 

r  sin  ff  -  «  .  '  . 

1  -  2r  cos  a  +  0^  ='  y°  °  •*•        ^  •«••••• 

vsinma— 6in(7/i-|-l)a 

1<— 29C08a-f 

und  da  dieses  nun  für  jeden  Werth  vonw  gilt,  so  folgt  eben^  dass 
die  Entwickelung  b  V)  richtig  ist.  Zugmcli  folgt  Sief  aus,  dass 
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r  8111  ma— sin  (»t4-l)a  • .  .  ^  . 

—    l^2vcosa-^p^  EDhvickelung  vod  o'*T«6ia(m-t'l)a 

•f  i^"H-*stti  (7/i-f2)<^  f .  sein  maas.  Diejenigen,  welche  nur  con- 
verqirende  Reiheo  zaiassen  wollen,  kommen  der  Hauptsache  Bach 
auf  dasselbe  zurück ;  sie  venvandeln  die  Summe  durch  Weglassung 
eiües  Theiies  der  Snmmenformel  in  eine  Entwickelung ,  beurthei- 
len  aber  da«»,  was  man  weglassen  muss,  danach,  ob  es  für  den, 
unendlich  grossen  iStellenzeiger  m  verschwindet,  wobei  sie  denn 
deB  Werth  der  allgemeiBen  Vrdsse  io  der  EotwickehiBg  in  gewisse 
Grenzen  einschliessen  müssen. 

Setzt  man  in  V)  und  VI)  e=l»  so  findet  sieb 

VI!)  sina-f-sin2a4-sin3a. . — icotia, 

VIII)  ]-|-cosa-|-eos2a'^cos3a..«.=l. 

Diese  Ausdrücke  haben  in  den  Fällen,  wo  a—0  oder=:4:27i7s 
ist»  ihre  Schwierigkeiten ,  die  ich  nun  gründlich  beseitigen  will. 
Sehen  Mher  habe  ich  die  Frage  au^worlen,  welchen  Werth  der 

Ausdruck  2^2pcos*gil-  ^  wenn  o=l  und  a=0  genommen 

j  ^  j 

wird.   Nimmt  man  erst«— 0,  so  hat  man  rs  70-=  i  ,  wel- 

ches  denn  für  ^  =  1  unendlich  wird.  Wird  nl)pr  erst  gesetzt, 
80  wird  jener  Ausdruck  von  a  ganz  unabhängig  und  =  2*  Diese 

beiden  Weithe  müssen  dem  Ausdraclce  j^ig^-^^  g-f-t>^  dem  ge- 
nannten Falle  doch  wohl  zukommen,  und  folglich  stellt  auch  die 
Entwickelung  eben  diese  beiden  Werthe  dar.  Die  Entwicke- 
lung 1-f  cos  fr  f  ros2rt-f-....  hat  nämlich  allerdings  den  Werth  l  für 
0=30,  der  ihr  für  alle  übrigen  a  zukommt;  allein  sie  wird  in  die- 
sem Falle  zugleich  auch  identisch  mit  anderen  Entwickelungen, 
denen  der  Werth  ao  zukommt.  Sucht  man  dieselbe  auf  einem  an- 
deren Wege,  als  dem  obigen,  so  wird  sich  die  Cnbestinmitheit 
ftr  a~0  allemal  offenbaren. 

Wenn  ich  nun  mit  dem  Ausdrucke  .^=1  ^  cnsa-i-cos2«-f . . . . 
rechne,  so  muss  ich  Acht  haben,  ob  «=0  wird  oder  nicht.  Im 
ersten  Falle  rechne  ich  mit  einem  nicht  allgemein  richtigen  Wer- 
the der  EntwiclLelung  und  erhalte,  wenn  auch  nicht  gerade  falische, 
doch  wenigstens  einseitige  Resultate.   Dann  muss  man  zu  der  a!l- 

femeineren  Formel  in  VI)  zurückeelien ,  und  um  dieses  durch  ein 
leisjdcl  zu  erklären .  wähle  ich  ein  schon  früher  besprochenes. 
Herr  Doctor  ^chlöiailch  sagt  in  seiner  Abhandlung  (Thl.  III. 
Seite  277.),  wenn  man  die  (unrichtige)  Gleichung 

cos:t-|-co82d;'|-««-~ — 

mit  f{j:).dx  multiplicire  und  zwischen  den  (irenzen  0  utjd  a  inte 
grire,  so  erhalte  man; 

A)  ^^f(x)djp\^^J^^f{x)c,9Maidx  J  =0, 

Well  aber  eigentlich 
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»mix 

sdruck  in  A)  nicht  = 

dem  denielbe  sei  Tielmehr 


sei»  80  folge,  dass  der  Ausdruck  in  A)  nicht  zrO  sein  kunne,  son- 


-Lim/ 

^  0  siq4« 


för  wachsende  n,  worüber  man  in  Tbl*  L  Seite  417.  naciileseD 
künne ,  wo  jener  mit  Lim.  bezeicbDete  Aii8dnick=ff/(0)  gefunden 
wird*  Aber  es  ist  doch 


snd  nur  i^enu  6=0  ist,  findet  die  Ausnahme  statt.  Man  subtra- 
hire  nun  in  VI)  beiderseits     so  wird 

4+rcosx+t^co«2^+....=j;::^i=^ 

also 

Damit  ich  hier  nicht  zu  weit  von  meinem  Zwecke  abkomme, 
will  ich  9(^)constant=:j?  setzen.  Dann  ist  das  allgemeine  Inte- 

'  gral  J=/S.arccos  i^l^l ^4* Const,  also  J  zwischen  den 

X    e  cos  «?  "f"  V 

#^  >o  j  0  — 2p+(l+i>*)cosa  ^  ^. 
Grenzen  J-Sn»  und  a  —ß .  arc.  cos  — j  ^  V~« —  ß sw.  cos  (1). 

1  — •  p  cos  a  + 1)-"  ^ 

•  Dieses  verwandelt  sich  für  t  =  lin/3arc.cos(— 1)— jÖarc.cos(l), 
worin  der  Ausdra^  3tß  enthallmi  ist.  Zwischen  des  Grenzen  dbiu^ 
und  -^mn  verwandelt  sich  der  allgemeine  Ausdmck  J  in 
ßarc.  cos  (1)  —  ß  arc.  cos  (1). 

Wenn  man  aber  in  dem  allgemeinen  Intee:ral  J  von  vorn  lierein 
r  =  i  nimmt ,  so  erhalt  man  zwischen  zwei  beliebigen  Grenzen 
J=;iarc.cos(— 1)  —  arc.  cos  (—1),  w  orin  der  Werth  0  begriffen  ist.  Die 
mordemen  Demonstrationen  stellen  noch  die  Bedingung,  dass  a 
Dicht  >9  7r  oder  wenigstens  nicht  grosser  als  n  sein  solle,  was 
aber  nach  Obigem  offenbar  nnrichtig  ist,  T^ehcrhaupt  bin  ich  der 
Meinung,  dass  die  Sache  durch  Hie  jüngst  betretenen  Woge  am 
wenigsten  erledigt  ist  und  dass  wir  uns,  in  Folge  obiger  Darstel- 
lung, veranlasst  fühlen  sollten,  tiefere  Untersuchungen  filier  die 
nadi  La  Crange  und  Fourier  benannten  Formeln  anzustellea^  und 


I 
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flabp!  auf  Grfinde  zti  Fussen,  welche  uds  tiefer  in  die  iVntur  der 
kSache  eiiidrinc^n  lassen,  als  die  t  on-  und  Divergenz.  Doch  mehr 
zu  »ageti,  iai  hier  die  Stelle  nicht. 

Gleicher  Behaodlunii^,  wie  die  Reihe  in  VIII)»  unterliegt  aneli 
die  in  VII).  Dieselbe  giebt  uns  für  a=0  das  paradoxe  Kesultat 

0-|-0-|-04-  =00.    Diosps   Paradoxon   Ifisst   sirfi  rroilirb  durch 

den  Rost  <lrr  I?eilie  erkl;iren;  allein  wenn  lu  iii  in  dem  allgemei- 
neren Ausdruclve  V)  a=i)  nimmt,  so  erhält  man  wieder  0+0+  

=0.  Indem  man  solche  Unbestimmtheiten  endlicher  Formeln  hios» 
an  ihren  Enbrickeluncen  bemerkt,  kann  man  freitteh  zu  dem  Fehl- 
schlnsae  gelangen,  aass  der  Grund  aller  Inningen  In  der  Diver- 
genz liei^e. 

Zulet/t  \vil!  ich  noch  an  einem  Beispiele  zeigen,  wie  klar  die 
aüalytische  Sprache  der  Reihe  VII)  sei,  ungeachtet  ihrer  Uobe- 

stiiiimtlieit  ffir  a=0.  Setzt  man  fiSr  etna  die  Reihe  ^'^fSS^** 
und  ao  andi  filr  siD2fi  u.  s.  w,,  so  crhSIt  man 

\eotla  =(l+SS+3+,...)<*-(l«+-2H3'-.) 

1 

Nun  ist  1+2+3....  der  Werth  der  Entwickelung  von  . .  _ 

(1    X ) 

fUx  asssl,  13+2^4^=^...  der  Werth  der  Eutvvickeluug  von 

für  47=1  U..S.  w.  Also  hätten  wir  icot4a=ooa—  1^3  +  •  •  *  * 

Da  nun  bekanntlich  eine  Function  nicht  nach  lauter  positiven  Po- 
tenzen der  Hauptgrösse  entwickelt  werden  kann,  wenn  die  Coelli- 
cienten  der  Retiie  nnendlieh  werden,  ao  aagt  die  Formel  VtS), 
daas  man  die  Cotangente  nicht  nach  lauter  poaitiven  Potenzen  des 
Bogetis  eTlfwi(k^lr^  könne.  Doch  so  etwas  wird  benutzt,  um  die 
Richtigkeit  der  divergireoden  Reihen  in  Zweil'el  zu  ziehen* 


§.  ß. 

Doch  ich  komme  nun  zum  Hauptzwecke,  nSmIich  rin  Fest- 
stellung der  Müivreschen  Formeln.  Wir  kehren  deshalb  zu  den 
Formehi  in  I)  und  II)  zurück.  In  I),  in  dem  mit  k  rauitiplicirten 
Theile ,  behalten  die  Coefficient^n  aller  Prodvcto  aus  den  Terschic- 
denen  p  einerlei  GtSeae  md  Vorzeichen,  wenn  man  eSmmtliche 
a  negativ   nimmt.     Da  aber    dadurch    der  Factor  pm  aus 

cod  am+^  *— 1  •  Binom  in  coa  Om—lTk—i j^in  om  Bich  Terwandel^  und 
dieaes  eben  auch  geschieht,  wenn  man  V^A—l  negativ  nimmt,  so  ist 

cß  io  der  Gleichung  I)  einerlei»  eil  man  alle     odet  ob  maaV A—l 

negativ  nimmt. 

Denkt  man  sich  nun  in  dem  mit  k  multiplicirten  Theile  die 
Producte  der  p  nach  dem  gewöhnlichen  Multiplicatioosgesetz  aui- 
galiüat,  so  werden  äcli  ämmtUdie  Glieder  in  swei  Bassen  ab- 
teilen  lassen,  in  selclie,  welche  geiade  Pofenaen  tob  VJk^t 
•ntiialton  «nd  folglick  nitioBal  sindt  und  dann  in  aMh»,  weldie 
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wafsmit  Potemn  tm  t*— 1  Mm»  omI  feMeh  iittlioMl  KM- 
mL  Indem  man  in  der  ersten  Klasse  die  Potensdn  von  1 
asflöst,  erhält  man  eine  Reilie  Ak-^-Bk^-i-  Ck^*»*.,  welche  für 

ein  gerades  m  (= Anzahl  alier  a)  bis  zu       und  fiir  ein  uogera- 

An  bis  ^  ^  •   aufsteigt.     Sondert  man  ans  dei>  Gliedern  der 

zff^itgn  Klagse  dien  Factor  V k — 1,  so  behalten  sie  nur  gerade 

TOD  Vk^l  und  ^Inm  dHher  eine  Reihe  V il 

-f-^'A*  I         +  ^velche  bis  zu  k'^      bei  geradem  und  hUi 

ta  h       liei  tini^^enulem  )fi  aufsteigt. 
Man  bat  also 

+  (ein  — 0«) + +Ä'J5»+ . ,  • .)  ^ 

und  es  ist  nicht  «reUef  toSthIg ,  da^is  mato  däs  BiMungsgesetz  von 
ii,  B....^',  JB'....  kenne. 

Nehmen  wir  nun  zserst  alle  a  einander  gleich «  so  werden 
«och  alle  p  identisch,  und  man  erbSlt 

X)  p*»  =  (cos  -f  V .  sin         cos  mg  -f  ilife    ßl^  ^- . . ,  > 

Wird  aber  die  ^adratwurzel  negativ  genommen«  oder  nimmt 
naD,  was  nach  dem  vorigen  dasselbe  Ist»  a  negativ^  so  wird: 

(cosa— V"  ifc— i.sin)iV":=:co8iiia-|-<^^-|--2^^*+«**«   

Daraus  folgt  nun  sogleich 

|(cqs  g  -f  Yk  —  i  ..sin  0)"*+ (cos  a  —  V      1 .  sin  a)"» 
2 
zzn^ma^Ak-k-Bk^-^.,., 
nnd 
(cos  «4-  l^^ifc—  1 .  flu  tf)»"— (cos  o-^y^^T"  1^ '  sin  g)"» 
= rfn  ma + ^' A: + J5*    + . . . . 
Wan  ^leht  nun  deutlich ,  n  elrhe  Vortheile  mau  durch  deo 
^hrauch  des  Imas^inaren  hier  »  rlan^t,  indem  durch  dasselbe  alle 
Glieder,  welche  noch  den  Factor  /.'  haben,  sogleich  beseitigt  wer- 
*i«k    Hierfür   kann  man  Folgendes  bemerken.     Das  Pruduct 
PiP\p% ...  'Pm  ISsstsich  immer  so  mitwiekeln,  dass  man swei  Thelle 
wMi,  Vi»  tiewen  der  eine  ratieDal  Ist,  der  andere  mit  dem  fWitor  , 

^A~*i  behaftet  bleibt.   Gelingt  es  nun ,  den  beiden  TheOen  der 

EntT^ickelung  Tencldedene  Formen  zu  ^^^ben^  dass  man  also 

P\Q^rk^  das  eine  Mal  und  l^'^^  O'^i  —  l  das  andere  Mal  er- 
hält, «o  mtaen  wir  schliessen»  dass  P=P'  nnd  0=0^  sei. 

IWdd  wenn  man  Vk-^i  negativ  nimmt,  eiliält  man  P^QiT Jk^i 

^P~^Q'V k-^i,  und  wenn^iese  Gleichung  mit  der  verigen 

HQ^fT^i^ff'l'V  ^S^i  Terinmden  wird,  so  folgt sogleleh 

P^P,  Q  —  Q',  Man  kann  abo  die  Elimination  von  Vi— 1  gaoas 


Digitized  by  Google 


12 

umgehen  und  dafSr  sagen,  dass  in  der  Gleiclmiig  P-\-QVk~^ 

=     +  1  der  rationale  Theil  nur  dem  tatioDalen,  der 

irrationale  nur  dem  irrationalen  gleich  sein  kunne. 

Aber  hierbei  fillt  sogleich  m  die  Augen,  dass  dio  Betrach- 
tung gar  nicht  au  einen  besoudern  Werth  vou  A:geknüplt  und  da«s 
daher  mh  die  Giitigkeit  der  Reeoltate  nicht  auf  Destimmte  Werthe 
TOD  k  beschrfiokt  iai  Wer.  in  dessen  im  Anfange^  er  Be- 
trachtung durchaus  nur  reelle  Werthe  ffir  Vk^i  zulas- 
sen wollte»  müsste  dann  fiberlegen,  dass  z.  B.  P  und 

Functionen  bloss  von  k  und  nicht  mehr  von  V/c  —  i 
sind,  die  für  immer  gleiche  Werthe  haben,  und 

hieraus  müsste  die  Gleichheit  von  P  und  P"  auch  in 
allen  anderen  Fällen  nachgewiesen  werden.  Da  die- 
ses keine  Schwierigkeiten  hat,  so  will  ich  nicht  iSnger 
dabei  a  <  rweilen. 

Die  Gleichnns^on  IX),  X)  und  XI)  gelten  also  auch  fiir 
so  dass,  wenn  nun  pr^Gosor-i-i  sin  or  ist: 

XII) 

+ isin  (% + oa + OS + . . . .  Ofl»), 
Xni)  (co8a+£slna)">=sco8jna+tdniiiai^ 


XIV) 


(cos  a+  tsio  0)"*+  (cos  a — t^in  c)* 
cos  mo  =  \^  ■   ■■  » 

(cosa+tsina)"*— (cosa — isina)"». 
sm  ma  =  '  " 


XV)  1  , 


und  wenn  man  noch  das  Binom  (cosa^isinäjF  anllOst: 

icos ma = cos  «"» —  cos  a"»— •  sin  a* + cos  a"»  -  *  sin  .... , 
sinma=micoso'"—  *sina— ffijcosa»-^  •sioc'+wi^cosa"»"  *sino*. . 

Alle  diese  Formeln  sollen  zunächst  nur  für  ganze  positive 
Weithe  von  m  gelten,  doch  reichen  sie  noch  üBr.diegoniomeMsche 

  m  

Darstellung  der  m  Werthe  Ton  V^i  aus.  Aus  XIII)  folgt  n2m- 

lieh,  wenn  man  —  statt  a  setzt: 

m 

cos  ^  +  tsin^=:(cosa+lsin«)"*, 

sofern  man  an  diese  Form  noch  keine  andere  Forderung  stellt, 
als  dass  die  Entivickelung  ihrer  mten  Potenz  —  cos  a  +  t  sin  a  uer- 
deo  soll.  iSiiamt  man  nun  a=2^;z;  oder  =  (2  fi  + 1)  ;s,  so  wird 
COS  a+lsin<i^+ 1  oder  =5—1,  und  man  hat 


'  III   ^  I»  ' 


XVI) 


y  —  i=co8-^— ism-^ 


Digitized  by  Google 


n 


§.  6. 

Ich  komme  miD  2iir  £rOrterai)|p  des  Falles «  wo  in  de«  Mof- 
yffschcD  Fonneln  der  E:q»oDent  ein  Brach  ist.  '  Hier  lassen  sich 
oon  zwar  die  Rechnuof^n  mit  dem  allgemeineren  Zeichen  t  ä  —  1 
fortfuhren;  da  indessen  die  Forniehi  llX)  und  X)  des  vf^rii^en  §. 
aligeniein  für  jf^d^n  Worth  von  k  gelten,  so  kann  man  der  weit- 
läufigeren Uechnung  durch  den  Gebrauch  des  liuaginSren  über- 
iH»beii  sein.  Hierbei  darf  man  aber  die  daselbst  gestellte  Bemer- 
kuiii;  nicht  filiersehen,  dass,  wenn  für  dieselbe  Form  zwei 
Eotwickelungen  P-|-tQ  undP^  +  ZQ'  gefunden  worden  sind,  P—P* 
nnd  Q  ~  (}'  sein  niuss.  Diesor  Scliluss  ist  nnfrhibar,  und  mit  ihm 
gleichbedeutend  ist  das  Eiiminationsvorfahren  durch  eine  zweite 
Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  i  negativ  nimmt;  aber  man 
liat  hier  oft  ein  Etiminationsverfiihren  in  Anwendung  gebraclit,  das 
zT«ar  beim  ersten  Anblick  tadellos  erscheint,  aber  demungeachtet 
«ich  als  ein  sehr  gefahrvolles  erweist. 

Aus  XIII)  ISsst  sich  an!  eine  leichte  Weise  folgern,  dass 
cos  -a+isiD-a=t,(cosa-|->sina)<» 


« 


=  (cosa  -|-  tsin  a)" 


sein  muss.  Da  riber  dieser  .Ausdruck  weisen  der  Vieldeutigkeit 
der  zu  cos- er  und  siua  gehörii^en  Bögen  ein  vieldeutiger  ist,  so 
pflegt  man  gewöhnlich  die  Vieldeutigkeit  durch  Hinzufdgung  des 


m 


Factors  l'^zu  erklären,  ohne  weitere  Rucksicht  darauf  zu  nehmen» 
dass  es  doch  eines  Beweises  bedürfte,  dass  die  Vieldeutigkeit 

m 

jenes  Ausdrucks  durch  den  Factor  1"  wirklich  dargestellt  werde. 
Doch  wenn  wir  auch  hiervon  absehen,  so  schloss  man  ferner  auf 
die  Gleichung 

M 

COS  — a     tsm  -«=  (cosa— tsina) 

9t  fl 

von  jener  ersten  dadurcTi ,  dass  man  a  m^ativ  nahm  und  meinte 
dann  weiter  die  Gleichungen 

tu  M ' 

9  cos  --a= (cos  ü  4- 1  sin  n)"  -|-      a^^tsin  a)"  =  e, 

n 

m  fli 

2i  sin  —  ö  =  (cos  a  +  /  sin  a)"  —  (cos  u  —  t  sin  «)  "  =  m  —  ü 

begründet  zu  haben.    Aber  auf  solche  Art  ist  das  Imairinare  nur 

bei  Bögen  des  ersten  Quadranten  eliminirt;   man  muss  bei  grös- 

m 

««Ten  ßwgenwerthen  die  conjuglrten  Formeln  (cosa-f  tsina)"  und 


m 


(cosa — i  sin  ff)"  nicht  dadurcli  aus  einander  herleiten,  dass  man  a 
i^egativ  nimmt,  sondern  man  muss  i  negativ  werden  lassen,  damit 
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auch  das  i  in  dem  Factor  1"  ao  der  VerändeniQg  mit  Tbeil  nimmt. 
Dabei  wird  es  denn  freilich  oothweDdig,  dass  man  Torher  die 
Foimel  cos  a4:tsina  auf  BOgen  des  eisten  Quadranten  ndvcire. 

TU 

Statt  dessen  setzte  man  aber  immer  obiges  u-i-v  satt  2  cos  —  a 

und  r  statt 2t sin und  umgekehrt,  ohne  den  bestimmten  Aus- 
druck für  die  Vieldeutigkeit  jener  Formeln  in  Rechnung  zu  nph- 
men,  verlor  dadurch  auch  am  Ende  alie  Vieldeutigkeit  und  liutte 
Our  för  Bvgen  des  ersten  Qaadranten  giltige  ResnItaAe*  Aber« 
was  noch  schlimmer  war^  man  nahm  auf  etwaige  Factoien  =4 
die  ausser  dem  t  der  Moiyreschen  Formeln  in  die  Rechnung  sich 
einscMirhen ,  p^r  keine  I^ürksicht  und  eliminirte  daher  ganz  falsch, 
erhielt  folülirh  anrh  fal.si  he  Resultate  ,  und  während  nun  die  frü- 
heren Maiheniaitker  allen  Scharfsinn  aufboten ,  um  den  Irrthum  zu 
Anden,  so  haben  viele  Neuere  dagegen  die  Schuld  des  lirthumes 
dahin  geschoben,  wo  alles  weitere  firgründen  aufhören  musste, 
nämlirn  auf  die  Diverirenz  der  Reihen.  Darum  geben  sie  si«>h 
auch  nicht  die  Mühe  oachzuweiseo,  wie  die  Divergenz  derReiht  n 
Ur«»ache  zu  Fehlern  wird,  sondern  glauben  ^enug  zu  thun,  wenn 
sie  zeigen,  dass  man  bei  Vermeidung  divergirender  Reihen  nichts 
Falsches  y  wenn  auch  nicblB  AUgemeinea,  erhfilt* 


S.7. 

Aus  dem  im  vorigen  6.  Gesagten  eeht  zur  Genüge  hervor,  dass 
man  bei  der  Feststellung  uer  Moivrescoen  Formeln  für  gebrochene 
Exponenten  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  Anfangs  ganz  vermei« 
den  muss.  Es  sei  a  ein  (positiver  oder  negativer)  Bogen  des 
ersten  Quadranten  und  .r™cosö,  i/  —  sloa,  so  wird  j;  immer  ©ine 
positive  Zahl  sein.   Man  hat  dann 

*    m    m 

(cos        A-^i.Btn  a)  •  =  ,  y)« 

was  wir  mit  jR-f-SV k — 1  beaeichnen  können»  so  dass  R  und  S 
nur  noch  voi^  k,  nicht  aber  von  V^—l  abhängen.  Man  hat  also 


m 


(cosa+O-^l.sina)»  ==12-1- 

Ä 

Mao  setze  Rz^g  CO89  und  S=^q  sing»,  also  tggtszz-^,  so 
wird  g=:fR*^S^.  Daher 

(cosa  4- vX7.«faia)'>>'=  q  (cos  9  +        1.  ab  9), 
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und  folglich 

« 

oder  nach  {.  5: 
woraus  nmi  folgt: 

cos  ma  -f  Ak  +  ÄA«. . . .  =  ^  (cos  w^)  +      f  ^A'-^ . . .  ), 
sin  ma + -4'^ + JJ^^^ .... =9"(siii  n^-f-      + ^'Jk^. . .). 

Diese  GlelchuDgeo  sind  richtig  für  jedes  Ugi,  sie  siod  daher 
ftlle  Werthe  von  k  richÜg,  and  wenn  man  nan  A=zO  setzt,  so 


für  alle 
findet  man : 


coB  ma^f^  C08  n<p ,  sin  wo = ^  ein  wp. 


Vm  den  Werth  von  q~irW+^  für  k=0  zu  erhalten,  nral- 
tiplicire  man  die  Gleichung 


m 


(cosa-l-V^ifc— l.siQa)"=i{+  SVÜ^ 

mit 

(CO«  a 1^£^.sin  fl)^ =Ä— «  V^IZ-X 

so  erhSlt  man 

m 

(1— Asina«)"  =:jß*+iS»— iS*i&. 

Setzt  man  hier  A  —  O,  so  fol^t  y'*— 4- 1 ,  ^=1,  und 
folglich  cos7im~cosn9),  a'inma—ninfnp,  daher 

m 

fp~—<L 
^  n 

Nimmt  man  nun  dte  Werthe,  in  welche  die  Reihen  R  und  5 
für  k^O  eich  verwandeln,  so  erhält  man: 

XVII)  cos — a  =  cos c"  —  (  —  )  cosaS" sin 

V"^^^cosa«  sina*..., 
»in~«        I  cos sin  a »  ^— ^  cos  a«  sin 

.  /'w^'N       — — *  . 
+  ^^^^coso^  sioa»  

Dieses  gilt  jedoch  nur,  wenn  der  Bogen  a  im  ersten  Quadran- 
ten liegt«  wie  man  sich  auf  folgende  Weise  überseogen  kann.  Ans 
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den  Gleichungen  cosma  —  conncp  und  sin /na  — sin  »19  Hesse  sich 

allerdiugs  n(p=^jt^7t^ma  iul^eni,  wo  eioe  j^auze  positive  oder 

negative  Zahl  sein  Icann.  Dienen  gibe  "  ^ — ,  so  dann  also 
die  erste  der  obigen  Reihen      cos  "       ^""^  wäre.  Allein  dieselbe 

kann  nur  einen  von  den  in  cos  ^f"'"^^*'  enthaltenen  Werthen  vor- 

n 

stellen,  und  da  sie  für  a=0  den  Werth  1  hat>  so  muss  auch 
008%^ =i,  and  folglich  f»=:0  sein. 


n 

m 


Daher  giebt  jene  erste  Reihe  den  cos— wenn  a  spitx  Ist^ 

und  dann  kann  sie  nicht  zugleich  aar  DaTstellnng  von  cos  ~(2fMr-|>a>' 

dienen.  Auch  gilt  sie  nicKt  mehr  fEbr  solche  Wertlke  von  a,  fEfr 
welche  eosa  neeativ  ist,  weil  die  ganze  Rechnung  darauf  ruht, 
dass  Cosa  positiv  sei. 


§.  & 

Will  man  nun  iür  die  Vieldeutigkeit  der  Moivreschen  Formeln 
bei  gebrochenem  Exponenten  einen  Klaren  Ausdruck  erhalten ,  so 
wird  man  slmmtlicne  Wurzeln  auf  eine  primitive  norückführen 
müssen.  Es  sei  a:  die  absolute  Grösse  des  Cosinus  eines  Winkels 
A  und  i/  bedeute  den  (positiven  oder  nejrativen)  Sinus  desselben 
Winkels,  so  wollen  wir  die  Zurückfübrung  &ui  diejenige  Wurzel 

des  Binoms  onachen,  welche  durch 

+<(?).-=-'-(?). ''-V -■•••) 


m 


ausgedrückt  wird,  wenn  mau  für  die  gebrochenen  Potenzen  x^, 

,  u.  8.  w.  nur  ihre  absoluten  Werthe  nhnmt  Ist  a  der  (posi- 
tive oder  negative)'  spitze  Bogen,  der  zu  s  als  Cosinas  und  zu  ff 

aU  Sinus  gehört,  so  ist  diese  Wurzel  »ach  §.  7.  =  cos  —  a  ~f-  £»in  — 0. 
Femer  ist  Idar,  dass  für  jeden  Werth  von  b 

(cos  6  4- 1  sin  6)»  =  cos  —b  4- 1*  sin  —b, 

wenn  man  an  den  Ausdruck  zur  liinlsen  .nur  die  Forderung  stellt, 
dass  seine  nte  Potenz  =  (cos^H-t'^ia^)*  werden  soll.  Auch  föUt 
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alle  Vieldeutigkeit  diesM  Ausdruckes  hinweg,  ueno  man  nieht 
bloss  die  Wertlie  von  cos  b  und  sin  6  im  Auge  hat ,  wandern  den 
Werth  des  £ogens  b  selbst  als  oinen  T>e8timii|teo  voratUMtit. 
DeoD  daoQ  würde  zwar  die  mte  Potenz  von 

n       '  n 

immer  noch  dieselben  Werths  von  cos  b  und  eAub,  aber  verscbie- 
deoe  Werthe  von  6  liefero« 

Nim  hat  mao 

cos    +  a)  +  i  sin  (6  4-  a) = (cos  6  + 1  si  n  6)  (cos  a  -|- 1*  sin  a), 

uud  v\euQ  man  dieses  zur  Potenz  vom  Grade  —  erhebt: 

fl 


XVlIi)  (cos(64'0)-t-tstn(6'|-a)}" 

in  in  2 

= (cos— d  -f  t  siD        (cos  a -1-  isin  a) 

Ist  aber  hier  a  ein  spitzer  Bogen,  dessen  Cosinus  =ar  und 

dessen  Sinus  =zy  ist,  und  nimmt  man  6=2^9r,  sowurdxnSfisK-f  a 
doch  noch  a-  Cosinus  und  7/  als  Sinus  gehören»  and  wenn  man 
aUo  2fin-^a  mit  A  bezeichnet,  so  hat  man: 

XIX)  (cos^  +  <sloil)?==(cos^^+tsin2^)(af  +  ^)^^ 

So  Ist  der  Ausdruck  snr  Linken  in  XIX)  im  Aligemel* 

nen  v  verschiedener  Werthe  fähig,  so  fem  man  n?im- 
lieh  nur  die  Werthe  von  cos  .4  und  sin.^,  nicht  aber 
zugleicli  auch  den  von  A  berücksichtigt.  Geschieht  das 
letstere,  so  verschwindet  natürlich  auch  die  Vieldeu- 
tiglceity  and  man  müss  f(=0,  =]>  =3,  u.  s.  w.  nehmen^ 
je  nachdem  ^  im  4.0-flsten,  4.1-flsten,  4.2-|-lstcn9 
u.  8.  w.  Quadranten  liegt.  Diese'  Bemerkung  ist  für  den 
Gebrauch  der  Formel  XIX)  nicht  ol^ue  Wichtigkeit 

Da  a!)er  cos  ^       -f  t  sin  ^  ^^"^  die  n  Werthe  von  1"  vorstellt, 

n  n 

verwandelt  sich  der  Ausdruck  XIX)  in 

mm  M 

(cos  A  +  isin  A)^  ^  1"  (j?+y)» , 


■0  dass  die  Vieldeutigkeit  von  (cosi^  f  t8inil)*>dnrchdieiiWertbe 

m 

?0D  1»  wirklich  dargestellt  wird. 

Und  weil  (or-f  ty)"  =(cosa  +  isina)"  =  cos~a-|-tsin  ~^a,  «o 
veiwandeit  sich  XIX)  in 

Thtum  ^  a 
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.  .    .'^        2inuie-^mu  .  .  .  2mun4-ma 
(cosil  +  i«inil)»  ^co» — —  -l-t  wn  —  

ft  f» 

iia&s  also  die  aili;eineiiie  Giltigkeit  der  Moivreschen  Formeln, 
die  Manche  in  Zweifel  gezogen  haben,  für  diesen  Fall  gerecht^ 

fntigt  ist 

^iniuit  man  nun  hierin  A  oder  i  negativ,  80  erhält  npAn 

tu 

{coaA — tsia^)**  =cos—A  —  i  sin  —A, 
und  aw»  dieser  Gleichung  endlich  mit  der  vorigen : 


COS-A=  ;  3  , 

m  m 

.  f>f  ^.  (co^  A  4- i sin  A)"^  —  (cos^ — tsin^» 
sin— -4='  - 


und  auch  diese  1  ormein  lassen  sich  noch  rechtfertigen, 
wenn  man  nur   eine  solche  Verbindung  der  Wurzeln 
nimmt,  dass  das  Imaginäre  sich  beht  Sobald  man  aliO' 
mit  den  Ausdrücken 

m  m 

(cos^  4- zsb4)" +(cos^ — isin^)"      '  * 

2 


yp^  (<*>^  A-^i  stn  A)^  —  (cos  4  —  isinA)^ 

« 

e(i£  Bedingung  verbindet  oder  verbinden  mussj  das 9 
das  imaginäre  sieh  heben  solli  so  wird  man  auch  d'en 
ersten  =  cos  ma,  den  andern  =  sin  ma  zu  setzen  haben. 
Aber  man  darf  nieh  f  glauben^  dass  diese  B e dinguntj 
immer  mit  jenen  Ansdriicl:  e7i  zu  v  erbin  den  sei;  diesef- 
ben  sind  vielmehr  dieStelivertreter  noch  einer  anderen 
imaginären  Form,  und  wenn  uns  der  Verlauf  einer  Rech- 
nung auf  sie  binfflhrt,  so  müssen  wir  uns  hüthen,  die 
genannte  Bedingung  mit  ihnen  Voreilig  zu  Terbindeo. 
tn 

Nur  wenn     eine  ganze  Zahl, '  oder  wenn  bei  gebroche* 

'  '  ■  TU 
nem  Werths  Ton  —  der  Bogen  a  im  ersten  Quadranten 

liegt,  ist  der  erste  jener  Ausdrücke  allemal  unbedingt 
=  cos        der  andere  =  sin^a>  denn  dann  ist  mit  den 
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oben  genaDDten  Urwerth^u  von  {aosA-^isiaA)^  kein  Binde- 
rn 

rer  Werth  von  1*  zu  Terbinden  als  die  1. 

Die  GleichuDg  XIX)  gilt  aber  nur,  wenn  cosA  eine  positive 
Grusse  ist.  Ist  cos  A  negativ,  so  wird  A  im  3ten,  7ten,  Ilten» 
u.  s.  w,  positiven  odor  nei^ativen  Quadranten  liegen.  Man  nehme 
dann  in  aVIII)  b=(-2ii-\-  Dtt  und  »etze  {2(1^1)^^  a  —  A .  so  wird 
immer  cosyl=:  —  x  uucl  üin^l  —  —  y  sein,  und  man  erhält: 


m 


XX)  (coSi4  +  isin^)» 

-(cos       V       -f^sin      ^7  ) 

WO  nun  ft=0,  =1,  =%  u.  8.  zu  nahmen  ist,  je  nachdem  A  im 
4.0-1-3,  3.  12  +  3,  u.  s.  w.  QuadranttMi  liosjt.     Man  sieht 

also,  dass  weuu  die  ZurücklübruDg  auf  die  oben  bezeichnete  Ur- 

m 

Wurzel  von  (:r-f<;9)'*  gemacht  werden  soll,  die  Verschiedenheit 

*"  w(2u+l)js 
aller  nWerihe  von  (oos^+t's^^'>.^)**durchdenFactor€os  


n 

m 


^j-ßin^-^^^^i^=(— l)»  dargestellt  wird.  Auch  folgt  auf  gleiche 
Welse  wie  oben 

cos  —A  +  I  siD  —A = (cos  ^  + 1  sin  ^1)« , 
»  jt 

und  zugleich  erhellet  auch,  dass  die  Ausdrücke 

m  m 

(casA  -j-  i'sin       -j-icoBA — isin^)»  ^  |7?-^  ' 

und  (*^'^+*^'°-^)"  —  (cos^'-tsin  J)»  _    u»^  75 

nichts  anderes  als  cos     a  und  sin  —a  bedeuten,  wenn  noch  die 

n  n 

BediiiirnnGj  liinzuijedarht  wird,  dass  in  den  Wurzelverbindungen 
das  Imaginäre  sich  beben  soll.   Oboe  diese  Bedingung  aber  giebt 

es  jetzt  t  wo  cos^l  negativ  ist,  ausser  für  ganze  Werthe  von  — , 
keinen  Fall,  wo  man  jene  Ausdrücke  anbedingt  mit  cos     a  und 

TIt 

sin  — a  zu  vertauschen  sich  erlauben  durfte. 

n  ^ 

£f»  ist  jetzt  nur  noch  nütll!L^,  dass  ich  die  imaginäre  Bedeu- 

m  tn  m  m 

tung  der  Ausdrücke  \  t/"  -J-  \  V"  und  ^.  C7"  —  -Aj  F"  angebe.  Zu 

dem  Ende  bezeichne  man  (±1)*  duecb  17 -i  /r/  v,  so  hat  man 

2* 
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'  Wird  aber  der  Boirpn  A  nrirntiv  genommen,  so  wird  auch  y 
n^tiF,  und  es  venvandelt  sich  U  in  F.  Daher 

Daher 

i      +i     =(i2+t'«^)  cos^fl. 


m 


—  fW 

i  ü» ^  F»  =  (i?  +  i^)  sin-«. 
§.  9. 

Ueber  ile  Molvreschen  Formeln  mit  negativem  Exponenten 
ist  noT  w^ig  «tt  sagen  übrig.  Die  Betrachtung  lüsst  sich  auch 
hier  mit  der  allgemeineren  Grösse  V/fc— 1  statt  des  ?  I>eirinnen  nnd, 
maa  erhält  zuletzt  ähnliche  Resultate,  wie  bei  posiüvefi  Lxpooen- 
tea.   DeuD  wenn  zuerst  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat  man 

'   (cos  a  ^  Vit— '1 .  sId  g)^  

(eo8a+^  Ä— 1.  «>n«)~"=(cosa+V)Pi .  sina)'»(co8a-ViPl .  isina)" 

welches  sich  nach  {.  5.  in 

(cos  a  +  i  /£— 1 ,  sin  a)-* 

verwandeit,  worans  sich  alsbald  alles  Weitere  ergiebt. 

Ist  aber  der  Exponent  ein  Bnich=  — ,  so  hat  man 

  'fi» 

^  — ^     (cosa— ^Ä:— l.sinfl)» 

(cosa+VÄ— l.sio«)   m  ^ 

(1— Asina?)" 

Hier  lassen  wir  nun  den  Bogen  a  znerst  im  ersten  Quadranten 
liegen  und  losen  (eosa-^V^k^i.ma)   »auf  in 

Cosa    "■^^("'^J  "       sina», (/:—!)+.•.. 
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C08O     •  sin« 


+  ),  /    m\  — — 3  .....  I 

J+^— — )  Cosa    »      sin  a'.(Ä— J 


Nach  §.7.  lässt  sich  aher  (cosa — V jS; — i,ama)*^iQH—S^  ik— l 
Yerwandeio»  so  dass  mau  also 


jB'=  :5  ,  iS'=  


(l  —  Alsin  «2)  «  (l  —  Ar  sin  a^)  »• 

crhSlt  Daber  fttr  it=0 

li'=:J2=cos^=cos( — ?a), 
II  n 

= — 5 = — Sin  — o  =:  sin  (—  •^). 

Man  sieht  bienius,  dass  die  Reiben  in  XV)  für  jeden  Wertb 
Ton  m  ^elteo ,  wenn  der  positiTe  oder  negative  Bogen  a  nur  im 

«rsten  Onadranten  liegt.  ^ 

.  m 

Bei  (cos  A  -f  t  sin  A)    •  muss  man  ebenfalls  die  Rednction  auf 

•  —  — 

das  Binom  (x^it/)  «  machoTK  wo  s  die  alisolute  Grösse  von 
€os^  nud  ^-^sin^  ist.  Man  wird  da 

(cos^t  +  isin^)""  «  =(cos:i^ii^-isio:ii^)(a+ti^)  • 

weoB  GosA  positiv  ist,  und  ^ 

m 

(cosii+isin^)  " 

n.  n  • 

m  , 

wenn  cos^  negativ  ist,  erhalten.    Unter  »  ist  diejenige 

.  ^nrsel  zu  veräehen,  vrelche  durch 

berecbnet  ivitd«  indem  man  ^  x        o?    **      ,  n.  s.  iv.  nur  die 
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absoluten  Zahlenwerthe  setzt.    Hieraus  ist  aber  klar,  dass  die 


Ausdrücke  XIX)  uud  XX)  auch  für  negative  Werthe  voo  —  gelten. 


.5.  10. 

.  Zuletzt  will  ich  noch  die  Anw'endun^  der  bisherigen  Theorie 
an  einem  Beispiele  zeigen,  und  zu  dem  £iide  die  berficbfigf«  Reihe 

l7=coswa4-??i cos {n  —  2)04-1^2  co«(i* — 4)a.... 

wählen,  welche  Euler  ali<!  die  Enbvickclang  Ton  3" cos tf** gefunden 
hatte  und  die  nach  ihm  für  alle  Wertlie  von  7?  und  a  igelten  sollte. 
Aber  i^olsson  entdeckte  r)a(liher.  flas*^  diese  ileihe  für  ??  und 
ap—7t  nicht  mehr  richtig  sei,  und  seitdem  ist  sehr  viel  über  diese 
Sache  verhandelt  worden.  Mir  scheint  in  der  hier  gegebenen 
Theorie  die  allereinfachste  Auflosung  der  Verwickelung  zu  liegen. 

Es  sei  7t  überhaupt  ein  positiver  oder  negativer  Bruch  ^  und  zuerst 

Cosa  positiv.  Der  spitze  Hf^'j^enwerth  zu  cosa  sei  ip,  BO  vsi  all- 
gemein >  wenn  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet: 

9 

=  4  [cos     — 2i()2f*9r-i-lsin    - 2Ä)2/i«]  (cos  (JP  H-  ^ «in  <p)  * 
+  i  [cos        2Ä-)2;i»— i sin(^  — 2X:)2f4;r]  (cosy— isiny)  ? 


=i  (cos  -^jj- — 1-»  sin-'^Xcosgj+isin  99)  * 

+  i(cos-*-*  tsra— — )  (C0S9)  —  •sin^p)  »  • 

Hier  setzen  wir  zur  Abkürzung 

.  cos^?'-i:is.n-^=(^^,j. 


cos  9  J:  i  sin  9>  =  (  1; 


und  erhalten 


cos{|^2ifc)a=:  ÄP7~**  +  Ä'/y?"**. 
Dadurch  verwandelt  sich  die  R^he 
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Aber  maa  hat 

=  COS  9>  j  i  sin  9  -f*  cos  y  —  i  sin  9  —  2  cos  9 , 
und  eben  so 

ÜDsero  Reihe  wird  abo 

2pan  TL 
d.  h.  ü:=^eos       -  ,2«  (cos  9)«. 

Daher  ist  aUgemein 

XXI>  2fi  cos?^  (cos  9)9 

=K-"+(ä  -<r^>+(f). -(f-*>t.-  ^ 

•und  dabei  ist  cos  7:^  ~  rns  r? ,  und  man  miiss  nach  §.  8.  ft=:0,  '1. 
=2»  u.  s«  w.  setzen«  je  nachdem  a  im  Isten,  5ten,  9ten^  u.  s.  ^v. 

QaadttDteii  liegt  Ist  ^=1»  also  ^  eise  ganze  Zahl  n,  so  wird 
cos^^^ssl»  QDd  man  erh&lt  die  gemeine  Reihe 

2*  cos  41"= cos  na + cos  (n 2)  a ns  cos  (n 4)  a -|- .... , 

die  füc  positive  und  negative  ganze  n  allgemein  gilt 

bt  nun  zum  Zweiten  cos  a  negativ ,  so  wird  man  setsen  müssen . 


cos^— 2ife) 


=  4  Leos  (!~  — 2ife)  (2^t+l)  TS + i  «in  (|  -2A')(2<*+l)aJ  (cos9+win9)  1 

r 

+  i  [cos  (|  -  2k)  (2f*+l)Ä  -  i  sin    -iÄ)(lifi+l;ai  (co*9-isio9)  7 
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=  4 (cos + 1 sId  ) (cos 9  +;i siii (p) f 

•f  4(C0S        ^  ISIÜ        ^'  — )(C0S9  —  tS10  9>)9  » 

unter  93  immer  denjenigen  sjutzen  Hosen  verstanden,  der  zu  ro%a 
aU  blosser  Zahl  gehOrt  Dadurch  erhält  mau  auf  gleiche  Weiüo 
wie  vorhio: 

und  msD  mass  {^^=0»  =1»        u.  s.  w.  nehmen »  je  nachdem  a 

im  3teD,  Tten,  Ilten,  u.  s.  w.  Quadranten  liegt.  Unter  2  9  und  (cos  9)  9 
sind  immer  nur  absolute  Zahlen  seu  verstenen«  * 

Nehmen  wir  nun  hier  mit  Poi;b»son  — =3,  a=r9r,  so  ist  cos  a>  ' 

9 

=  1,  und  man  erhält,  weil  a=n  im  3teii  Quadranten  liegt  und 
folgUch  fi=0  ist: 

2^  CM  (j) .  1' = cos  (y)  (1+ (Üi + .  .  .  .) = CO.  (j)  (1 + \)\ 

welches  nun  nicht  mehr  unrichtlsr  ist. 

Wird  in  XXli)  ^=1  gcoomnieQ,  so  erhält  man  abermals  die 

iL 

gewShnliche  Reihe.  Denn  cos^f  wird  der  Grüsse  naeh  doch  immer« 

=1  cos  a9»  aber =4- Cosa 9  bei  geradem  und  =— cosa9  bei  unge- 
radem Ezpenenfen.  Dagegen  wird  cos ^(2f»-f  1)9^=^1  bei  uoge* 

9 

ndem  und  =s-f-I  bei  geradem  ^;    daher  der  Werth  von 

£  JL 
immer  "29onsa'?. 

Hätte  ich  aber  anfangs 

cos(^— 2i^)a=4  (cos  a-f  t'slna)! 

4- 1  (eosa-^  lsinii)9 

gesetzt  und  mit  diesem  Ausdrucke  die  Rechnung  gemacht ,  ohne 
mich  vveitex  um  die  Yieldeutiglceit  der  Wurzeln  zu  kümmern ,  so 
hätte  ich  ein  nur  för  Werthe  von  a  im  ersten  Quadranten  passen- 
des Resultat  erhalten»  eben  weil  jene  Voraussetzung  nur  für 

solche  Werthe  von  a  passt. 
Indessen  ist  die  Formel 
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2»  cos  Hfl  =.  cos  na  -f  »1  cos  (n— 2)  a  4-    eos  (it — 4)  a .  * . . 

anfangs ,  wenn  ich  nicht  iirej  auf  eiDen  andeM  Wege  gefmideii 
worden ,  bei  welchem  man  die  klare  Ueliersicht  üher  die  Recb- 
DUDg  verlor.  Mao  setzte 

tt  =  cos«  \  i  sin  ff, 
v=cosa  —  isina, 

so  dass  2co84i=«-|-e  wird.   Dadurch  erhielt  man 

2*  cos  11^=:  (m  +  p)»  =  tt»  +  WiM"-*  t?  -f-rijU^'e^-f . . . . , 

welches  sich,  weil  uo—i.\ai,\n 

2"  cos    = 4- «t«*"^  *  +  •  •  •  • 


verwandelt.  Weil  es  aber  eineilel  ist,  ob  man  u-^v  oder  f-f-M 
schreibt,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise 

2»  cos    =e» +ii£t^— • +ii^e«— * -|- . . , 

und  wenn  man  beide  lieiheo  für  2'*co8a"  addirt:  • 

i2-coso»= —  5  )+ita(  "5  )+.... 

Bis  hierher  ist  die  Rechnung  ohne  Tadel  und  der  Ausdruck 
für  jeden  Werth  von  n  und  a  richtig.   JNun  setzte  man  aber 

fcosr/  I  /sliirv)"  }  (cosa  —  /sin«)" 

— i —     ^  = COS  na, 

und  beging  hier  die  Unvorsichtigkeit*  Wenn  n  eine  ganze  positive 
oder  negative  Zahl  ist,  so  kann  man  nur  cos  na  statt  — ^ —  set- 

sen,  desgleichen  auch  nur,  w^nn  hei  gebrochenem  n  der  Bogen  a 
im  ersten  Quadranten  liegt  Aber  wenn  im  letzteren  Falle  a  den 
ersten  Quadranten  Überschreitet,  so  kann  man  noch  etwas  Anderen 

l^n  -i.  i^ii 

fiSr  — ^-^ —  setzen,  und  womit  will  man  denn  heweisen,  dass  gerade 

hier  in  — ^ —  das  ImagjnSre  hei  aller  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln 

sich  heben  müsse  8.).  Hiermit  aber  hat  der  Streit  alle  Bedeu- 
tung verloren  und  die  analytische  Allgemeinheit  der  Binomialreihe 

ist  auch  hier  gerechtfertigt. 

Doch  ich  fürchte,  dass  dieser  Aufs;itz  'ohon  7x1  lang  j^ewor- 
den  und  schlies'.e  für  dies  Mal  mit  folgenden  iieiiierkun£?eri.  Hat 
man  sich  denn  in  diesem  Streite  wirklich  gefragt,  >vas  man  unter 
dem  Ausdracke  2»co8a"hei  gebrcfchenen  Exponenten  denken  woUel 
Wollte  man  die  verschiedenen  Werthe  von  cos  bei  gehrodienem 
n  darstelien,  so  entsprach  die  Rechnung  ^der  Voraussetjning  nicht« 

P  ^ 
iSetzen  wir  ^  statt  n  und  bezeichnen  (±1)  9  durch  9} -|- tO-.  Seifer- 
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ner  tp  der.  zu  cm«  als  Zahl  g^öiige  apilze  Bogenwerth,  ao  iat 

u9       =  (i)  -f<  0)  (coa  tp    t  sin  (p)9      ,  uud  wir  baboa  2  9  (cos  a)  9^ 

{7\  +  lO-)  [  (cos  tp  -{■  t  ain  9)  »  +  (^^y^  (cos  9  +  1  sin  9)  *  +  ].  Neh- 
uieu  wir  aber  a  negativ  ^  so  wird  auch  siri  9  uegutiv  uud  man  findet 

2  9  (cos  ö)  8  =  (j^+t'^)  [  (cos9 — i  sin  9))  '  +  ^^^j  (cosqp— isiu9>)  «     -{• ..] 

und  wenn  man  nan  beide  Reiheo  addirt>  ao  erhfilt  maa«  da»  wegen 

des  apitzen  Werthes  von  ip,  (coa^-fisin  9)  '  —  (cos  9  —  isin  (p)  9  oichta 
anderea ala cos -Qp  sein  kann: 

r 

2» (coso)fl=(i|-|-i^)[co8|9  +  (0^  cos^l  -2)9+-..]* 

welches  ebea  nichts  weiter  aagt,  als 

P         r      p  JL 
29(cosa)9=2s  (17  4- i^) (coa 9) 

War  der  Sinn  der  oben  angegebene,  so  durfte  das 
Imaginäre  ans  der  Reiht»  rrifht  verschwinden. 

\VoUte  man  aber  die  Ausdrücke  in  XXI)  und  XXJl)  erhalten, 

p_ 

ao  hätte  man  bedenken  müssen ,  dass  in  (coa  a)  f  selbst  noch  das 
Imaginäre  ateckt,  das  man  aber  ganz  unberücksichtigt  liess  und 

somit  izp^t^n  den  Sinn  von  i  versti('.<?s  (§. S.u.  §.6.J,  das  man  ffilsch- 
lich  lür  eliiiiinirt  hielt.  Man  hätte  dann  statt  aer  eben  angeführ- 
ten GieichuHg 

IL  iL  ^     /p\  P_a 

2«  (cos  a) «  =  (i?4-»^)  [(cos 9+1  sin  gy) \- y^J^  (cüüqp  f  isiny)  2  -f- 

vielmehr 

29(i^  J-i^)  (cos9)fl 
=  (ij  +  i^)  [(cosgj-f-isinqp)? (cos 9 -|- 1 sin 9) 9  +....] 

aetaen  aoUen.  Wird  hier  i  negativ  genommen ,  ao  findet  aich 

2*  (ij— t'^)(cos9)f 

=  (if— i^) [(0089  —  8 8109)*? +  (-)  (C0S9— iain9)9  -f....J 
und  indem  man  nun  beide  Reihen  addirt,  erhält  man,  danach 

(*f  -f  i&)  (cos  9  +  i  si n  9)  «  4-  (1^  —  i^)  (cos  9  —  1  sin  9)  «  nichts  anders  als 

2coa^  iaty 
9 
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2»  ^(cosg>)4  =oo»^-|- (^)^  cos ^^---2^c>* • . 

welches  ilie  Ausdrücke  in  XXI)  und  XXII)  darstellt«  Subtrabirt 
man  dieselbeo  R«iheo,  &o  erhält  mau  noch 


XXIU)  2ff'&(oos9»)f 


•  •  •  ay 


wo  nun  -O-  -:sin— ^—   ouer=  sin —  — —  gesetzt  werden  muss. 

|e  nachdem  coaa  positiv  oder  oegativ  ist. 


Velber  eine  gewisse  Oattungr  you  Auf- 
Salben  für  Priiftansen. 

Ton  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Unter  den  mathematischen  Aufgaben ,  welche  sowohl  hier  als 

anderwärts  zum  Gehrauch  für  Schulen  vorgelegt  werden,  rermisse 
ich  eine  gewisse  Gattung,  die  mir  namentlich  zum  Behufe  von 
schriftlichen  Prflliingen  liesoudere  Vorzüge  zu  besitzen  scheint. 
Es  Ist  bekannt,  wie  wenig  solche  Aufgaben  dem  Zwecke  der  Prü- 
fungen entsprechen,  deren  Losung  einen  besonderen  Kunstgriff, 
einen  glücklichen  Einfall  erfordert,  bei  dessen  Aufsuchung  die 
Schüler  vielleicht  Stunden  zubrinjren  kiJnnen,  ohne  ihn  dennoch 
zu  finden.  So  darf  man  z.  B. ,  wenn  man  etwa  bei  einer  Abituri' 
enten- Prüfung  den  Ptolemäischen  Lehrsatz  zum  Beweisen  vor- 
legt, —  vorausgesetzt,  dass  dieser  im  Lanfe  des  Unterrichts  selbst 
nicht  vorgekommen  ist,  —  zuverlässig  erwarten,  dass  kaum  Einer 
auf  die  dazu  nöthige  Uülfslinie  verfallen  wird,  so  dass  mithin  allen 
denen  ,  welche  sieh  vergebens  darüber  abgemühet  haben  (und  dies« 
pflegen  gerade  die  besseren  zu  sein),  die  Gelegenheit,  den  wirk- 
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liehen  Bestond  ilirer  KenDtoisse  zu  zeigen,  abgeschnitten  ist. 

Von  der  anderen  Seite  können  aber  auch  diejenigen  Aufgaben  dem 
Zwecke  (lor  Prüfungen  nur  theilweise  genügen,  welche  im  Laufe 
des  LuterrichU  wirklich  vorgekommen  sio^;  denn  hier  wird  die 
LosuDg  ZU  sehr  Gedächtnisssaehe»  und  kaon  zu  keinem'  Uriheil 
über  die  gewonnenen  Fähigkeiten  des  Schfilers  fähren. 

Von  beiden  UebeUtfinden  frei  scheint  mir  diejenige  Gattung 
Ton  Aufgaben  zu  sein,  welche  ich  hiermit  in  Anregung  bringen 
will.  Das  Charakteristisrhe  dieser  Aufgaben  besteht  d,irin  ,  dass 
in  ihnen  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  als  veränderiich  ange- 
sehenen Grossen  aus  einer  dem  Schüler  bekannten  Sphäre  gege- 
ben, nnd  dabei  gefordert  wird,  während  die  eine  dieser  beiden 
Grossen  alle  Werthe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  durch 
läuft,  die  zugehörigen  VVorthe  der  andern  Gr'is«?e  anzugeben.  Die 
Lösung  dieser  Aufgaben  erfordert  keine  besondere  Eründungsgabe 
von  Seiten  des  Schülers,  und  dennoch  verlangt  sie  mehr  als  eine 
todte  Wiederholung  vorgetragener  Lehren ;  sie  eignet  sich  demnach 
in  gleichet  Weise  für  den  fähigen,  wie  für  den  schwachen  Schfl- 
1er,  und  liefert  deshalb  auch  den  besten  Massstab  zu  einer  ver^' 
gleichenden  Beurthoilung  beider.  !ch  will  einige  Aufgaben  her- 
setzen, die  sich  für  schriftliche  Ahlturienten- Prüfungen  eignen 
möchten ,  zu  welchem  Zwecke  ich  sie  theilweise  bereits  angewandt 
habe.  Daas  sie  nicht  zu  leicht  sind ,  darüber  glanbe  ich  die  Er* 
fiihrung  aller  denkenden  Lehrer  für  mich  za  nabeo.  Die  Zaiil 
derselben  wird  jeder  Lehrer  ohne  Mühe  vermehren  kOnnen. 

L  Anzugeben,  welche  Werthe  die  beiden  Wurseln 
der  Gleichung  :r^~7j:-|-/«~0  suxjcessiv  durchlaufen, 
wenn  man  m  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchlaufen 
lässt. 

2.  In  derselben  Crletchung  alle  (positiren  und  nega- 
tiven) Werthe  anzugeben,  welchem  durchlaufen 
darf,  damit  die  Wurzein  der  Gleichung  nicht  ima- 
ginär werden. 

Eine  dieser  beulen  Aufgaben  möchte  völlig  hinreichen ,  um 
sich  darüber  zu  versichern,  wie  ein  Schüler  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Gleichungen  verstand efi  hat.  Dasselbe  gilt  von  der  fol- 
genden dritten  Aufgabe  In  Bezug  auf  die  Begriffe  der  trigonome- 
^~   —  Functionen. 


S.  Anzugeben,  welche  Werthe  der  Winkel  tf>  in  der 
Formel  tang  i^l-|-sina  — cos«;  allmälig  durchläuft, 
wenn  man  a  allmälig  alle  Werthe  Toa  0^  bis  360^ 
durchlaufen  lässt. 
■  » 

4«  Anzugeben,  was  aus  den  übrigen  Bestandtheilen 
eines  Dreiecks  wird,  wenn  man  eine  Seite  und 

einen  ihr  anliegenden  Winkel  ungeändert  beibe- 
hält, aber  den  gegenüberlieirenden  Winkel  alle 
Werthe  durchlaufen  lässt,  deren  er  fähig  ist. 

Diese  Aufgabe,  der  sich  noch  viele  andere  zur  Seite  stellen 
lassen,  kann  sowohl  zu  geometrischer  als  zu  trigonometrischer 
Behandlung  vorgelegt  werden. 
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&  Atsiif«beD,  für  weldi«  Werth»  tod  x  der  Au«* 

druck  log         '™  brigg ii» clicu  Systeme  successiv 

die  Werthe  0,  1,  2,  3....bittd&,  sowU —1, 
bis  —00  annimmt. 

Aach  physikalicMsbe  Aufgaben  laMen  eich  eo  behandeln ,  s«  B. 

0.  Die  Lage  des  Spiegelbildes  vun  einem  gegebenen 
Objecte  io  einem  «phSriachen  Gonvexapiegel  an- 
anheben»  bei  allen  möglichen  Entfernungen  vom 
Spiegel»  die  das  Object  ancce^iy  annehmen 
kann. 

Ich  fuge  hinzu ,  daea  eich  diesen  Aufgaben ,  wenn  man  sie  In 
den  Unterricht  seihst  tiineinziehen  will^  bequem  die  Betrachtung 
Ton  Maximis  und  Minimis  anknüpfen  lasst,  und  darf  sie  acbliesa^ 
Uch  allen  Lehrern  aum  Veraache  empfehlen. 


IV. 

Soeliiiialiffe  Elnredeii  i^egeii  Herrn 
Doctor  ISclilSiiiilcb. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  BarfasB  zu  Weimar. 


In  dem  Anfratze,.  in  welchem  Ich  die  Mo i vre' sehen  Formeln 

festzustellen  bemflht  bin »  habe  ich  zwar  die  Eridfirung  abgegeben, 
dass  icli  den  Weg  der  Streitschriften  verlassen  und  dagegen  die 
nichtigsten  Momente  der  analytischen  Theorien  lieber  unabhängig 
^on  zufälligen  Einreden  anderer  in  einem  mehr  geordneten  Vor- 
trage erläutern  s  ollte  ;  aHein  die  beiden,  von  Herrn  l)r.  SchlSmilch 
§^en  mich  gerichteten  Aufsätze  in  Theil  V.  Heft  4.  dieses  Archive« 
«ind  durchaus  Ton  der  Art»  dass  ein  gänzlichetf  Schweigen  nicht  statt- 
ttoden  kann.  Denn  abgesehen  von  allen  Persönlichkeiten»  so  lassen  sich 
^  jenen  Aufsätzen  doch  einige  Bemerkangen  heffhoieo»  welche 
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fwr  die  BeleuclitiiTi?  der  Theorie  nicht  ohne  Wichtifrkeit  sind- 
Ich  habe  mich  über  Herro  Dr.  Schtümilchä  Einreden  in  der 
That  sehr  gefreut^  um  so  mehr,  als  im  Eingänge *UoÖuung  vor- 
haudeo  schien ,  das«  ein  Einverstündniss  bald  möglich  sein  werde ; 
als  ich  aber  diejeDigen  Ideea,  welche  die  Steele  der  ganzen 
Analysis  ausmacnen:  syntaktische  Bedeutungen  als  Hinterthü- 
ren,  Einheit  der  Formen  n!«  nnelückliche  Einhildungen  bezeich- 
net sah,  da  mus$te  ich  Uie  geiasste  Uoffoung  alsbaid  wieder 
aufgeben. 

Dass  ich  diesen  Streit  um  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienteo  un<f  die  divergirenden  Reihen  seibststäodig  und  im 
Interesse  der  ITI^enschaft  notemommen  habe  und  dabei  kein 
blinder  Nachbeter  bin,  Vie  mir  Herr  Dr.  Schlö milch  vorwirft, 
glaube  ich  genugsam  bewiesen  zu  haben.  Steht  denn  hier  Herr 
l)r,  Schlümiirri  ;tuf  seinen  Füssen?  Drtss  ich  bei  meinen 
Bestrebungen  nicliL  irren  könnte,  habe  icli  nie  liehauptet,  aber  ich 
kann  von  jedem  Anhänger  der  neueren  Theorie  dieselbe  Ruhe  und 
Wttrde  im  Vortrage  Terlangen,  die  der  verehrte  Herr  Heranseeber 
dieses  Archives  tür  meine  Ansichten  zur  Bedin^nng  macht.  I)ena- 
selben  gebührt  hier  in  der  Thnt  die  <irr»sste  Hocbarbtung  und  An- 
erkennun«^.  indem  er ,  Obsclion  geg*?'»^^ '»rtig  den  neueren  Ansichten 
sich  zuneigend,  dennoch  seinem  Archive  nicht  bloss  eine  einsei- 
tige und  eben  dessbalb  för  die  Wissenschaft  rerderbliche  Rich- 
tung geben  mae.  Daher  kann  ich  auch  nicht  glauben,  dass  er 
etwa  bloss  aus  dem  Grunde  der  Vertheidigung  der  älteren  Ansich- 
ten hinderlich  in  den  Wes  treten  ^verde,  weil  Herr  Or.  Schlo- 
milch  alle  Discussionen  hierüber  so  lange  zu  verschieben  bittet, 
bis  seine  kritischen  Werke  erschienen  sind  *).  Ich  bin  der  Mei- 
nung, dass  auch  ich  kritisire,  und  habe  eben  begonnen,  meine 
Ansichten  In'  diesem  Archive  zur  Beurtheilung  vorzulegen,  und 
wie  nun  ,  wenn  ich  meinen  Gegner  bäte,  alle  Discussionen,  ja  die 
Herausgabe  seiner  Werke  ,  so  lanüo  eiazusteileu ,  bis  meine  Erör- 
terungen vollständig  abgedruckt  bind. 

Doch  ich  will  nun  zur  2!»adie  konuuen. 


Für  dergleichen  mich  persönlich  betreffende  wohlmeinende  AeuMc- 
nuigen  meiner  gekehrten  Herrn  Mitarbeiter  bin  ich  denselben,  -ww  ri«Ji 
von  selbst  versteht,  jederzeit  zu  dem  grössten  Danke  verpflichtet,  und 
dieselben  müssen,  wmn  ich  nirbt  fjcmv/  die  menschliche  Natur  rerleug- 
nen  will,  natürlich  wohithuend  iur  mich  sein.  Aus  einem  in  meinem 
bner«tes  begründeten  eigentihnmliehon  Gefähl,  weichet  e«  mir  uberall 
und  jederzeit  wunschenswerth  macht,  so  wenig  als  nur  irgend  möglich 
von  mir  selbst  zu  rcdm  und  reden  zu  lassen,  habe  irb  dern^Ieichen  Stel- 
len bisher  in  den  Aufsiitzen  Jedoch  immer  gestrichen,  wenn  es  «ich 
irgend  thnn  llea«.  In  dero  Torliegenden  Falle  ging  dies  indes«,  ebne  den 
Sinn  nud  d^  ganzen  Zusammenhang  wesentlich  zn  beeinträchtigen, 
nicht  gut  au,  Mcshalb  die  obige  mich  pprsönlirb  betrcfTcnde  Stelle  bat 
«teh«n  bleiben  müssen.  Ich  habe  bei  der  Herausgabe  de«  Arcliiv« 
lediglieh  die  Abiidit,  der  Sache  cu  qntaen,  nnd  hin,  auch  ohne  daas 
es  öffentlich  ansgcsprochen  wird,  überzengt,  dass  alle  diejenigen,  welche 
es  mit  der  Sache  wahrhaft  wohl  meinen,  mir  ihre  Anerkennung  ffir 
Uneia  redl«d«  gemeintes  ältreben  nicht  ganz  ver«ag«n  weiden.  r 
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4 

$.  2. 

Herr  Dr.  Schluxuiit:ii  beMiricht  zuerät  meiueu  GegeuaufMaU 
XXV.  in  Theil  IV.  «jÜeMs  ArcnhresiiiidTecwifft  guu  undgai  mtm 

Aaliichten  (ich  bitte  die  Leser,  es  nicht  übel  tu  deuten,  wemM 
mancbmal  von  einer  fremden  Erfindung  als  von  der  meini^en  rede) 
über  die  Metliode  der  unl>estimmten  Coefliclenten.  Auch  ich  hal>e 
daniai»  eluiges  Unrecht  gehabt,  aber  nur  in  ho  fern,  alt»  ich  den 
Gegnero  viel  zu  viel  zugab.  Die  Aosicht,  dass  die  Form  der 
RcUie  Torher  noth  wendig  Wgrüodet  sein  mösse,  Ist  durchaus  ohne 
Grund,  die  frühere  Meinung,  das«^  es  sidl  TOD  /selbst  schon  her- 
ausstellen werde,  oh  die  Form  der  Reihe  passend  Shit  worden 
sei,  ist  schlechterdings  richtig,  und  nur  einisje  ühel  verstan«lone 
Beispiele,  welche  eigentlich  mit  der  Metiiode  der  unbestiiiuiiteo 
Coelocienten,  wie  dieselbe  gewöhnlich  anfgelasst  wird,  gar  iilchis 

femein  haben,  sind  die  Schuld  der  von  mir  hinzugefügten 
(eschränkuog.  Eine  gründliche  genetische  Erklärung  der  analyti- 
schen Pciljp,  welche  ich  in  einem  der  nächsten  Aufsätze  ver- 
suchen werde,  wird  hier  alle  Zweifel  lusen.  Eine  solche  ist 
meines  Wissens  noch  nie  gegeben  worden  und  die  iiiteren  Mathe- 
matiker haben  das  Richtige  oft  mehr  gefühlt,  als  klar  gedacht 
0aher  n'ihren  alier  auch  manche  bodenlose  Erklärungsversuche. 

Was  Herr  Dr.  Schlöniilcli  in  der  Theorie  der  utd>estlnim- 
teiJ  Coefficienten  cegen  mich  auszui^et/en  hat.  erklärt  er  zum 
Theii  seihst  für  blosse  Caprice,  theils  ist  ihm  die  Sache  noch 
nicht  Jdar^  oder  er  hat  meii\e  Worte  flbei  gedeutet.  Ich  fragte 
früher,  wo  wohl  der  Erklärungsgrund  hetzoDehmen  sei^  dass  m 
zwei  verschiedene  Functionen  dieselbe  in  allen  ihren  Theilen 
bestimmte  Reihe  gefunden  werden  könne.  Darauf  antwortet  mir 
Herr  Doctor  Scbiö milch,  es  sei  die  Heibe 

1—1+1—1+.... 

nicht  nur  die  Eotwickelung  von 

I  ^  —  1 '~~  3^  +  •+  •  •  •  •  , 

sondern  auch  von 
und  aUgemeiD  von 

l+3:+a:»+....  +  .T"-» 

fOr  XTsAi  und  danimiael  ja  1—1+1—1+»...  eti^  gan^  Unbe- 

bestimmtest:—.    Hier  Hesse  iir)s  auch  La  Gr ange  im  Stiche.  — ■ 

Ich  überlasse  es  nun  dem  Publikum,  zu  heurtheilen,  ob  dieses  auf 
meine  Erörteruni;  passt.  Die  Erklärung  von  La  Grange  ist  frei- 
lich nur  aus  der  Luft  gegriffen,  ich  aber  mache  die  ilinierthür 
auf  und  lUlchte  mich  zur  «nalytiflcheii  Bedeutung  der  Reihe. 
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Was  uns  Herr  J)r.  Sch  18 milch  hier  sagt,  ist  uns  längst  be* 
kannt,  abor  Avir  meinen  keine  diver^irende  Keihe.  die  wir  so  auf 
das  Papier  .schreiben  und  mit  eirjer  ij^ewisseii  Neil>.>?t^pfalliijkeit 
auneheu,  sondern  eine  Reihe  mit  ^»yutaktischer  Bedeutuu|£,  und 
wemi  nun  die  Reihe  1  —  1-f-l— syntaktische Bcdeo- 
tnng  TOD  1— .  hat,  so  ist  ihre  Summe  ^2  und 
keine  andere.  ]^1an  muss  es  Herrn  Dr  JS  <'li  l  Ti  m  i  I  rh  Dank  wis- 
sen, dass  er  diese  «Sache  schon  jetzt  angeregt  hat;  bei  meinen  nur 
langsam  vorwärts  schreitenden  Arbeiten  wäre  sie  viel  später  zur 
Sprache  gekommen.  Da  aber  hierdurch  eben  ein  grosses  Licht 
Uber  die  Frage  verbreitet  wird,  so  entschloss  ich  mich  vat  Her- 
aiugabe  dieses  Aufsatzes. 

Herr  Dr.  S ch  I  ö m ii ch  hätte  nur  etwas  weiter  gehen  sollen, 
um  die  grosse  8cliiinheit  in  der  allp^emeinen  Theorie  der  Reihen 
XU  begreifen,  gegen  die  er  mit  diesem  Argumente  zu  Felde  zieht. 
Er  wflrde  dano  gefttnden  haben,  dase  sie  kein  ieeres  Spiel  sei» 
sondern  weit  reichere  Fruchte  tragen  kOnne»  alsdie  Ri||hentheorle 
mit  der  gegenwärtigen  Besdiränkuog. 


S.Z. 

Um  dieses  durch  ein  Beispiel  zu  erlSutem  ttnd  um  zugleicli 
über  den  von  Herrn  Dr.  Sehl  um i Ich  angeregten  Zweifel  die 
gehurige  Reeliensrhaft  zu  ^eben,  wähle  ich  ein  Beispiel  aus  dem 
mathematischen  Lexieon  (Bd.  V.  Abth. I.Art.  Umformuag).  Daselbst 
wird  die  convergirende  Reihe 

so  umgeformt,  dass  sie  convergenter  wird.  Da 

U»  6.  W., 

SO  folgt  leicht 

1    _1  nb 
^•^nb    a    a(a -I-J16) 

1        nb  nb'(n  —  l)b 


a     a{a^ö)  a(a-{-0){a^nö) 

 1^        nb  nb»{n  —  1) b        nb .  {n  —  i)ö.(n  —  2)  6 

^"ä""a  (o  +  6)  +  a(o+  6)  {a-f2ö)  ^^(^^6)  (o+26)  (a+36) 

nb.(n — 1)6. ...26. 6  

Wild  mm  in  der  Reihe  S  statt  jedes  Gliedes  seine  Auflösung 
nach  diesem  Geseti  substitofart«  so  erlilllt  man  leicht 

a 
1 
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_  1  .   26.36   6.26.36 


u.  ä.  vv. 


olir 


+sö;t6)(^--^+^--^+^-'--) 

+  a  (a + 6)  (a  hF^6HST3S)  ( ^  - +  ^ — — > 

U«  8«  V9m 

Nacli  dem  binomischen  Lehrsätze  'mt  uun 

1-1  +  1-1  +  ...— If, 
1— 2  f3— 4+....=  », 


Daher 


l-.34-6-.iO+....=J, 
u.  ff.  w. 


a^*'a(a  +  6)^'*a(a  +  ^)(a+26) 

+ 16  •  fl  (fl  +  6)  (a  +  26)  (o +36)+ 

Was  nun  Herr  Dr.  Seh  10 milch  gec^en  diese  Rechnung  ein* 
weadeii  wird,  ist  leicht  zu  ctehen,  aber  aie  Richtigkeit  des  Jtesul- 
tntos-  Wik!  or  nirht  Ifiugncii  könuen.     Aber  eben  diese  Rieh* 

fi'^knit  des  lioMultates  liat  docli  nnhl  Goviclif  ^^cniisj,  um  nicht 
^iie  divergireuden  Keiheo  tür  puren  Unsinn  zu  erklüren. 

Die  Reihe  1  — 1+1  —  1  +  ....  hat  in  obij^er  Rechnung  aller- 
(VtncT^  l^eirie  bestimiiito  syntaktische  Bedeutunii  und  daher  auch 
keine  üestinHute  8unnno.  Ist  das  die  Meinung  des  Herrn  Doctor 
'S chlo milch»        nind  wir  alle  eini^  n^it  ihm.    Weil  aber  eben 

Ce  Reihe  keine  syntaktische  Bedeutung  hat,  so  lesrte  der  Urhe- 
dieser  Rechnung  eine  solche  hinein,  indem  er  ilir  die  Bedeu. 


Svoo-a:— a7*+a:'— a:'*+....  gab,  so  dass  1^1  +  1— ....=i 
.  Aber  eben  dadurch  gab  er  auch  allen  übrigen 

^U'llien  Ihre  syntaktischen  B  e d ♦»  utu n ijc n  nnd  Init  diesel- 
treu  bewahrt,   so  dass  die  t»;anze  Hechniinii;  ricJitiü  werden 
nusite.   Denn  indem  er  der  Reihe  1  — 1+1— -1  +  ....  die  Bedeu- 

Tbeil  III.  3 
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tunt^  von  x^a^-^-x^-^^a^-^  gab»  ging  er  eigentllclh  von  der  ape 
cielwo  Reihe 

»  1  I  _ 

ZU  der  allgemeineteo  ^ 

__     JF         J"*  X'^  Ct^ 

Ober,  deren  Summe  ganz  nach  demselben  Verfahren  so  gefunden 
wird: 

(1 — 2* + 3««— . . . 


+   ^   «MfröM  (1  — 3a:  +  6a:«—  lOr^ . . . .  ja:^ 

U.  8.  W», 

d.  h.  nämlich 

woraus  zugleich  hervorsteht,  dass  die  iimjjpformto  Reihe  selbst 
dann  noch  brauchbar  ist  ,  wenn  die  Urreihe  schon  divergirt.  Also 
dadurch,   dass  der  Urheber  dieser  Rechnung  1  — 1+1  —  = 

settte,  entstand  die  Nothwendigkeit  1— S-fd-i-^-f  — 1  ^3 

-|-6  — 10  +  .. ..  =  4  zu  Dehmen.  Dies  mag  sich  Herr  Dr.  Schlö» 
milch  überlea:cTi,  um  dir  ]Tintertkür  zu  begreifen»  welche  in  der 
syntaktischen  Bedeutung  lie^t. 

Aber  derselbe  wird  sagen,  ja  wenn  ich  nun  der  Reihe  1  —  1 
+  1  —  1  + . . . .  die  syntaktische  Bedeutung  von  1  —     +  ^  ^ — 
1  "4"  X 

=  Tx^-r— ä  gegeben  und  sie        genommen  hättet   Das  hätte 

ganz  frei  gestanden,  denn  dadurch  hätten  nwi  auch  die  übrigen 

Reihen  eine  ganz  andere  Bedeutung  erhaiten,  1 — 2-f  . . .. 

die  von  1  —  2.?ä  +  3j'— 4.r*-f-  ti.  s.  w. ,  indem  d?inn  ein  Auf- 
steigen von  der  besonderen  Reihe  jS  zu  der  aligemeineren 

'  —  j»"^!-  ■  AT" 


statt  u:efunden  hätte.  Man  hätte  dann  ?war  eine  ijanz  andere  T'm- 
hildung  von  S  erhalten,  aber  dieselbe  muss  immer  noch  den 
Werth  von  iS  haben.    Die  Reihe  <S  kann  ein  specieller  Fall  von 
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UDzahlirTi  vielen  verschietlptien  Functionen  sein,  so  wie  auch  jede 
Zahl  in  uiKabiigen  Fuuctiunsfomieo  enthalten  sein  katin.  Alan 
begreift ^  wie  imendlieb  viel  ans  dleeer  Tbeerie  flieeeen  kann: 
Reihenumbildmigeo  der  TerschiedeneteB  Art«  bestuninto  Integrale 

Also  nicht  die  Conver^enz  entscheidet  üher  den  Werth  einer 
Reihe,  sondern  allgemeiner  die  syntnkfisclie  Bedeutuu^^,  und  wo 
man  diese  in  der  Gewalt  hat»  ist  Jene  ein  unnützer  Zusatz.  Keine 
spedetle  Reibe  hat  aber  ao  sich  eine  syntaktische  Hedentung» 
luag  sie  tarn  con-  oder  divergiren,  sondern  diese  Bedeutung 
erh.'ilt  s\r  erst  'fhircli  eine  gewisse  Xothwendigkeit  der  f?pch- 
nung  oder  sie  wird,  wie  iiti  vorigen  lUispiele,  wilikühriich 
hioeingetrageo.   Die  convergirende  specieUe  iieihe 

kann  ein  specieller  Fall  von 
oder  von 

cos  ^»  2  cos  3^7 -|- 1  cos  &r . . . . 

und  von  nnz?ihligen  anderen  Reihen  sein,  ohschon  sie  immer  nur 

der  besimmten  Zahl  ^  gleich  ist. 

Hiermit  darf  man  aher  die  Falle  nicht  verwechseln,  wo,  wie 
manchmal  geschieht,  der  Werth  einer  Reihe  in  derselben 
syntaktischen  Bedeutuu«;  zweifelhaft  wird.  Die  Jtech- 
Dung  mit  solchen  Reihen  wird  dann  nur  einseitige  liesultate  lie- 
fern, wenn  sie  nicht  mit  Rücksicht  auf  den  Complex  aller  Werthe 
Mfiihrt  wird ,  wie  icli  dies  tieteitB  schon  nacfagevriesen  bal>e.  Doch 
rar  diesmal  genug  iüervon. 


s-  *• 

Selbst  die  einfachsten  analytischen  Theorien  kunnen  gefähr- 
lich werden^  wenn  man  nicht  die  gehörige  Vorsicht  gebraucht. 
Ich  übergehe  d:is  ,  was  Herr  Dr.  Sch I  öm i I ch  in  seiner  ersten 
ftesenschrift  (Tlii.  V.  jNr.  XXX.)  weiter  vorträgt,  weil  man  dem  ver- 
ehrten Herrn  Herausgeber  unmöglich  zumuthen  kaon^  den  Raum 
idt  nutzlosem  GezSnk  zu  verschwenden.  Ich  unterlasse  es  aucii, 
den  Vorschlag  näher  zu  prüfen,  wornach  Herr  Dr.  Schh'imilcll 
für  diveri^irende  Reihen  nicht  das  Gleichheitszeichen  gebrauchen, 
sondern  dnfür  liefier  das  astronomische  Zeichen  des  niederstei- 
geoden  Knotens  sclireibea  will.  Er  erkennt  damit  doch  wenig- 
itens  eine  Beziehung  zwischen-  Urform  und  Reihe  an,  wenn 
gleich  die  Art,  wie  er  die  Beziehung  aufzufassen  scheint,  die 
Verbindung  aller  möglichen  Reihen  mit  jeder  beliebigen  Grösse 
gestattet.  Aber  einen  Punkt  kann  ich  nicht  uiit  Stil Isch weissen 
übergehen,  die  Philosophie  näiulich,  mit  weicher  Herr  Dr.  Schlö- 

—2  jf-,  und  insbesondere  auch  för 

]  f^nesk  reellen  Werth  erzwingen  will. 

3* 
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Da«  aJlgemeioe  Integral Jfia:),dA  Ui  diejenige  FuncUoo  F{jc 
von  ap  9  deren  Differential  wird ;    das  bestiminte^  Integra 

j'j{x).dx  i«t  dann  =F(6)  — F(«). 

j  ^    för  einen  arith 

nietischen  Unsinn  erlciärt,  ifeil  es  den  Loirarithmen  einer  negaii* 

I — -^i=i 

1  2;i'  + 1 

hiN      -X  deFi  Worth         +        (~  ^)  Hier  lehrt  mich  nun 

Herr  Dortor  S  ( Ii !  ö  m  i  I  ( Ii  den  imaginären  t<ogarithiueii  reell  zu 
machen;    es  «ei  uamlich  lüg( — l)  =  4log(— 1)'^— ilogl:=:0,  und 

- -  ^   ..  .   Dieses  ist  ein  wahres  Universalmittel»  da» 

UnmöcHchonioglielizuniat  lien.  Ich  weiss  nun,  dassdie\N  urzel  — -t 
der  Ciiei(  hiiiig  .r^ — ^2^-f^2=^^  "i^^l^t  imaginär  ist,  denn  ich  habe  f — 1 

Herr  Doctor  Schlomiich  giebt  sich  viel  Muhe,  von  seinem  i 
kritisrli  -  pliünsnpbisf'hfMi  Standpunkte  aus  das  Imaginäre  in  x)bigen 
r  rmeln  weg  zu  disputiren  n?id  lindet  den  (iiund  aller  unserer  Ir- 
ruugen  in  der  un  gl  ück  1  i  <  h  en  Idee  von  der  Einheit  der 
Form.  Wir  haben  diese  Idee  für  eine  nothwendige  in  der  mathe- 
matiscJien  Analysis  gehalten ,  ohne  irelche  letztere  gar  nIcAt  deoir- 
bar  ist.  Wir  haben  geglaubt»  dass  dieser  Idee  alle  allgemeinere! 
Algorithmen  ihre  Entstehung  verdanken  ,  dass  ans  ihr  die  Lehre 
von  den  entgegengesetzten  Grossen  hervorging,  dass  in  ihr  die 
!TM;ti;if«.'froT)  <^r«"<sen  ihren  Grund  haben  ;  nun  aber  nni^sen  «ir 
diose  l^iebliriiisidee  aufgeben  und  auf  die  kritischen  Werke  des 
Herrn  Dr.  Stbir>m i I cli  warten! 

Wissen  Sie,  Herr  Doctor  Schlomiich,  dass  nimmermehr  OH» 
bedingt  log (— /r) ^  Mos: ( — a)^  ist,  sondern  es  entbSit  Iog(— a)  niff 
den  einen  imaffinSren  Werth  von  log( — a)^,  M^it  dessen  Sie  ncn 
den  reellen  n<%nien,  wie  es  eben  Ihre  Kritik  erfordert.  Dadun  h 
erzw  ingen  Sie  eine  Foimel,  deren  klares  AVrstandniss  Sie  xngieich 
verlieren.  Die  Analysis  fragt  nichts  nach  Ihrer  Formel 


/U) .  dir = d  [/(«)  +/{« + d>  +f(fl+3ä) + ..+f{tt  -W«-  i)ä)] 

,  b—a 

'=-ir 


und  eft  ist  dieselbe  nicht  einerlei  mit  obigem  F(6)-^F(a),  nUM 

einnial  in  alleu  Fällen^  %vo  das  allgemeine  Integral  //(u;).(/;r  itt* 

mer  reell  ist.   Eis  sei  ij  -^^^J^jä       Welchnng  einer  Curve  w'^ 
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rechtnioklicheD  Coordioaten ,  int  das  Differential  der  Fläche  äs  = 
fä^=  T- — -cj,  al8o«=- — - -f  Coost.  Dieses  giebt  van  «^0  bis 

x=2a  den  Werth  ^^'^>^^Dd  obige  ^äbeniogsformel  *)  auf  das 

üoendliche  führt. 

Doch  ich  enthalte  inlrh  jetzt  de?»  Weiteren  und  IjcuhtIvP  rmr 
noch,  dass  die  Analyi^is  nicht  bald  l — r  bald  ^ — l  ina(  lieti  darf, 
um  einen  Logarithmus^  der  sich  unter  der  Rechnung  als  unmög- 
lich etgiebt,  reell  zu  machen.  Auch  darf  sie  nicht  statt  einer 
Forai  A  eine  andere  ü  setzen,  die  mehrdeutig  ist  als  A,  und  sieb 
dann  ans  B  einen  Werth  nacli  Gefallen  auslesenr 


§.  5. 

Doch  dieser  Streit  bezo«^  sich  zunächst  nur  auf  die  Art, 
nach  welcher  Herr  Dr.  Schlumilch  die   Integration  durch 

3  5=0  verglich.   Nach  seiner 

Art,  die  Sache  zu  betrachten,  uiel»f  lun  fi  die  divergirende  Reihe 
noch  das  richtise  Resultat,  ueil  <  Im n  I  12  (—1)^0  ist.  Mit  sol- 
cher Kritik  wiii  man  uns  also  den  debrauiii  der  divergireudeii 
Reihen  nehmen  I  will  man  uns  nothigen ,  bogenlange  Recnnunsen 
IQ  lesen»  die  wir  mit  ein  Paar  Zeilen  ahinachen  können.  Die 
Wissenschaft  rnacf  auf  der  Huth  sein,  dass  sie  die  Uebersicht 
über  sich  nirht  vrrliereu  lä.<^t.  Will  man  eine  Theorie  \\ ifl^'rlegeii, 
so  reicht  es  nicht  hin,  Exempel  auf  Exeiupel  zu  häuten,  die 
man  nach  Principien  erklären  wiilj  welche  die  Theorie  selbst 
Als  falsch  surfickweist.  Herr  Dr.  SchlOmilch  wird  dann  auch 
einsehen,  dass  eine  Summe  unendlich'  vieler  Glieder  und  eine 
Entwickefnng  im  Allgemeinen  sehr  versf  hiedene  Dinge  sind  und 
dann  die  Kraftlosigkeit  vitU  r  "deiner  Waffen  von  selbst  fühlen,  mit 
denen  er  die  Theorie  bekämpten  will.  £r  wird  dann  vielleicht  auch 
meinen  Satz  von  der  Convergenz  der  entwickelten  Reihe,  d.  h. 
ilwer,  welche  ich  als  die  Entwickelnng  einer  Function  kenne,  dann 

*)  Ilicr  iiiu«ä  ich  mir,  wcd»  attdi  gegen  mein  Must  stets  befolge 
ttH  Princip,  dorh  t'inmal  «in«  Bemerkung  «u  marhen  «M  lrtnlH*?! ,  da 
nach  meiner  Ansicht  die  obi^e^  für  die  ganze  Analjtfis  höchül  wichtige 
Femiel  (oder  vielmehr  Gleichung)  dnrcnau«  keine  UoMe  Nihernngt- 
formet,  sondern  vielmehr  eine  gan«  genane,  in  völliger  Strenge  gcl- 
tcDde  Gleichung  ist,  wenn  man  nur,  wie  es  eine  strenge  Behandlung 

der  Analyei«  erfordert,  das  bestimnite  lntegt9\ /(x^dx  alsdie  Gränae 

betrachtet,  welcher  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
xeichens  sich  nähert,  wenn  n  in's  Unrruflirlic  Avnchst,  also  d  in's  Uncnd- 
tiche  abnimmt.  Ich  mache  diese  Bcmerkiiiig  hier  nanieutlich  und  eigcnt- 
ReH  Kunächst  bloss  deshalb,  weil  leh mir vorgctiommen habe,  den  wich- 
tigen Gebrsiudi  der  obigen  Gleichung  hei  verschiedenen  Untersuchungen. 
■Wfnn  dieselben  mit  völliger  Strenge  geführt  werden  Nollen,  in  einigen 
itleiuen  gelegentlichen  Aufsätzen  unter  den  Miscellen  nachzuweisen. 
31.  a.  fibi-igens  auch  mefate  Abhaadlnng  ThK  II.  Nr.  XXV.  S.  27& 

G. 
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mcbt  so  sinnlos  fiTtffrr».  —  Die  Reihe  convertrirt.  ^venl^  ihre  Summe,  im 
arithiiHitischeri  \erf»tande,  clei!i  ^N^^rtht*  dtM  Kufiction-.  >voraus  sie 
eutuickelt  wurde,  sich  mehr  und  melir  uiiliert,  je  mehr  mai»  (iiie- 
der  oimmt.  Fassen  irir  das  in  der  Totalität  zusammeo,  so  lasst 
Mck  jsaeeii:  die  Reibe  coovergirt,  wenn  die  Smunie  Ihrer  nieiidj 
Uefa  Tleleo  Glieder  dem  Wertbe  der  FnncfioD,  worans  sie  entvi^ckeM 
wurde ,  gleich  ist.  Dieses  findet  immer  dann  statt,  wean  die  Gfiej 
der  der  Reihe  Iiis  zum  Verschwinden  klein  werden,  wie  Herr 
Düctor  ScMnniilch  nn  dem  bestimmton  Integrale,  das  er  zum 
Gegenfieueis  anführen  will,  beispielsweise  hatte  sehen  können. 
Und  der  Satz  scheint  so  lange  zu  bestehen,  als  man  nicht  verhio- 
dern  kann ,  dass  eine  Function  in  gewissen  Fällen  unendlich  werde. 

Doch  es  ist  nicht  abzusehen  y  wozu  die  iSngere  UoterrediiBg 
fuhren  krmnte.  Denn  was  sollen  wir  sagen ,  wenn  uns  ein  Mathe- 
matiker eine  philosophisch-kritische  Bearbeitung;  der  Aualj^'sis  Ter* 
spricht,  und  im  Voraus  })emerkt,  dass  das  Unendlirhe  eine  Auf- 
lösung der  Gleichung  =/*(?» -f-M)  seit   Oder  wenn  er  tu» 

£e  Reellität  tob    /     ^      ^  dadorclt  besreiflich  machen  will, 

dass  logarithmische  Integrale  durch  den  \\ertb   einer  gewissen 
Constante  imaginär  werden,  ohschou  sie  reell  sind.    Hier  müssen, 
wir  jedesfalls  die  nSheren  Erläuterungen  erwarten ,  die  uns  Heirl 
Dr.  8 ch  15 milch  TOtf  seinem  hritisch-philosophisehen  Standpunkte 
aus  geben  will;  einstweilen  wollen  wir  uns  nur  yorliehalten»  die 
Dinge  nach  unserer  Weise  betrachten  au  dürfen. 


V. 

Vebei*  das  Integral      e-^  sia"»a;  dx. 

Von  dem 

lierrn  Doctor  O«  Schlömilch, 

PrivaldoceDlcn  an  der  Vniverticit  xn  Jena. 


So  viel  man  sich  mit  dem  integrale 

»OD 
0 

und  den  daraus  entspringenden  analytischen  Betrachtungen 
schäftigt  hat,  so  wenig  AafinerksarnJceit  scheint  man  dm  aUg^ 
melnereu  Integrale 


f: 
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OD 

!-•*  Bhu^jedx  (1) 

0 


Sfesclioiikt  zu  haben,  uligleich  dasselbe  bei  versrliipffencr!  annivti 
«»cheii  üntersuehuHiieij  vorkommt.    Es  möge  daher  in  diesen  2ei- 
jeo  ein  kleiner  lieitrag  au  einer  Theorie  desselben  folgen,  der  sich 
indessen  auf  den  Füll  beschränkt ,  da«8  ni  eine  positive  ganze  Zahl 
>1  ist.  * 

Wendet  man  die  bekaDote  RedaktioDsfonnel 

auf  das  Integral  (1)  für  «ssio  »o?»  ess«-«*  an,  so  erh&lt  man 
ysin  '^aie-^dx=imi'^xj^er**dx^mj^n  ^^wtwxdx^J^^dx 

^^^mk*"xer-'^'{^^Jl\n^-^xewxe-^d^  (2) 

Benutzt  man  die  genannte  Heduktionsformel  noch  einmal  für 
das  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Integral » indem  qp^ 

if=8in  »~*4fcosdf,  e=s-<i» 

setzt,  so  ist 

^ysin      ;r  cos;r  er^  dxi^sXn  «-ij:  cos  *^ 

— [(m— l)siii«^»j?cos*:ir— «in'»x](ia: Jer-^dx; 
oder,  wenn  man  bemerkt,  dass  Gos*jr=:l — sin^j;  ist: 

sin  *«-  ^x cos X er-<*^ dxz:zmi  "^~^x  cos  xj^e~^ dx 

^-^y|(jifr— l)sin  msin  -x]ikrje-**dx 


= — —  sin  "»-^  awos  c-** 
a 


4  ^? — 1  flin  »»-*ar  c-»  da — /sin  «»a?  <laf. 
Substituiiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (2)»  so  wird 

/sin"«^e-«»ii:ar=— 1  sin  *jrc-«»  —  ^^sin«-«; 

.und  nenn  wir  hier  dais  Integral 


■^coso? 
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/■ 


Uab«kaiuite  anseben  uod  algebraisch  bestimmen,  so  erhal- 
fco  wir 


Diese  Rednlctioneformel  ßihrt  unser  Integral  auf  ein  anderes 

riiröck,  io  welchem  der  Exponent  von  smx  um  S!  erniedrigt  ist. 
Vehf^n  wir  zur  Gränze  für  wachsende  und  ebenso  zu  der  für  ab* 
nebmeiide  x  über,  so  ist  im  ersten  Falle 

*  •  r 

sobald  a  positiv  bleibt,  und  im  zweite«,  wegen  w>l, 

Lim  sio«»-ia?=0, 

folglich 

/**  sin  *^xer<^dx  =  ^1"^*"^  /**  '""^^ 
t/o  i^-i-m^Jo 

Mit  Hülfe  dieser  Keduktions formet  kann  man  för  jedes  ganse 

Kositive  m  den  Wertli  des  Integrales  auf  der  linken  Seite  fw^en. 
►urrh  mehrmalige  AijwfMidiinii  derselben  ergiebt  sich  oäiolicb^ 
ueuu  2p  eine  gerade  Zabi  bezeichnet > 


sin'»a?c-**iÄÄ'= 

0 


bt  nun  in  gerade,  so  kann  man  2p =m  nehmen^  wodurch  das 
letzte  Int^ral  in 

1 

ilbeigeht,  dessen  Werth  bekanntlich  -  ist.  Alan  bat  dann 

a 

w(w— 1)  (w— i)  (m-^)         ^  _> . J__  J_ 

oder 
• 
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ist  aber  m  ungerade,  no  kuiiti  miiii2p  =  m—i  nebmeo,  wodurch 
das  letzte  lotegral 


1 


/»OD 

%/  0 

wird.   Es  Ist  in  diesem  Falle 

0 

_  m  (w  —  1)  (in— 2)  (wi— 3)         3 . 2 


aHw*  *  0«+ (»1—2)2         oH3*  '  aHl^ 

oder 

Mail  kaiHi  die  Werthe  unseres  Integrales  aiicTt  noch  auf  einem 
gauz  anderen  Wege  tiodeu.  Man  hat  uäoilich  lür  jedes  geradem: 


( — l)^2«»-*8in  "*^r=WoC06ifiar— Uli  cwi(i«— 2).T+7n2Cos(i/i — 4)ar— • 

ffi    I  m 

+  (—1  y^"  .cos 2ar -|- (  —  1 ) -  iwi •  w , 


wobei  Tii^,  m^,  etc.  die  Binomialkoeftizienten  de«»  Exponenten  m 
bedenteo.  Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit 

und  integrirt  zwischen  den  Gränzen  a;=0>  j:==^qo  ,  so  ist 

'  t/  0 

=  /«o  /     COS  Jiu;  <r^  iLjc—iUi  t   .  cos  {m—l)x  e~*"  dx-^- .... 
t/  0    ^  t/  0 

und  wenn  man  den  Werth  jedes  integrales  nach  der  allgemeinen 
Formel 


^    CO«  6a*  dx 


/j     <» — tue  rl-tr  — 

bestimmt: 
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^  c?+^^""a2+(iA--2)a  +  c«  +  (m-4)*  >   (ö) 


m  j  m 


womit  der  Werth  des  Integrales  für  gerade  m  gefuDtleu  ist. 
Ffir  angerade  m  hat  man  bekanntlich 

m — 1 

+  (—1)  *  mi(m- 1}  sin  j;, 
mithin  diiich  Multiplikation  mit 

er^dx 

und  Integration  ansehen  den  Grflnzen  jB=dO» 

= Wo  /     sio  iiKCc-«*  dx^nii  i     sin  (m— 2)  j?e— cia:  +  

«/  O  */  0 

4(— l)"ä"mi(«_i)  y  sina?tf-«'ife; 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrationen  rechts  nach  der  allge- 
meinen Formel 

ausfahrt: 


(■ 

\^  •>n^ff  der  Werth  des  integrales  für  jedes  ungerade  m  gefun* 

den  i.Hf. 

•  m 

MultipUzirtmandieGleichung(3)mit(— 1)'^2->~S  ebenso  (4)  mit 
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$it  -  « 

(—1)  »  'i*»—  •  und  vergleicht  sie  darauf  mit  de»  Resultaten  unter 
(5)  und  (p  ) »  80  erhftit  man  folirende  zwei  rein  algebraische  Rela- 
tionen: für  jedes  gerade  mi 

(^1)"2"»M.2.3  ut 

a(a«+2*)  (oH4*)  («HÖ»)  («H««*) 

  ?/#0ß  W|C  Watt  ^  \  ^lyv 

a^+m*^'" aJ'i(m-2)*  +     +  (m— 4)^      ' ' '  *  ^ 

m_,  m 

wd  für  jedes  niigerade  mi 

(^l)-r-2"»-'>t.2>3,  III 

(oHl*)     f  3*)  («^5^)  («H«*) ' 

m-» 

+  «Hl* 


II. 

Wir  wollen  nah  noch  einige  Anwendungen  der  gefnndeueu  For- 
meln mittheilen. 

Hat  luan  Gleichuni^en  vo»  loluender  Form : 

qf(a)^Ao'irA^  sin  ^a:-^     sin  ^o;  -  j-  • « •  •> 
^a;)=s  Ai  sin  t-^-A^  sin  ^x^A^  sin^^-f-  •  • . . 


und  gelten  diesolhen  für  alle  Werthe  vrni  .r— 0  ftis  .7-  , 
80  kann  man  dies^dben  nnrli  mit  <r~**' m  u  I  i  i  p  l  i  z  i  r  e  n  u  n  d 
zwischen  den  Gränzen  a'=ü,  x=-<^  ititegrireu^  so  dasö  mau 
die  neue  Gleichung  erhalt: 

/OD 

e-^dx^A^  J     öip*jrc;~«^f/^4- J^/  sin^arc-^'/^a;-!-.... 

' )   LicKsen  «icli  die«c  beiden  Sfttxe  wohl  »ucli  auf  eloinentarem 
Weg«  bewei«eo? 


und 
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Hier  lassen  sich  die  Werthe  säiiinitlielior  Integrale  aui  der 
je(le8ni;ili«fen  reclitpii  Seite  mit  Hülfe  der  l'^ormelri  (3)  und  (4)  aii- 
Uebeu,  und  Menlurcli  ^elanijt  man  zur  Keniititi.s^  eine«  beätimiuteii 
intefi^rales* .  waww  man  die  Intennition  auf  der  linken  Seite  sonst 
nicht  %u  l>euerk«»telligen  weiiSSj  dagegen  zur  Kenntniss  einer  ßei- 
heosnimne,  wenn  man  auf  anderem  Wege  den  Werth  des  Integra- 
les links  in  sresch lossener  Form  angeben  kann.  Z.  B.  Aus  der 
för  jedes  beiiehige  x  und  gerade  m  geltenden  Gleichung 

tmmx^X^      sin  «x+ii!^g^V,„4^  , 

 1.2.3.4.5.6  + 

folgt  durch  Anwendung  des  obigen  Prinzips  der  Multiplikation  mit 
e-^dx  und  Integration  zn'ischen  den  Gränzen  ^i=0,  x=ae>: 


1.2.3.4  ^  o 

d.  i. 

ff         1    m«       1.2  •  1.2.3J^  

aH"t^  ~       1.^-2  '  a(«H2*^;       1.2.3.4  *  «(«^ -|. 22) (a«  +  4«)  ' 

oder  wenn  man  beide  Seiten  mit  a  multipÜzirt,  Ton  1  abzieht  und 
mit  diTidirt: 

t 


aH2^      (a*+2-*K«*+i*'^)  (aH2^)  (aH4'*H«''*+<>''0 

güJtig  tür  jedes  gerade  m>0. 

Wendet  man  das  nämliche  Verfuhren  auf  die  für  jedes  unge- 
rade m  geltende  Gleichung 

sin  lifo;  =  -g  »inx  "fT>  o         ^+  ^-^ — i-cr^Vs  ^ß^n     —  •••• 

1               l»Z,o  1.2.3.4.5 

an»  SO  erhält  man  ähnlich: 


für  jedes  ungerade  nt . 

*)  Könnte  man  dietc  Sätze  auch  algebraiscli  beweisen  ¥ 
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Aach  von  den  Foraielo  (7)  unil  <8)  lassen  sich  «IniM  bemer- 

kenisAverfhf»  AfH^eiMltinpen  machen.  Man  schreibe  nanilich  io  (7) 
.rlur  «,  iiinltipliziro  mit  shi-x  flv  und  integrire  z»vi>«rheu  den  Gren- 
zen ;r=0,  a:=co  ,      Ut,  1.2.3....m  kurz  mit  bexeichoet: 

noiaus  luao  unter  Auiveuduug  der  bekanoteD  Formel 
die  fUr  jed^  gerade  m  geltend«  Gieichmg  erhllt: 

mit  ^'^w^lüT  r""*"^"."'"  «^'f  Gleichuns  (8)  *  »r  «,  ntdHpHdrt 
=       »ioe-"C— 7w^e-(«~«)y+i/ijjc-("»-*))'  —  .... 


m-i 


1 

welche  Gieichung  da«  Correbt  zu  der  (l])teii  bildet 


r 
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VI. 

Uelicr  aas  von  Herrn  Clausen  auf 
8.299.  KheU  V.  Heft.  angegelbene 

Tlieoreiii. 

-  Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  SchlSmilch, 

PnTatdocCBten  an  der  VnWertlt&t  xn  Jena. 


Der  Satas«  dass  die  Somme  der  Reibe 

2+       2.3  2.3.4  • 

ist ,  je  nachdem  n  der  Form 

6r,  6p  +  1,  2,  3,  4,  5 

angehört,  ist  nur  ein  spezieller  Fall  eioes  bereits  bekannten  allge* 
meioeren  Theoreme«. 

Man  hat  nSmIich  für  jedes  ganze  positive  m 
Scosmx^CScos^)*"-. ^  (2com:)"»-^  |  (2 cos ^)'"-^ 

Daraus  folgt  für 

2cos-3^-l  j+— 5^72  J.2.3  • 

oder 
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1     h  - 


3  »1— 3,  (w— 4)(jiH-5) 
m  *""2~^  2:3  


Setzt  man  oocK  m^n-fd,  so  witd  cos  ^=ooe(^ -f-nc) 
cos  folglich 

(//-O)  (;t-.3)  , 

~^""1^T~0  OTT  + 

Tvoraus  man  sogleich  daM  0|atTsen\«?rhe  Theorem  erhSIt,  uerin 
maD  de;  Reihe  nach  it^6e,  6v^i,  %  3,  4,  5  nimmt,  vvorio  r  eine 
ganz«  positiTO  Zahl  bedeutet. 

£10  ganz  ähnliche«  Theorem  lässt  iüich  aus  der  Gleichung 


r 

=  (2co8«)"^»  —  g^(2cos;g)  ">-»-f  ^ T  ~  ^\2cos3:)"'-^~. 
ableiten.   Setzt  inan  bior  0=^  und  Jiisn^^,  00  wird 

810 


g    ...^1-«  ,  (>»-l)(«-2)_(n^2)(n-3)(yi-4)  . 
sioi«  1+  1.2 

Damus  ergiebt  sich«  dasa  die  Summe  der  Reihe 

^    V  1.1    17273  . 

=+1,  0,--l,  — 1,  0, +1 

Ist,  je  nachdem  n  unter  der  Form 

60,  60+1,  2,  3,  4,  5 

8teht,  worin  v  eine  ganze  po£>itiYe  Zahl  bedeutet. 
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TU. 

lieber  die  Cionstruetlon  der  HTormalenf 
Vanffenten  und  MrUminunsslianmies-  ' 

ser  an  solchen  Curven,  welche  durcli 
einen  Punkt  be§cliriebeii  werden,  der 
mit  zwei  andern  naeh  einem  gesehe- 
nen Oesetae  sich  hewe^enden  Punkten 

fest  yerbunden  ist. 

Von  den 

Herrn  Professor  Doctor  Stegmann  * 

an  der  Universität  zu  Marburg. 


In  dein  Jotirnal  L'lnstitut  fanden  sich  in  den  letzten  Num- 
mern des  vorigen  Jahrganges,  uändich  iN'r.  573  und  IVr.  574,  awei 
kurze  Berichte  über  eine  von  Herrn  Abel  Txanson  ersoDOene 
tirid  der  Societe  philomatique  zu  Paris  in  den  $iizuni;en  vom 
JiO.  November  und  14.  December  1844  vorgetragene  Methode  zur 
ßesfiTiiiinnii;  fler  Kniminnn^sfhilhmesser  bei  .««olrhen  Curven ,  %v<*l<-ho 
entstanden  .situi  ( oder  unbesehen  werden  können  als  entstanden) 
durch  lieweguni^  eines  Punkts ,  der  mit  zwei  andern  sich  au t  gege- 
benen Carven  betvegenden  Punkten  fix  verbunden  ist.  Diese, 
Methode  ist  nlclit  aliein  an  und  ffir  sich  so  sinnreich  und  ihre  * 
Anwendung  in  den  ueeigneten  Fallen  so  forderlich  und  die  andern 
bekan?iten  Mittel  übertreffend .  sondern  auch  ein  Paar  Lehrsätze, 
aut  ueiciie  sie  gestützt  ist,  sind  so  interessant,  dass  es  zu  bedau- 
ern sein  würde»  wenn  in  Deutschiana  die  Aufmerksamkeit  der 
Geometer  sich  nicht  darauf  hingerichtet  hiitte.  Zugleich  aber  sind 
die  Andeutungen,  welche  das  genannte  Journal  darüber  macht,  so 
Irarz  und  flle  Beweise  so  unterdrückt,  dass  man  nicht  leicht  auf 
den  ersten  ülick  das  Ganze  zu  durchschauen  vermag.  Aus  diesen 
Gründen  erscheint  vielleicht  die  Mittheilung  der  folgenden  Bear- 
beitung dieses  Gegenstandes  nicht  unnutz. 
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fi.  t. 

Wir  dehmen  an»  etn  System  von  Punkten»  welche  in  einer 
Ebene  liegen  und  elneunveräiidArüche  Lage  gegen  einander  behal- 
tn  sollen ,  also  sSmmtlich  als  Punkte  einer  ebenen  Figur  gedacht 
werden  kOnnen,  bowf'i'^o  sic  h  in  seitior  Eliene  iia<h  irgend  eiripni 
Ue^^'tze.  »Sind  dalH'i  di9  Linien  bekannt,  in  utdc-ben  zwei  der 
aasen oni in enon  INmktc  fortzurücken  genüthigt  ^ind  ,  k«>  werden  sich 
oieoliar  auch  alle  andern  Linien ,  die  vun  den  übrigen  Punkten 
Mirieben  werden,  vollkommen  bestimmen  lassen,  weil  jeder 
lAte  Punkt  des  Systems,  sobald  man  ihn  mit  den  beiden  zuerst 
inachten  Punkten  verbindet  >  in  jedem  Augenblicke  die  dritte 
fedte  eines  g<»gebenen  ,  nnvornnderlicheii  Triangels  bildet.  Wenn, 
Bin  eines  besonderen  Falls  zu  gedenken,  znei  von  den  rifu^enom- 
lueneii  Punkten  auf  paral  I  el  e  u  lieraden  loil  mtken  sollen  ,  was 
iregen  des  unveränderlichen  Abstands  jener  Punkte  nur  <^esclielieii 
kann,  in  so  fem  ihre  Bewegung  nach  einerlei  und  nicht  etwa  in 
entgegengesetzter  Richtung  vor  sich  geht,  so  wird  augenscheinlich 
jeder  anilere  Punkt  des  Systems  Bich  ebenfalls  in  einer  geraden 
und  mit  den  beiden  ersten  Geraden  parallelen  Linie  fortliewegen. 
Setzen  wir  diesen  besondern  Fall  ]edoch  bei  Seite,  eben  weW 
keine  einzige  Curve  dabei  in  lietracht  kommt,  s»»  sind  nur  drei 
F^le  möglich:  n;imlirli  entweder  bewegt  sich  kein  einziger  Punkt 
des  Systems  in  einer  (ileraden,  oder  nur  ein  Punkt,  oder  endlich 
es  bewegen  sich  zwei  Punkte  In  zwei  convergenten  Geraden  und 
alle  tibrigen  Punkte  In  krummen  Linien  (Vgl.  §.  10.  )• 


Man  kann  nun  für  jeden  Ausrenblick  der  Bewegung  (üc  Diffe 
ienzialien  der  von  den  einzelnen  Punkten  beü»(:briebenen  Curven 
ab  Elemente  toii  Kreisbogen  auflassen,  welche  sammtlich  von 
einem  und  demselben  Centrum  O  aus  beschrieben  werden,  also 
die  Bewegung  des  ganzen  Systems  als  eine  Summe 
unzäh  liger,  auf  einander  folgender,  unendlich  kleiner 
Kota  tr  onen  um  einen  successiv  fortrückenden  Mittel- 
i>unkt  (). 

Seien  nämlich  in  Taf.  I.  Fig.  L  die  Curven  Aa,  Bß  die  Wege, 
welche  von  den  zwei  Punkten  A  und  S  durchlaufen  werden,  wlih- 
read  das  von  den  vier  Punkten  A,  B,  €,  D  gebildete  System 
«ch  nach  einem  gegebenen  Gesetze  fortbe\vegt,  so  zwar,  dass 
wihtend  A  nach  A'  f/mruckt,  die  Punkte  B  y  C,  D  beziehun^s- 
w^eise  nach  B',  (■',  />'  ^r^hu^m  werden.    Wenn  nun  AO  um\  BO 
in  A  und  B  auf  den  (  urven  Aa  und  Bß  normal  stehen  und  wenn 
man  in  Gedanken  den  l»o£ren  AA'  in  den  Zustand  des  unendlichen 
At)Qehmens  versetzt,  so  wird  auch  BB'  unendlich  klein  werden, 
beide  Curvenelemente  AA'  und  BB'  kOnnen  sowohl  ails  Ele- 
neiite  der  Tangenten  AT  und  BT,  wie  auch  als  Elemente  von 
Kreisen  gedacht  weriU  n ,  deren  Mittelpunkte  in  der  Normale  AO 
W/u'llunf^<^veise  BO  liegen.    Aber  fredrcb ,  da  der  Punkt  B'  auf 
der  Curve  Bß  liegen  und  ausserdem  A*Ji*  eoostant  gleich  AB  sein 

Theil  m  '  * 
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soll,  80  ist  die  Lage  von  B*  bostimnit,^  sobald  AA*  als  indepen- 
dentes  DiffercTizial  an^enonmieii  ii-orden  ist,  und  es  stebt  daber  zu 

beweisen,  dass  sich  die  Difforen/Ialicn  B7i'  uiul  AA'  zu  enuiTiflor 
verbalteD  wie  die  Normaleo  OH  und  OA,  den»  v>enn  dies  tier 

Fall  ist,  so  sind  die  ttnendlieh  kleinen  Winkel  AOA'^jjj  und 
SB* 

BOB'=zj^  gleich  und  man  darf  sich  dann  ohne  Weiteres  Tor- 

stellen,  der  Winkel  AGB  habe  sich  um  seinen  Scheitel  O  so 
gedreht^  dass  er  in  die  Lage  A'OB'  gekommen  sei.  Zn  diesem 
2wecke  setze  ich 

W.  ATO  =  tty     AA'^h,  OT^m; 
\V.  JiTO=^ß,    BB'  =  k; 

so  verwandelt  sich  die  Gleichnog 

AT^^BT'^-'2AT,BT.co^A2B=^A 
=:  ^'    + B'  1^—24'  T,B'T.  cos  A  TB 

in  folgende : 

cos    -f  w»'  cos    — 2fii*  cos  «  cos  ß  coei  (a  -|-  jS) = 
(III  cos  «—  Ä)'  +  (m  cos  ß  +  ^)*— 2  (i»  cos  « —  A)  (m  cos        cos  (a+jS). 

Lnsst  man  aus  dieser  Gleichung  die  gleichen  Glieder  beider- 
.seits  und  die  Glieder  mit  den  zweiten  Dimensionen  der  verschwin- 
denden Grüssen  h  und  /.:  weg,  so  ergiebt  sich 

imhcwa — 2»iil;cosj3=:2m[Äcos^— Arcosff]cos(«-|-/9)^ 

also 

hlco»a — ^  cos /S  cos  (a  +  /3)J  =  ^[cos/i^cosacos(«-i-^  J 
oder»  nach  leichten  TransfoimafioneD» 

A .  sin  (a+ß  ain  1?= ^  •  sin  (« + A  «n  er , 

d.  h. 

it_sin/5  0£ 
%  ~  sin  «     OA  ' 

was  zu  beweisen  war. 

Es  bedarf  nun  ferner  nur  noch  der  Bpincrlciing ,  da8s  jeder 
andere  Punkt  C,  D  u.  s.  f.  des  ani^enommeueu  »Systems,  weil  er 
fest  und  unveränderlich  mit  den  Punkten  A  und  Ja  verbunden  ist, 
während  der  unendlich  geringen  Drehung,  durch  welche  das  Drei' 
eck  AGB  in  die  Lage  A'GB'  übergeht,  auch  gegen  die  Seiten 
OA  und  OB  dieses  Dreiecks  eine  unveränderliche  Xiage  behalten 
wird,  dass  also 

W.  AOC=^A'OC,  sowie  OC=Oa 
W.  AOD=A'OD',  OD==0D* 
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u.  s.  f.  sein  wird.  Und  hiermit  ist  der  am  Anfans^e  dieses  Para- 
graphen aufgestellte  Satz  gerechtfertigt ,  und  es  ersieht  sich  sa- 
ffleich,  dass  die  von  O  aus  gezogenen  Radien- Vectoien  OC, 
vD  u.  s.  f.  auf  den  von  C>  D  u.  s.  f.  beachriebeoen  Corven  nor- 
mal stehen  müstfen. 


j.  3. 

Die  mit  den  Halbmessern  OA.  OB..,,  beschriebeneD  IMi«-  | 
hocken  stehen  mit  den  ron  den  Punkten  A,  B,,..  ?)pi  (Ter  fonti-  ' 
nuirlichen  ßewegiins:  des  Systems  wirklich  durchlauf cru  n  Curven 
im  Allgemeinen  nur  in  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung,  and 
der  Punkt  O  ist  i^eiDeswegs  der  Rrfimmungsmittelpunkt  fSr  diese 
Conren,  wie  am  Deutlichsten  vielleicht  aus  der  Bemerkung  her- 
vorgeht, dass  die  eine  oder  andere  dieser  (^urven ,  u  re  Bß;  ihre 
convexe  Seite  c^e2;en  O  hinwenden  kann,  also  ihren  fCriimmungs- 
nnttelpunlvt  aul*  der  Verlhniierun«;  von  OB  iil»er  B  hirinns  haben 
niuss.  Forifcht  laan  nach  der  Grösse  der  einzelnen  Krüinniungs- 
halbmesser,  v.  B.  fBr  deu  Punkt  A,  so  mfisste  man  sich  in  A' 
ebenfalls  eine  Normale  auf  die  Curve  errichtet  denken  und  den 
f^nnkt  zu  bestiniiupti  snfhen,  Avelcheni  sich  der  Durcbsf  }initts|Minkt 
dieser  Normale  nut  der  vorhergehenden  AO  bei  dem  unendlicheu 
Abnehmen  von  AA'  ohne  Ende  nähert  Errichtet  man  ebenso  in 
B*  eine  Normale  auf  die  Cnrve  Bß ,  so  wird  diese  mit  der  ebeu 
gedachten  in  A'  auf  die  Curve  Au  errichteten  Normale  sich  in 
einem  Punkte  O'  durchscli neiden,  und  es  würden  al.'^o  die  Conver- 
pnzpunkte  von  AO  und  A'O'y  und  B' 0\  CO  und  C'O'u.s.f. 
m  ßeziehuncr  auf  das  unendlich  klein  werden  von  AA'  ijedacht,  der 
Reihe  nach  die  Krümmungsmittelpnnkte  der  von  /f,  By  be- 
schriebenen Curven  sein. 


§.4. 

Berticksichtigt  man  indessen,  dass  der  eben  gedachte  Punkt 
Ü' ,  nachdem  die  nnendileh  kleine  Drehung  um  den  vorigen  Dre» 
bnngspunkt  O  geschehen  ist,  ganz  an  dessen  Stelle  tretend,  wie- 
derum den  Blittelpunkt  für  eine  neue,  unendlich  geringe  Drehung 
ab?if»ht,  so^^ie  dnss  OO'  als  DiflFerenzial  der  Curve,  auf  welcher 
während  der  liewemin?  des  j»:anzen  Systems  sich  alle  Drehungs- 
mittelpunkte O  heiinden,  mithin  als  unendlich  kleine  aber  gerade 
Linie  su  denken  ist:  so  wird  man  leicht  auf  eine  andere  Vor- 
stellung ge  fuhrt,  nach  weicher  man  das  ganze  System  aller  von 

Af  Bf  C         in  jedem  einzelnen  Augenblick  beschriebener  Cur- 

veneleraente  als  zusauimengehori^e  Differeriziaüen  eines  Systems 
cykloidischer  Curven  (geineiuer,  oder  gestreckter,  oder  ver- 
schlungener Cykloiden)  auuassen  wird,  welches  System  in  dem 
jedesmaligen  Punkte  O  denjenigen  Punkt  besitzt^  wo  der  sich  fort- 
wälzende Kreis  die  sogenannte  £asis  00'  tangirt 

In  der  That,  wenn  In  Taf.  L  Fig.  9.  der  um  den  Mittelpunkt 

Q  r\\\{  dem  Radius  QO  beschriebene  Kre|s  ISngs  der  Geraden 
GJU  fortrollt  uod  zwar  in  dem  durch  die  hinzu  gezeichneten  Pfeile 

4* 
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bcmerklich  gemachten  Simie,  so  beschreibt  jeder  beliebif;  ip  der 

Ebene  dieses  Kreises  angonrnnmene  und  mit  dem  Mittelpunkt  Q 
auf  eine  fe^te  und  unverändcriichc  Weise  verbundene  Punkt  eine 
{gemeine  oder   i^estreckte  oder  v ersch I u n «je  n  e  CHklnido, 

i'e  nachdem  «ein  Abstand  von  Q  [gleich  ist  dem  H^idius  QO,  oder 
Jeiner,  nie  dies  bei  dem  Punkte  A,  oder  tjrösser,  wie  dies  bei 
dem  Punkte  B  der  Fall  ist.  Zuvor<lerst  lässt  sieb  nun  behaupten, 
dass  io  jedem  dieser  FSlIe  die  von  O  aus  nach  den  beschretbeD' 
den  Punlcten  gezogenen  Geraden  ÜA,  OB,...  auf  den  von  die- 
sen Punkten  beschrielieDeD  Cykloiden  nonnai  stehen.  Dieser  Satz 
iit  Betreff  der  gemeinen  Cytl'^'de  nlliieTiieiTi  bekannt,  er  lässt  sich 
aber  auch  ohne  SHiwterigteit  lür  du'  andern  Arten  beweisen. 
Denn  setzt  man  (^O  -r,  QA~U  und  den  veränderlichen  Wäl- 
zuogswipkel  OQA  —  g>,  nimmt  Gti  als  Abscissenaxe  an  und  die 
Orainatmiaxe  parallel  zu  OQ,  und  fisirt  den  Ursprung  der  Coor- 
dlnaten  dahin  wo  9=0  ist,  so  bestehen  die  Gieicliungen 

Ar=f^— i2siD9»,  jf=:r^i2eos95 

woraus  folgt 

fJae  —  (r — ßcos 9)  dip—ydipt  dy = Asin  ipd(p , 

also 

dx   y 

^UD  ist  aber  offenbar 
folglich 

d^ 

und  da  —  ^  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  avgieht, 

unter  weichem  die  Normale  der  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  ge- 
neigt ist,  so  muss  die  Normale  des  Punktes  A  mit  AO  zusaauneo- 
fallen.  Auch  gilt  alles  dies  unverändert  für  den  Punkt  B,  weni^ 
man  unter  II  den  Abstand  QB  versirlit  und  bei  9  sir  b .  wie  es 
der  fe4!>tgesetzte  Sinn  der  Drehung  verlangt,  den  convexen  Win- 
kel OQB  vorstellt»  so  dass  in  der  Gleichung  o:  =  rc^  /2  sin  der 
letzte  Bestandtfaeil  Ü^sino  ao  und  för  sich  einen  negativen  Werth 
erh&lt. 


§•  5, 

Man  stelle  sieh  nun  Tor,  der  mit  dem  Radius  QO  beschrie- 
bene Kreis  rolle  aus  der  betrachteten  Stellung  weiter  fort»  so  dass 
00' ~r.  Aq>  sei,  und  es  selangen  dadurch  die  Radien  QA,  QB.. 
inr  die  Stellung  Q*A'^  Q^B..,  ao  werden,  sobald  man  OO*  in  den 

I 
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Zuistaiul  ilf»K  unendlichen  Ahnchnieiis  versetzt  j  die  Winkel  AOA', 
BOB*  w.  s.  1'.  sänimtiich  einander  ffleich,  Äämlich  i^ieich  dm  — 

-ffQ-  ausfallen.  Dena  es  ist,  wenn  man  AA'^dg  und  die  Normale 
AO—NBeiMit, 


aber 


also 

ds 

Und  da  überdies  die  Curvenelemente  AA*,  BB'..*  bezie- 
hangsweiae  auf  OA,  OB..,,  normal  stehen,  so  dasa 

OA'^(OA»-{-AA'^^^OA[i^l(jlf^^  +  ...J 

bei  dem  uoendllchen  Abnehmen  von  AA'  sich  von  OA  nur  um  ein 
anendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  unterscheidet;  so  sind  die 
Umstände  für  die  Erzeugung  der  cykloidischeo  Curven  in  jedem 
einzelnen  Au<^en?»licke  ü:anz  dioselbon  als  wenn  sich  oiu  iifnor.'ni- 
derliches  Dreieck  AOIi ,  oder  allgemeiner  ein  un\  eramief  liches 
System  von  Punkten  A,  ß,,..  um  einen  in  seiner  Ebene  liegen- 
den Punkt  O  herumdrehte.  Mit  andern  Worten;  das  System 
aller  gleichzeitig  beschriebenen  Differenalalien  d.er 
Cykloiden  AA' .  jRB*.  .  ..  Insst  sich  auff-issen  als  ein 
«System  v  o  r>  l; l  o  i  rh  z  e  i  t  i  14  u  ii  il  um  d  a s  <? e  [ii  e  i n s ch a i  1 1  i ch e 
Ceotrum  O  herum  beschriebenen  Kreisbogenelementen. 


8tellt  man  mit  diesem  Er^^ebniss  nun  dasjenige  zusammen, 
was  in  $.2.  und  §.3.  über  die  l^ewegung  des  Systems  Ay  B,  C.,.. 
der  Ta£L  Fig«  1,  gesagt  worden  ist,  hält  man  also  namentlich  fest 

erstens,  dass  sowohl  bei  jeder  der  früher  gedachten  von  A, 
B,  C....  in  Taf.  1.  Fig.  1.  beschrieliencn ,  als  auch  bei  den  so  eben  in 
§.  4.  und  §.  5.  Ii4>s|ir()chenen  Cykiolden  die  von  O'  aus  gezogeneu  ' 
(«eradei»  O  V.  O/J'  u.  s.  f.  wiederum  normal  auf  den  Uvi  A'f  B*,,.* 
anfangenden  Curvenelementen  A'A",  B'B"  stehen  würden; 

und  zweitens,  dass  bei  jeder  Curve  sowohl  der  einen  als  <let 
andern  Gattung  der  KTfimmungsmittel|mnkt  gedacht  werden  kann 
als  der  Ort,  welchem  sich  hei  .dem  unenduchen  Abnehmen  der 
Orehungswinkel 

AOA'^zBOB^z^zCOa  tt.  s.  r. 
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der  ConvergeiiBpuokt  der  beiden  Normalen 

AO  und  A'O',  BO  und  B'O'  u.  s.  f. 

ohne  Kiidc  nhhert: 

so  erjjU'lit  üiicli,  dass  die  kniinrmini^shalbmcsser  zu  den  Curvon 
Att ,  liß .  Cy..,.  der  Taf.  I.  Fig.  1.  identiaich  sein  müssen  mit  den 
KrüuiimiugshalbmesserD  eines  vorlaulij;  noch  unbekannten  Systems 
von  Gykloiden ,  dessen  Walzun^skreis  im  Punkte  O  die  ^  Basis 
tangirt.  Dieses  System  von  cykloidischen  Bogen,  die  mit  den 
Curven  Aa,  Bß,  Cy.,.,*  in  einer  Berührung  der  /.weiten  Ord- 
nung stehen,  wird  aber  uenau  bestimmt  sein,  sobald  es  ^ehinifen 
ist,  ans  {\or  Rpschaffonh<*it  der  beiden  gegelnMicr»  rnrv<»n  Acr  um\ 
Bß  die  RichtuMtr  des  Olfterenzials  OO',  sovs'n'  die  (■rosi^e  <les 
dem  Wälzungskreis  /.ukonmienden  Radius  OQ  zu  enuitteirt.  Und 
hierzu  verhilft  eine  gew  isse  sehr  einiacbe  und  bei  allen  drei  Arten 
der  Cykloide  geltende  Formel  flir  den  Krümmungshalbmesser. 


7. 

Wenn  wir  nämlich  >  um  diesen  Krümmungshalbmesser  nach 
der  Formel 

zu  berechnen,  die  in  §.  4.  gefundenen  Gleichungen 

dx=ydtp  und  dfß^zRstntpdcp 

nochmals  differenziiren,  d(p  als  independentes  Differenzial  behan- 
delnd, 60  erhalten  wir  ^ 

d*x = djfdip  =  Äsin  yrfqp*  , 
ä^jf  =  K  cos  cpdq>^i 

alfM> 

dxd^—d^d^x^  {RyCMtp — /^sin  tp^)  dip^ 

= (12r  cos  9^  Ä*cos  ^* —  i2*sin  qf^  d^^ 
=s— Ä(Ä— rcosy)  d(p^. 

Ferner  ist  zu  Folge  §.  6.,  wenn  man  durchgängig  unter  N  die 
^»ormalen  AO,  BO  u.  s.  f.  versteht, 

ds  —  Nätp, 

also 

^""^Ä(Ä— rcos^y 

Sobald  man  aber  von  Q  das  Perpendikel  ^t^.  auf  ^40,  nnd  von  O 
aus  ein  (in  Taf.  1.  Fig.  2.  nicht  gezeichnetes)  Perpendikel  O  Wi  auf 
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AQ  fallt ,  so  ersraht  man  aus  der  Aebniiclikeit  dar  Triamiel  AQ  (/. 

N  AW 

uod  AO  Wi  die  Proportion  '^Q—'^fj'»  ^* 

jV     /?  —  r  TOS  (p 

N 

SetBt  mao  diesen  Werth  von  ^  in  die  Formel  för  ^  und  be- 

seichnet  den  Winkel,  welchen  die  vom  Drehun^smittelpunkt  O  nach 

deni  fiosrhreihendeii  Pinilst  A  t»Pzoirene  Normale  mit  aem  nach  dem 
Centruin  des  roiienden  Kreises  gezogenen  Kadiiu»  OQ  bildet«  durch 
HO  (lajss  O I7|=r CO« wird,  so  bat  man 

Dabei  ist  es  leicht,  »ich  su  überzeugen,  dass  die  eben  gebrauchte 
Gleichung 

JV     I\  —  r  rns  (p 

i\r— rcos^ 

auch  in  den  Fällen  richtig  bleibt,  wenn  entweder,  wie  z.  B.  fär 
den  Ptmkt  C  der  cost)*  einen  negativen  Werth  erhält,  oder  auch 
dann,  wenn  cos 9»  negativ  ist 


§.  8. 

Die  gefundtM!«»  Formel  l.isst  sich  nun  nicht  allein  dazu  benut- 
zen, um  Q  zw  construireii ,  .sobald  r,  bekannt  sind  .,  .sondern 
sie  wird  auch,  wenn  an  zwei  Punkten  de.s  sich  beweeeuden  Systems 
ABC;,»  die  Krümmungshalbmesser  gegeben  sind,  sehr  beqnem 
/nr  Bestimmung  der  Lage  und  Grosse  des  gesuchten  Halbmessers 
OQ  verhelfen.  Denn  angenommen,  au.s.ser  den  Normalen  AO—N^ 
uod  B  O-triVj  seien  aurli  die  den  Punkten  A  und  B  /utrobörigen 
Krüuuiumgsholbmesser  di  und  q.^  bekannt,  so  wird  man  zuvörderst 
die  Grüssen 

A  Ui  —  (iV|  —  r coh{>i) ^  , 

Äüi=:(A,--rcos^a)=:^- 

ronstruiren  ,  liienlur<  b  die  Punkte  Ui  und  ü>2  be.stinuner»  nud  so- 
bald mau  in  diesen  Punkten  Ui  und  Perjieiulikel  auf  die  Nor- 
nalen  AO  und  BO  errichtet,  so  wird  deren  Ducchsehnittspunktden 
gesuchten  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  angeben.  Alsdann 
aber  ist,  um  für  einen  beliebi^i^en  dritten  Punkt  des  sich  bewegen- 
den  Systems,  z.  B.  für  den  Punkt  C,  den  Krtfmmungshalbme«|;3er  ^ 
zu  beätimmen,  in  der  Formel 
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nicht  alleih  N^=.CO  und  r,  sondern  auch  ^^^^COQ  bekannt 
geworden,  und  man  wird  also  als  dritte  Proportionallinie  zu 
Ewei  ^ei^ehenen  Linien  ohne  Mühe  construiren. 

Es  liedarf  hierl»ei  ^kaum  der  Henieritiini? ,  dass  man  ,  wenn 
ein  slunipfer  Winiiel  ist,    Air  den  Neniipr  iVg — rvns^^  Nei  der 
Constriiction  von       oino  Siimiae  zweier  Linien  erhalt,  tla.ss  der- 
selbe aber  in  allen  1  aiieii  t;tT;uk'zu  durch  die  Lftnge  (JU^  darge- 
stellt wird ,  sobald  man  vom  [gefundenen  Mittelpunkt  Q  dai$  Per- 
pendikel  Qü^  auf  CO  fveOlllt  hat.    Eine  besondere  Erwkbnun!^ 
aagei^en  verdient  allerdings  der  Umstand,  dass  der  Krü'mniungs- 
mittelpunkt  üfters  auf  der  Normale  N  nicht  Ton  dem  die  Curve 
bcsclirpihendcn   Pinikto   flogen   den   f )r(»hungsmittelnunkt    O  hin.  | 
soikUmii  in  der  enti;egen2;esetzten  Verla nijerunc:  von  N  liefen  wird,  i 
Dieser  lall  tritt  ilaiin  ein,  weini  die  Cykloide,   welche  mit  der 
beschriebeneu  Curve  in  einer  Berührung  zweiter  Ordnung  steht,  | 
an  dem  betreffenden  Punkte  ihre  Convexität  der  Basis  GH  -zuicebrt 
Stellt  aber  y  —  f(ai)  die  Gleichung  der  Cykloide  zwischen  if  und  x  . 
vor  und  bea&eicnnet  man  die  zweite  derivirte  Funktion  von  .f{x) 
durch  f"{.v)y  so  muss  bekanntlich,  wenn  der  eben  anc^edeutetc 
Fall  eintreten  soll,  yf"{a)  eiopo  positiven  Werth  erhalten.      In  so  • 
fern  nun  x  uicht  ai^  iudepeudeuto  Variable  behandelt  werden  s$oll ,  ißt 

folglich  beidenCyklolden»  vermDge  der  In  §.7*  entwickelten  Formein  : 

und  es  erhSIt  also  yf(x)  einen  positfTen  Werth  niur  dann,  wenn 
rGOS9>i2  ist 

Bei  der  verschluncenen  Cykloide  ist  r < und  bei  der 
gemeinen  M  r^B,  folglich  kann  bei  diesen  beiden  Arten  nie- 
mals die  eben  aufgefundene  Bedingung  erf&llt  werden  >  d.  h.  in 
keinem  ihrer  Punkte  wendet  eine  verschlungene  oder  eine  gemeine 
Cykloide  der  Basis  GH  ihre  Convexität  zu» 

Bei  einer  gestreckten  Cykloide  ist  dagegen  r>/?,  und  soliald 
also  coH(p  nicht  allzu  klein  ausfiiflt,  d.h.  sobald  W.  nahe  genug 
an  Nidl  oder  an  "In  atJi^ertoninirn  \\  ird,  so  muss  rcos  rp^  R  sein, 
also  die  Curve  convex  i^ci'eii  die  Basis  liegen.  Für  die  nähere 
Betrachtung  eines  solchen  Falls  ist  die  gestreckte  Cykloide  in 
Taf*  L  Fig.  3.  gezeichnet  worden,  welche  in  der  Nahe  des  Punkts* 
S  die  erwähnte  Lage  hat.  Da  cos  9»  fOr  diese  Annahme  nothwen- 
dig  positiv  sein  muss,  weil  sonst  K—r  cos  9  gar  nicht  negatif 
werden  konnte,  so  wird  der  W.  OQß,  mag  er  nun  als  ip  oder, 
wie  es  in  dieser  Figur  die  T^mst;inde  erfordern,  als  ^jt  —  tp  aufge- 
fassi  werden,  jedesmal  spitz  sein.  Und  da,  wenn  man  das  Per- 
pendikel OH'  auf  QH  Hillt,  QW=rcos(p  wird,  während  QB  R 
ibt,   so  fühlt  die  Vurauä^äctzuDg  rcoüfp^U  zu  der  Folgeruogi 
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düss  der  Fusspunkt  IV  auf  lüi^  VerlänsetttOg  von  QB  über  B  hin- 
aus fallen,  da.ss'  also  W.  OBi}  stunip?  sein  nn'isse.  Oe^tve^eii 
aber  nn?s8  auch  ilor  FussjUHiLf  des  Periieiidikels  QlJ>i  auf  die 
Verläiii^erung  von  UH  über  hinaus,  mithin  in  die  Coneui  i- 
fftt  der  Curve  fallen. 

Alles  dies  hat  ntn  swar  keinen  findernden  Kinfliu»  auf  die  in 
§.  7.  vorgenommenen  Rechnungen»  denn  man  erh&lt  gegenwSrtigj 

und  immer  noeh  Ist 

BO  BW 

d.  h. 

V    rcos(p  —  R 

ako 

*~'^iV— rcoa^- 

Allein  es  ergehen  sich  aus  diesen  ßetrachtunp;en  für  die  sichere 
Anwendung  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  erklärten  Cun- 
structionen  folgende  ergänzende  Kegeln: 

1)  um  den  Mittelpunkt  Q  des  fCreisos  zu  finden,  welcher  al« 
Wälzungskreis  für  die  von  den  Punk  ton  A,  ff,  C,,..  zu  heschrci- 
benden  cykloidischen  Curveoelemente  zu  betrachten  hi,  muss  man 
die  Grüjsseo 

von  A  beslehuogsweise  von  B  aus  auf  der  Normale  Nt  resp.  N% 
nach  der  concaven  Seite  der  Curve  hin  auftragen;  ^  und 

2)  wenn  man  alsdnrm,  um  für  einen  ander<M)  Ptmkt  des  beueg- 
Uchen  Systems  /.  Ii,  (ür  C  den  Krümmungsniittrl|Mfnkt  zu  bostira- 
nien,  die  ^lorniale  (  0  =  N^  gezogen  und  auf  diese  vo«  dem  geiüu- 
denen  Punkt  Q  das  Perpendikel  QU^  geßUlt  hat,  so  muss  man 
die  Linie 

 . 

vom  beschreibenden  Punkte  C  aus  auf  der  Norm  nie 
CO  nachder  SoUf»  hintragen,  wohin  der  Fusspunkt 
des  Perpendikels  QV^  gefallen  ist,  weil  dieser  Punkt 
nnd  der  Krümmungsmittelpunkt  immer  beide  in  der  Concavität  der 
C^e  liegen  müssen. 

Durch  das  V'orlioruiliende  ist  nun  das  von  iierrri  AI) ei  Tran- 
90  n  ersonnene  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Krtimmungshaib- 
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messer  vollstSodlg  erlftutert.    Sobald  niUnlich  die  iu  §.  1.  vorauf- 

gesetzten  Umstände  eintreten ,  d.  h.  sobald  eine  Curve  auf  die  Art 
entstanden  ist  oder  als  entstanden  aufgefasst  werdep  kann,  dass 
der  beschreibende  Punkt  C  mit  zwei  anderen  Punkten  A  und  B 
zu  einem  festen  uod  unveränderlichen  Dreieck  verbuudeo  ist  und 
das«  diese  letztgenannteD  Punkte  auf  zwei  gei^ebenen  Carren  Au 
und  Bß  fortrticken:  so  kann  man,  wohin  auch  Immer  der  Punkt  C 

Serfickt  sein  mas,  zuvörderst  den  Punkt  daraus  die  Richtung 
er  Normale  CO,  also  gleichzeitig  ntrli  die  Lage  der  Tangente, 
und  dann  nach  den  Regeln  des  §.  <S.,  iiisoiern  man  die  den  Punk- 
ten A  und  ß  zugehörigen  und  den  gegebenen  Curven  Aa,  ßß 
entsprechenden  KHimmungsbalhmesser  ^|  und  ^  ohne  allzu  groase 
Weitläuftigkeit  au  construireo  im  Stande  ist,  auch  den  Krum- 
munirshnlbniesser  für  die  Curvo  Cy  l)estimmen.  Uehrigens  dürfen 
wir  hierbei  nicht  niit  Stillschweige!!  übergehen,  dnss  das  erste 
Theorem,  uoraut  Herr  Abel  Transon  seine  Methode  gegründet 
hat  und  weiches  wir  in  6.  2.  ausgesprochen  und  bewiesen  haben, 
nämlich  dass  alle  Normalen  der  von  den  einzelnen  Punkten  des 
beweglichen  Systems  l)eschriebenen  Curven  in  jedem  Augenblick 
in  einem  einzigen  Punkte  7iis;»rj»jTien  laufen,  zuerst  von  Chasles, 
und  zwar  als  eine  Verallgemeinerung  eines  von  Des- Carte«  be- 
nutzten Satzes,  aufgestellt  worden  ist  (S.  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie,  S.  649  der  Ueberseliang  ¥on  So  hucke). 


§.  10. 

Am  einfachsten  und  merkwürdigsten  unter  allen  Bewegungen 
des  Dreiecks  ABC  ist  der  Fall ,  wenn  die  gegebenen  Wege  für 
die  Punkte  A  und  B  beide  geradlinig,  also  fUe  Schenkel  eines 
Winkels  BQA  (Taf.  L  Fig.  4.)  sind ;  und  um  tod  den  vorhergehen- 
den Regeln  zum  Bcschluss  eine  Anwenflnnir  7ii  mrtchen,  wollen 
wir  diesen  Fall  voraussetzen.  Jeder  {»eJici^ig  in  der  Ebene  der 
Figur  angenommene  und  mit  A  und  B  fest  und  unveränderlich  ver- 
bundene Punkt  C  beschreibt  alsdann  eine  Ellipse,  deien  Mittel- 
punkt sich  im  Scheitel  des  W.  BQA  befindet.  Errichtet  man  nun 
m  A  und  B  auf  dio  Scbenkpl  des  W.  BQA  die  Perpendikel  AO 
und  BO  und  zieht  t)at  Ii  deren  Dnrcfischnittspunkt  CO,  so  hat 
man  cHe  IVormale  und  kann  sofort  auch  die  Tangente  am  Punkte 
C  ziehen.  Ferner,  da  die  Krümmungshalbmesser  an  den  Punkten 
.  A  und  B  gegenwärtig,  in  was  für  eine  Laee  das  A  ^BC  auch 
rücken  mag,  jedesmal  unendlich  sind,  so  fallen  die  im  Vorher- 
gehenden mit  Ui  und  Ü»*  bezeichneten  Punkte  m\f  A  resp.  B  zu- 
sammen,  woraus  folgt,  dass  jetzt  der  Scheitel  des  W.  BQA  zu- 
gleich den  zu  suchenden  Mittelpunkt  des  Wälzuogskreises  bildet. 
Alles  dies  ist  übrigens  auch  bei  der  gestreckten  Cykloide  der 
Fall,  welche  der  Punkt  A  in  Taf.  I.  Fig. 2.  oder  der  Punkt  B  in 
Taf.  I.  Fig.  a  beschreibt,  sobald  der  W.  QAO  (resp.  QBO)  ein 

Rechter,  nämlich  cos9=-^q=-^  ist,  weil  dann  in  dei|  gefunde- 
nen Formeln 
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*-ie(ü-rcos9>)  iv— rca8> 

der  Nenner  sieb  auf  79ull  reducirt. 

Fällt  man  daher  iu  T  if.  I.  Flg.  4.  voo  Q  aus  auf  CO 
Perpendikel        eo  ist  der  KrOmmuDgshalbniesser  fär  deo  Punkt  C 

gleich         iiDd  iet  anlmiitragen  in  der  Riehtung  Ton  C  nach  17. 

ft.  Ii. 

Bei  einer  genaueron  Betrachtung  der  hier  gedachten  Bewegung 
des  Dreiecks  ABC  ergehen  »»ich  jedoch  noch  einige  andere  merk» 
irardige  Gesetze.  Sucat  man  närolicli  fttr  den  Pnoict  O  deo  eeonie- 
irischen  Ort  zu  bestimmen,  dessen  Differenzial  früher  durch  OO' 

bezeichnet  wurde  (Vi»!.       3).   so  findet  man  dnfVir  einen  Kreis, 
<1  e  r    um   den   Scheitelpunkt  des   ije  ije  I»  e  n  e  n  Wiukeis 
BQA  mit  dem  Radius  QO  zu  beschreiben  wurc. 
Denn  man  setze 

so  dass  W.  AOB  =.AQJi=^0'^'-^'&^  ist,  so  erhalt  mau  aus  deio 
^  AQJB  die  Gleiehuog 

und  aus  dem  \  AGB  die  Gleichung 

folglich  durch  Addition 

2JJ5*=2r2       cos(*i  — ^a)^]  =:2r«sin  ({^^  — ^a)*» 

also 

AB=^rBm(9i^^^=QO,sinAQB. 

Hieraus  aber  fliesst  lär  QO  der  Werth 

und  da  sowohl  der  Zähler  als  der  Nenner  dieses  Bruches  unver- 
ftnderlich  ist*  so  bleibt  QO  während  der  Bewegung  des  Dreiedcs 
eine  consfanfe  (irösse ,  was  zu  l)e\vpisen  war. 
Wir  haben  ireilich  liier  den  Fall  zu  (ininde  gelegt,    ^vo  die 
Perpendikel  AO  und  BO  sich  ausserhalb  des  Winkels  Q  schnei- 
den, im  entgegengesetzten  Falle  aber,  wenn  O  zwischen  die  Sehen* 
'  kel  des  W.  Q  (aUt,  l?isst  sich  der  Bevt'eis  mit  einer  nur  ganz 
geringen  Aendening  eben  so  laicht  führen. 

Man  nehme  jetst  an ,  das  von  Q  auf  CQ  gefiillte  Per|iendikel 
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QXl  Kchnitte  l»ei  seiner  Verlfingeruni!;  die  Ellipse  in  einem  Punkte 
V,  iinil  es  !;ph«"Ht»n  mit  C  die  Punkte  A'  und  B'  in  der  Art  zu- 
sammen, tla:>i>  da«  i^A'B'C  die  Lage  des  beweglichen  Dreiecks 
in  dem  Au^nblick  anglebt,  weim  die  Spitze  C  den  elliptbcheii 
B<>m'ri  CC  beschrl^Um  hat.  Fasst  man  nun  einerseits  die  Lage 
des  Punkts  Q  gegen  das  ^A'B'O,  andererseits  die  Lage  des 
Punkts  O  gegen  das  \  ABC  ins  Auge  und  beachtet ,  dass  die 
Strahlen  B'Q,  (^Q,  A'Q  der  Reihe  nach  senkrecht  stehen  auf 
den  in  O  zusamnieulauleitden  »Strahlen  BO,  COy  AO\  so  sieht 
man  sogleich »  das6  die  Wiulcet 

B'QC,  CQA',  ß'QA' 

'gleich  sind  don  Winkehi 

BOC,  COA,  BOA.  ' 

Hieraus  ,il>er  folgt  die  Congrpienz.  der  Heiden  Vierecke  QB'CA' 
und  OH(\'i.  Denn  wenn  man  sich  das  Dreieck  ^'Ä'C  nis  gege- 
!>en  denkt  und  den  Punkt  Q  dadurch  zu  bestimmen  sucht .  d?is8 
mau  über  den  ISeiteii  A' B'  und  B' C  Kreisabschnitte  construirt, 
welche  die  ebenfalls  gegebenen  Peripheriewinkel  A'  QB'  und  B'QO 
fassen,  so  sieht  man,  ^dass  beide  Kreisbogen,  weil  sie  bereits  In 
B'  sich  schneiden,  nur  noch  einen  zweiten  und  deswegen  bestimm- 
ten Durcbscbnitts^)unkt  Q  darbieten  werden,  worauf  sich  die 
bekannte  Pothenot  sehe  Aufgabe  stützt.  Zwar  wfirde  sich  allerdings 
ein  mit  ABC  congrueotes  l)reieck  —  nennen  wir  es  aßy  —  auch 
noch  auf  eine  an&re  Art  awischen  die  in  Q  raisanunenlaufenden 
Strahlen  legen  lassen,  so  dass  immer  noch  a,  ß,  y  der  Ordnuns 
nach  auf  ^/f^.  QB' y  QC  hcfindlirh  und  dennoch  das  Vtcrork 
Qßytx  nicht  mif  QBCA  congment  wäre.  Aber  dieses  Dreieck  aßy 
wiirde  dann  mit  seiner  entgegengesetzten  Fläche  in  der 
Ebene  der  Figur  aufliegen,  gerade  so  als  wenn  man  das  Dreieck 
A*B'C*  vorerst  um  A'B'  als  Rotationsaxe  .uih  drehen  und 
dann  noch  etwas  verschieben  wollte;  es  Wvde  also  dieses  A  ''ßf 
streng  genommen  nicht  mit  ABC  conjjrtHMit,  sondern  symme- 
trisch gleich  (gegenbildiich  gleich)  sein,  und  weil  eine  solche 
Uerumwendun|$  dies  ^  ABC  in  unserer  vorliegenden  Betrachtung 
ganz  gegen  die  Voraussetasung  sein  wurde,  so  ist  das  erwähnte, 
mit  OBCA  nicht  congruente  Viereck  Q^yn  offenbar  auszuschlics- 
sen  und  sein  Vorkommen  für  unmOglidi  ZU  erklären,  also  Vier- 
eck QB'C'A'^OBCA 

Aus  dieser  <'ongruenz  iolgen  nun  zuvörderst  die  Gleichungen 

QA'=.OA,  QB'=zOß,  QC=OC; 

ferner,  weil  die  homologen  Diagonalen  QC  und  OC  durch  Oon- 
struktion  per|)endikulär  anf  einnfider  «^^estellt  sind,  so  müssen  auch 
die  andern  Diagonalen  und  iiiierhau|it  alle  homologen  Seiten  senk- 
recht aul  ciuatuier  stehen  ,  namentlich 

A'B'±AB,  B'C'  LBC,  A'C'XAC, 

J.  13. 

Besonders  merkwürdig  scheint  endlich  noch  folgendes  Resul- 
tat. Da  OC  die  Richtung  der  Normale  fifr  die  Ellipse  im  Punkte 
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C  angiebt  und  da  QC  senkrecht  auf  OT  steht,  ko  ist  paral- 
lel SU  der  dem  Punkte  C  zu^etiüri^en  Tangente,  aUo  sinci  QV 
and  QC  zwei  conjuji^irte  8emid iameter  der  Kni|ise.  Dum 
man  aber,  sobald  swel  conjn^rte  Diomeler  nebst  ihrem  Conju,c;a> 
tionswinkel  p:e<;eben  sind,  die  Lage  und  GrOsse  der  Hauiitaxen 
Q.  dgj.  m.  durch  ganz  leichte  Coostroktionen  findet,  bedarf  nicht 
der  Eriiiiieruus. 

Ferner,  da  miu\  iür  den  krüiumuiii^shalbmesser  o  am  Funkte 

CO* 

C  in  10.  den  Ausdruck  -^jj  gefunden  hat  und  da  zufolge  §«  12. 
CO=Qa  ist,  80  bMtobt  die  Gleichung 


d.  h.  um  den  Krüromum^shalbme^ser  ^  tür  einen  beliebigen  Punkt 
C  in  einer  gegebenen  Ellipse  zu  con«»truireo ,  ziehe  man  nach  C 
den  SemidiMueter  QC,  lieatimme  den  zugehörigen  conjugirteo 
Semidiameter  QC\  undfllUevom  gegebenen  Punkte  ein  Perpendikel 
C(7  auf  diesen  letztern,  so  ist  q  die  dritte  Proportional- 
linie zum  Perpendikel  CV  und  dem  conjugirten  Semi- 
diameter QC» 


Nachschrift  des  Herausgehers. 

Schon  vor  Empfangr  vorhergehenden  Anfuitxes  hatte  ich  ans  dem 
laititut  die  Steilen,  welche  die  Methode  de«  Henrn  Abel  Tran  ton 
betreffen ,  ausgezogen ,  um  aie  gelegentlich  den  Leeem  Am  ArchiT«  mlt^ 
tathellen.  Ueato  angenehmer  wurde  ich  natürltdh  dordi  den  mir  gntint 
niffetandten  Aufsatz  des  Herrn  Profettor  Dr.  Stegmann  überrascht, 
niw  lialte  mich  nun,  damit  die  Leser  des  Archivs  sehen,  wie  gecinr  die 
Gnmdlagen  waren ,  tob  denen  denelbe  bei  AbfiMiaiig  eenw  Amrandluiig 
nugehen  konnte,  um  so  meiir  verpflichtet,  die  betreffenden  Stellenr  aus 
dem  Inütltut,  -vtrlrTtcs  wohl  nur  in  die  Hinde  weniger  Leser  des 
Archivs  kommen  durttu,  im  Folgenden  abdrucken  su  lassen,  was  auch 
vielleicht  nodi.  anderen  Sutaea  beben  kann.  Leider  behe  ich  nnterfauwen, 
die  betreffenden  Nummern  tlcH  genennten  Journals,  welches,  nachdem 
niif  Vnrrv  Zi'it  in  ineinen  Hunden  gewesen  ist,  soglefich  eine  weitere 
Wanderung  nach  Norden  antritt,  überall  genau  zu  bemerken,  und  bin  die- 
MllNm  BUS  dem  angegebenen  Grunde  jetzt  naebsutragen  nntier  Stande, 
wcthalb  ich  hier  echliesalidi  nm  Verseibnng  bitte. 

Societe  phllomatii|ae  de  Parin. 

;VL  Abel  Trans  on  indiquc  urie  constniction  nouvelle  ponr  le  rayon 
de  eourbnre  de  rellipse.  —  On  sait  que  Tellipse  est  cngendr^e  par  le 
•ommet  T  d'un  triaagle  TAB^  lorsqu'on  fait  gÜMer  les  cxtrdmitde  de 
la  hane  AB  sar  deux  axc«  fixes.  Ce  mode  de  description  est  nu^nic 
a«scz  NOiivcnt  enii>loye  dans  la  cnnfection  des  ^pures;  mais  alors  on 
r^Sduit  le  triangle  ä  la  ligae  de  base  ABy  en  pla^ant  le  sommet  T  sur 
m  peiet  qneleenqne  de  cette  Ugne. 


r 
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Dans  toug  le«  cat^  on  lait  que  si  on  ^ieve  en  ji  et  ß  deux  droiteH 
perpendiculsirea  respectivemeiit  iinx  fixes  directeurs,  ces  Ii£;nes  se  ren- 
eoatrant  en  O ,  la  dwoite  TO  est  k  cluique  intlant  la  Bocmale  de  l*ellipse 

ponr  la  Situation  actiielle  du  pmnt  decrivunt. 

Dans  tous  Ics  cas  ^usst  un  puurra  ciinstniire  le  rajon  de  curbure  h 
Taide  de  la  remarqae  suivantc.  Abaissez  du  centrc  M  de  la  courbe 
(jLxtint  de  reticontrr  des  axes)  une  perpcndiculaire  MC  rar  la  nonnale 
TO.  Soit  ('  le  pied  de  rette  periirndiculaire.  Le  rajon  de  courbnre 
est  une  troisienie  prouortionelle  aux  litrncs  TC  et  TO;  c'est-ä-düro 

fu^oB  a  R=  'fßi  expraMion  tr^s  facile  4  eontCroire.  On  aalt  fl*aillenra 

dopuU  long-fempa,  qn*en  proloi^peant  la  perpandfotilaire  ilfC  jasqn*4  aa 
lanconftre  en  L  aTee  la  courbe,  on  a: 

XI  j^, 

d'ou  il  suit  que  la  distance  des  points  O  et  T  est  ^gale  au  demi  dia- 
metre  coigu^ue  de  MT, 

(L  Institut.  1844.  >r.  573.) 


Socl^te  philoinatiqne  de  Paris. 

M.  Abel  Trans  on  communique  une  construction  du  rayon  de  coucbure 
de  rctlipse.  Gatte  construetion  est  appropriöe  au  caa  on  on  engendre  la 
cowrbe  en  angmentaat  ou  dimianant  touCea  le«  oidoaadea  d'un  cercle  dana 

oa  m^nie  rappnrt. 

Soient  M  le  point  de  Telitpse  et  M'  le  point  correspondant  du 
cercle ;  cee  denz  points  altu^s  enr  nne  m^me  ordonn^e ;  soient  p  le  rayoo 
de  courbure  de  relUpse  en  »et  a  l'angle  de  la  normale  avec  Tordon« 
n^e.  Soit  ausai  #  le  rnyon  de  eniirbiirc  de  Tellipsp  h  Ve^irrnüt^  de 
Taxe  qni  est  parallele  aux  ordonnce« ;  et  soit  a  Tangle  aue  fait  en 
M'  le  rayon  du  eende  sFee  rordona^e  MM\   On  a  la  velalioa 

,  r  c«8^  a'  =  p  cos'  a, 

de  laquello  on  üre  une  construction  tre«  simple. 


Jodete  phflomaUque  de  Pari». 

RfL  Abel  1  ran«»n  cQniiuuniqae  une  m^tbode  giSom^trique  pour  de- 
twminer  lea  rajoa«  de  conrbnre  d^nne  certalne  elasse  de  oanrhes.  Cetta 
m^tiiode  est  fond^e  snr  le  principe  enlTaati 

Quand  nne  figure  plane  ^pronve  an  mbUTeme n t  inf ini" 

nient  petit  dans  son  plan,  <:e  inonv<>inent  peut  ^tre  repr^- 
sent^  par  un  cerele  qui  reale  sans  gUsser  sur  une  certaine 
droite. 

Lea  arcs  circulaires  (infiniment  petits)  döcrits  par 
|pq  difftrents  points  de  la  fignre,  pcndant  le  mouve- 
ntent  infiniment  petit,  peuTent  ^tre  consid^r^s  comme  des 
area  de  ejctoide  (ordlnaire,  allong^e  oa  accoureic)  pro» 
dnit  jpar  le  roalement  de  ce  cercle. 

Daprjis  ce  th<''or»'-nip  ^  fjfiHfu!  mif  <  ourbe  ent  decritp  ]>nr  im  point 
d*une  figure  en  mouvcincut  daiitt  son  plan,  il  saffira,  pour  conütruiro 
soll  rayon'  de  conrbaie,  de  d^Cermmer  la  grandenr  et  la  Situation  da 
cercle  qai  reale  aa  moment  da  mooTemeat  ea-le  point  d^crivaat  anra 
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la  pogition  qu'on  (oiiKidtre:  rnsenible  d^terniitirr  l;i  sitTKiffon  de  la  droite 
8ur  laquelte  le  roult^iiient  a  lien.  Ce  rcrcle  et  rette  druitc  te  deternii- 
HMFOiit  chaqiio  instant  par  le«  difierentea  conditions  du  luouTeinent  de 
la  fl^rnre. 

En  efTet.  i!  y  a  wne  fortunlp  tre«  »imple  pour  h'  ravon  de  conrbnre 
d'une  cycloide  (ordinaire,  aliongee  ou  accoarcie).    Cettc  formule  est 

A — rcoai 

dana  laquclle  est  la  paitie  nurmale  de  la  c^cioidc  cntre  le  po:nt 
diicrivant  et  le  polnt,  aar  lequel  le  renlemeat  t'op^re;  r  est  le  rayen 
du  cercle  roulant-  et  i  Tangic  que  fait  la  normale  du  cyeloide  aiwe 
le  rayon  de  cercle  mene  du  rentrc  au  point  de  rouleraent. 

Ce  point  de  roulement  a  est  autre  que  le  point  qui  r^ste  fixe  daaa 
le  moQYement  inffnimeiit  petit  de  la  figure,  c*eet-4-dire  le  peint  par 
leqnel  paasent  4  chaque  instant  lea  normales  anx  trajectoires  d^crflM 
par  lea  divers  points  de  la  fignre.  —  M.  Chasles  a  fond^  sur  la  con- 
sideration  de  ce  puint  qai  reste  fixe  ane  m^thode  g^om^triqae  paar  la 
d^termination  de«  taageatea,  oiethode  applicable  „toutes  lea  fei«  ait'ea 
coaaait  lea  conditions  geomötrieaea  du  niouvement  d'une  fignre  de  Ibraia 
invariahlf  h  Anquelle  appartient  le  point  d^crivant.  (Chasles  Apercu 
historique  sur  Tori^ine  et  le  dcveioppement  des  mcthodcs 
ea  gdom^tri«).  —  Inma  lea  ni^iue«  civeoiiataBcea  la  n^thode  qii*on' 
tient  d'exposer  denaera  la  d^tcrmittation  du  rayon  de  courbure. 

Par  exemple,  si  on  ronn.iit  le  mouvemcnt  de  deiix  pnint«  de  la 
figure,  on  menera  par  ces  points  les  normales  anx  courbes  qii  ils  par- 
coareat  Appeloaa  d*ailleufe  B|  le  rayea  de  canrbnre  de  la  eeurbe 
d^crite  par  le  premier  poiat,  aar  la  oonaale  h  la  coarbe  d^crite,  et 

daaa  la  eoaeavitd  de  cetle  eearbe,  oa  parte  ane  longaear  ^gale  k 

Textremite  de  ceite  longueur  marquera  la  projectiuu  du  centre  du  cercle 
Malaat;   ce  ea  Terta  de  la  formale 

On  cunatruira  de  ladme  la  urojectioa  de  ce  m^me  centre  rar  la  .aermate 

4  la  seconde  courtie ;  et  alors  !l  sera  bicn  ais^  de  coaatraire  le  coilra 
lai-m£mc,  avant  u^a  projections  sur  deux  droitcs. 

Projetea  le  eeaCre  dn  cercle  roalaat  aar  la  aormale  OT  an  peiat 
dferlTant;  et  aeit  C  le  pied  de  la  perpendiculaire  projetante:  un  aura, 
pour  le  rnyot»  de  rourbnre  de  la  conrbe  decrite  par  le  point  T,  aae 
troisi^me  proportionelle  aux  lignc«  OT  et  TC ;    c'est  ä  dire 

car  TO  correspond,  dnns  la  formule gdn^rale,  ä  N,  et  CT  k  N  —  rcoai. 
A  quoi  il  convient  d'ajouter,  pour  fixer  le  aena  de  la  courbure,  que  le 
fQmt  C,  pnijeetioa  da  ceaCrcr  da  cercle  roataat,  eat  toi^joate  data  la 
ceaeavit^  de  la  courbe  dccrite. 

On  voit  maintenant  que  la  formule  conmuniqu^c  dans  nne  s^ance 
pr^c^dente,  pour  le  rayon  de  courbure  de  Tellipse,  n'f^tait  qu'une  simple 
applicatioa  de  cetCe  md&tfiode  g^n^rale*  Cette  aidAede  a'appliqne  äaaai 
trec  beaucoup  de  fiicilitd  k  la  coaatractioa  da  rayon  de  conrlmre  de« 
conchoidea  et  des  ciaaoid^. 
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Tin. 

Beweis  des  Xelirsatzes:  Wenn  ein  be- 
liebiges üreieek  in  einer  Kbene  so  be- 
weist wird  9  dam  sleli  die  asndpniikte 
seiner  Ba^i«!  Tortwälirend  auf  zwei  fest- 
liegenden und  nicht  parallelen  Oera- 
den belinden  9  so  wird  Ton  seiner  Spitse 
eine  dllipse  besehrielben. 

Von  dem 

Herrn  Professor  J)r.  Stegmann 

w  itr  UitiTertitftt  xi|  Marburg.  * 


In  dem  Aufwalze  iSr.  VII.  dieses  Hefts  habe  ich,  nach  dem 
Vorgange  vod  Abel  TraDSOD.  itiii  desseo  Methode  zur  Be^m- 
mung  des  Krffmmiiiigshalbmeesera  auf  die  Ellipse  aDsowenden,  den 
Lehrsatz  als  bek:inr)t  angenommeil: 

Wenn  ciTtt»  (ierade  BC  von  constanter  Länge  so  beweist  Avfrrf. 
dass  sirli  ihre  Endpunicte  fortwährend  auf  zwei  festliegenden  und 
nl(  ht  ^aralleieo  Geraden  (oder  anders  ausgedrückt  auf  den  Schen- 
keln eines  ebenen  Winkels)  beüoden^  so  wird  jeder  Punkt  A,  wel- 
chen ican  in  der  Ebene  der  beliebig  angenommen  aber  mit 
S  und  C  in  eine  feste  Verbindung  gesetzt  hat»  so  dass  das 
A  BCA  während  der  Bewegung  der  Grundlinie  BC  eine  unver.'in- 
derliebe  Gestalt  bebalt,  eine  Ellipse  beschreiben ,  deren  Mit- 
telpunkt sich  im  Durch  srhni  ttspfi  nkt  d  or  zwei  festlie- 
o  II  den  Geraden  (im  Scheitel  des  gegebenen  festli^enden  Wio- 
els)  befindet. 

Dieser  Lehrsatz  ist  für  einige  besondere  Fälle  allerdings  von 
alten  Zeiten  he?  bekannt.  Schon  In  Newton*s  Aiithm.  anlrers., 
in  dem  Abschnitt  de  resolutione  quaestionum  geometricarum,  be- 
handelt das  problema  XXXV.  den  am  nfichsten  liegenden  Fall,  mit 
welchem  heutiges  Tags  Jedermann  vertraut  ist,  wenn  nämlich  der 
Winkel  BCA  gleich  Null  oder  gleich  180»  ist,  d.  h.  wenn  derbe- 


Digitized  by  Google 


«5 

flcbraibende  Pnokl  A  irgendwo  Ifi  der  sich  hewegendeo  Geradeu 

BC  liegt,  und  im  problema  XXX^'I.  dtn  Fall,  wenn  >o\voM  der 
Winkel,  auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  J3  und  iorlnlrken 
sollen ,  als  auch  der  W.  JBCA  ein  Rechter  ist.  Seit  iNew  ton 
sind  denn  in  ear  maocherlei  Schriften  diese  SStze  von  neuem  auf» 

gestellt  und  Dewiesen  worden ,  und  so  findet  man  z.  B.  noch 
I  die«em  Archiv  (Tbl.  VI.  Heft  2.  Seite  m)  für  den  erst- 
genannten Falt  einen  kurzen,  freilich  von  dem  Newton*- 
üchen  >vescntlich  nicht  verüthiedenen  Beweis  von  Herrn  Professor 
Pfoss  zu  Stuttgart.  Allein  in  der  oben  ausc^esprochenen  Allt;e- 
meinheit  ist  der  Satz  vielleicht  noch  nicht  in  gleichem  Grade  be- 
kannt geworden.  Es  war  im  Jahr  1839  ,  als  ich  gewahr  wurde, 
dass  ihm  diese  alliremeine  (iultliikeit  zukommt,  und  in  dem  auf 
Ostern  1810  crsrhienerien  Pro^ranun  des  Marburjjer  Gymnasiums 
habe  ich  sowohl  den  Beweis  dafür  geliefert,  als  auch  verschiedene 
Folgerungen  für  besondere  Fälle  daraus  hergeleitet.  Dessen  un- 
geachtet mnmi  Ich  Rauben,  Dachdem  Ich  iii  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie  zwei  darauf  bezügliche  Stellen  (Seite  450  und  Seite 
650  der  üebersetznnir  von  Sohncke)  gelesen  habe,  dass  der  Satz 
nicht  allein  schon  früher  entdeckt  gewesen,  sondern  auch  wohl  in 
gedruckten  aber  mir  nicht  zu  Gesicht  gekommenen  Schriften  be- 
reite bewieseo  sei ;  und  nur  ffir  den  Fall ,  wenn  der  Herr  Heraue- 

Seber  es  an  und  für  sich  filr  wichtig  genue  oder  als  Ergänzung 
es  Aufsatzes  Nr.  VII.  für  aDgemessen  halten  ifoilte*),  setze  Ich 
den  Beweis  hierher. 


§.  1. 

Es  sei  in  Taf.  i.  Fig.  5.  W.  B^QX~q^  der  gegebene  Win- 
kel .  auf  dessen  Sehenkeln  die  Endpunkte  der  Basis  BC  des  be- 
weglichen Dreiecks  JiCA  fortrücken  sollen,  wodurch  die  Spitze 
A  dieses  Dreiecks  die  Curve  AqA  zu  beschreiben  genüthigt  ist; 
«nd  man  setze 

i&C=a,  AC^b,  W.  BCA^y. 

Femer  nehme  man  den  Scheitelpankt  Q  als  Ursprung  recht- 
winkliger Coordtnaten,  den  Schenkel  QX  als  Abscissenaxe  und 
die  positiven  Ordinaten  y  auf  derjenigen  Seite  von  ^A'  an,  aui 
welcner  der  W.  q  oder,  anders  ausgedrückt >  der  feste  Schenkel 

QBq  liegt. 

Bezeichnet  mau  nun  den  veränderlichen  Winkel  BCX  durch  <p, 
80  liefert  das  rechtwinklige  Dreieck  ACP  die  Gleichungen 

(1)  3f=6sin(9— y), 

(2)  ar.-QC=6cos(9— y); 

aber  aus  dem  A  BCQ  ergiebt  sich 


*)  Jedenfalls  Iialte  ich  dies  zur  Ergänzung  des  vorliertrehenden 
Aufsatzes  als  völlig  angemessen,  veil  dadurch  das  Yerstäiidniss  jenes 
AofaatMH  fSr  nuMichen  Leger  erleichtert  werden  wird.  G. 

Theil  VII.  5 
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QC  _8in(y— y)  __8in  [(y  —  y) -|- (y-  q)] 
a         sio^  «in  9 

 siD(y— y)co8(y~y)   sin  (y— y)  cos  (y — y) 

mq  '         sin  9 

Daher  verwandelt  sich  die  Gletchuog  (3)  in 

siD^  sin^  ' 

und  wenn  man  hier  die  ans  (1)  fliessenden  Werthe 

pin(9-y)=  |,  cos{<p--y)=z±^  1  -  ^ 

substi'tuirt ,  zugleich  beide  Seiten  der  Gleichung  in's  Quadrat  er- 
hebt und  der  Kürze  wegen 

setzt,  so  erhält  man 

^     iVi.r^  cos 5  a^^^cos5^ 
*  ~"68inj~"*^"^sin^ 
...  asindv.  ,  2<i6sind  .«■sind».«* 

oder  geordnet: 

/«V     •     2o.r^  cos  ö   ,  . ,  ,  2«  sin  5       a-^  esind.- 

Diese  Gleichung;  zeigte  dass  die  vom  Punkt  A  beschriebene 
Curve  ein  Kegelschnitt  ist:  und  da^  wenn  man  die  allgemeine 
-Gleichung  des  zweiten  C^rads  zwischen  zwei  Variabfen 

mit  der  gefundenen  vergleicht,  die  CoefBcienten  D  und  U  gleich 
Null  sind,  so  ist  der  gewählte  Anfangspunkt  der  Coordioaten, 
nämlich       der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts. 

Femer  da  gegenwärtig 

^    ,  gflsintf ,  , 

^^PaS^^+'SsSÜ^^  ' 

_        2fi  cos  d 
bsiuq 
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also 


durchaus  net^ativ  ist,  so  niuss  der  erzeugte  Kegelschnitt  io  aJleii 
FälieD  eiae  Ellipse  seio. 


Obwohl  aber  hiermit  der  aufirestrlltr  T.ehrsnfz  schon  erwie- 
sen ist,  so  wird  doch  die  rollende  Krixiifizurii^  desselben  auch 
noch  einiges  Inifresse  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein. 

Am  Anrani;e  der  eben  betrachteten  Bewegung  des  Dreiecks 
BQA  befanden  ^ich  dessen  Ecken  der  Ordnung  nach  in^o^^A^o 
und  die  Bewegung  des  Dreiecks  zwischen  den  Schenkeln  des  Win- 
kels q  ist  eigentlich  zu  Ende,  sobald  der  Punkt  B  nach  Q  und 
der  Punkt  A  nach  K  geflickt  ist.  Wenn  man  nun  aber  den  Punkt 
h  auf  die  Verlängerung  des  Schenkeln  Tl^^Q  fortnirkt  n,  also 
die  Basis  BC  zwischen  den  iSchenkeln  des  Nebenwinkels 
XQB'  sich  bewegen  lässt^  so  beschreibt  die  Spitze  ^  jetzt  eine 
Cnrve,  deren  Anfai»  in  der  Fignr  durch  die  punktirte  Linie  KA* 
bezeichnet  ist»  und  welche  geradezu  «die  Fortsetzung  des 
•lUptischen  Bogens  iloJ^T  bildet 

Uro  dies  zu  beweisen»  wollen  wir  die  Gleichungen  des  vorigen 
Pftiagraphen  auf  diese  neue  Curve  KA!  anwenden»  indem  wir 

W,  aQB'z=q',   W.  B'C'Xz=<p',  W.  B'CA'=zy' 

setzen,  und  bemerken,  dass  die  Richtung  für  die  ^)ositiven  y', 
wenn  wir  die  GleicbnTrj:  (3)  auf  diesen  ffOTipn  Fall  l)t>ziehen  wollen, 
zu  Folge  der  gleich  Anlangs  im  vorigen  i^aragrapben  festgesetzten 
Bestimmung,  nunmehr  nacli  der ien igen  Seite  der  xibscissenaxe  QX 
fallen  müsse ,  auf  welcher  der  W.  XQB'-=^q'  liegt,  so  dass  die  Rieh« 
tuDg  der  positiven  y'  jetzt  der  im  vorigen  Paragraphen  für  dfe  positiven 
Ordioaten  geltenden  gerade  entgegengesetzt  sein  würde.  Ferner 
haben  wir  unter  y'  offenbar  den  convexen  ^Vinkel  B'C'A'  zu 
verstehen,  weil  wir  sonst  nicht,  in  üebereinstinuiunig  nut  der 
GleichuDg  (l)j  worauf  die  Gleichung  (3)  gegründet  ist,  setzen 
töanten : 

A'P*  =6sin  A'  C'X=  b  sin  {tp'  — y') , 

w&hrend  man,  unter  y'  den  convexen  Winkel  verstehend,  aus  die- 
ser Gleichung  den  richtigen  negativen  Werth  für  A'P'  erhält 
Dies  vorausgeschickt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  neuen 
TiTTve  KA'  ohne  Weiteres,  sobald  in  der  GleirfiTiMg  (3)  an  die 
•Stelle  von  y  ,  ^  ^  =  7« — ff  die  GWissen  //' .  ij'  und  ö'—v'—t/' 
treten,  da  an  die  Buchstaben  o:,  a,  ö  Accente  zu  setzen  niciit  nö- 
thig  ist.  Wenn  dagegen  die  positive  Richtung  fSr  die  Ordinaten 
y*  der  neuen  Gleichung  ebenfalls,  <;erade  wie  die  positiven  «  der 
weichung.(3),  aut  die  Seite  des  Winkels  BqQX  fallen  soll,  so 

5* 
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ist  y'  mit  dein  cntgep:pnf!^e8ct/ton  Vorzeichen  zu  oelunco«  uud  da- 
durch entsteht  i'olgende  Gleichung: 

*  +    bslnq'     +      +  b6ing'^(flBmq'^^^ 

Nun  finden  aller  zwischen  den  Constanteii  in  dieser  CleichaDg 
und  denjenigen  der  Gleichung  (3)  folgende  lielationeu  ^tatt: 

also 

sin^r'^siD^,     sinö'=sin(y— gf),  cosd'= — co8(y— qr) 

=sind  cosd; 

und  sobald  man  diese  Werthe  in  die  Oleichun^  (4)  substituirt,  so 

überzeugt  man  sich,  dass  dieselbe  mit  derGleiehung  (3)  identisch 
Ißt,  dass  also  die  Kurve  KA'  nichts  anderes  sein  kann  als  die 
Fortsetzung  der  Curve  AqK, 


IX. 

TSniiT  iitrenfpe  nntl  all^emeiiie  AuflS» 

»uns  der  Hauptauf(B^a1be  der  höheren 

.  Cleodäsle. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Torerinnerung. 

Die  Aufj^ahcn  drr  hdlicrn  Ceodäsio  sind  bisher  ininifir  bloss  nähe- 
rntigsweiüe  mit  Hülfe  der  unendliciien  Reihen  aufgelöst  worden,  indem 
mtin  bio88  einige  der  Anfongsglieder  dieier  Reihen  beraelnichtigte,  ohne 
sich  weiter  auf  eine  liMtimmte  theonCitdie  Untetnaeliaiig  übcnr  die  Cou'- 
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Tccgeas  dletw.  Eeih«ii  wsA  den  Gnid  denelben  eimnlMMD,  d«  wohl 
M  dbni  g«g«BirArtigeti  Zuttande  der  Analysi«  eioe  blost«  Untertuebniig 

de«  von  dem  crstm  Avrp^^clagscnrn  («licdc    iHTvorgchracIitcii  KinfluKsra 
ntrliL  ruit  dem  Auinen  ciuer   strengen   thenrctiKcheii   Untfr^iicliun^  der 
Couver^^enx  der  frugliclien  lleihen  belegt  werden  dtirf,  vtuliei  iibri|j;cnH 
■labe  «olieiiierkt  su  lameQ  i«t,  da««  nan  auf  dieMm  Wege^  und  am 
daa  Taffaergchenden  Gc«icht«|iunkle  betrachtet«  fo  ineHreren  ein  gro««e« 
I«tercs«e  darbirtenden  «cbr  f!ri;untrn  ItcMiItatrn  ^•elllnpt  ist,  wif  /.  B. 
ZQ  dem  bekannten  Lfpendrc  Nclun  Throrrui  für  di«  Kugel,    s«  iiur  mit 
ttecbt  berühmten  Lrweitt^rnng  ttul  kruuiuie  Flüchen  überbuujjt  u.  dgl.*}, 
4|K  Selioalieit  and  Wiehtig^keU  jeder  Kundige  anerkennen  uhom.  Au»- 
mlm  i«t  mir  nicht  bekannt,  das«  man  bei  den  fruglichen  Untersnchun- 
^  ririf    bestimmte  direete    Kücksicht   anf  die   dritte  Coordinatc  der 
Attkte  auf  der  Erdtläche,  nümlich   niif  die   llt»he  derselben  über  der 
Smresfläche  genommen  hätte.   Jedenfalls  hatte  man  wenigstens  bei  meh- 
am  dieser  Üntereachangen  zunächst  and  vorsugsweise  da«  praktische 
BedörfnisA  im  Auge,  und  fand  dann  allerding«  auch  in  der  nahen  Ueber- 
caistinHnMTi<r  der  auf  dem  Wege  der  Iledinung  gefnndenrt!  Hcsnltate  mit 
8BVis«en  unmiuelbar  geme««enen  Kiementen  eine  für  praktische  Zwecke 
ikreieheiide  Bürgschaft  für  die  Richtigkeit  der  ganzen  Operation. 

Diese  und  ähnliehe  Betrachtungen  hallen  niicli  veranlasat,  für  meh- 
rere der  wichtigsten  und  in  der  l*ra\is  um  Häufigsten  in  Anvcndung 
kommende  Aufgaben  der  höherrn  (leodüsie  vöUi«:;  strenge  und  tbfore- 
{isch  richtig«  Auflösungen  zu  «uchen,  welche  ich  nach  und  nach  iiu  Ar- 
lUre  mittheilen  werde,  weit  dieselben,  vie  e«  mir  scheint,  zugleich 
iWBckmftaaige  Hebungen  in  der  Anwendung  der  Lehren  der  analytiachcn 
Geometrie  darMrten,  und  niaclif  in  dem  vorliegenden  AiifMutze  den  An- 
fang mit  der  tutgenden  Aufgabe,  welche  wohl  mit  Hecht  als  die  Hanpt- 
•atgabe  der  gerammten  höheren  Geodäsie  zu  betrachten  ist: 

Wenn  die  L&ngen,  Breiten  nnd  Höhen  üher  der  Meeres- 
flache aweier  Punkte  auf  der  Erde,  deren  durch  die  'Ge- 
sa njmthoit  aller  Meeres  flächen  dargestellte  wahre  «der 
eigentliche  Oberfläche  als  die  Oberfläche  eines  durch  Um- 
drehung einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  als  bekannt  an^e- 
aamnea  werden,  um  ihre  Nebenaxe  ent«tandenen  Ellipsoid« 
«angeschen  wird,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  hori- 
zontalen Projectionen  der  beiden  Winkel,  welrlie  die  >on 
dem  ersten  der  beiden  gegebenen  Funkte  nach  dem  zweiton 
gegebenen  Punkte  nnd  nach  einem  dritten  seiner  Lage  nach 
«jthekannten  Punkte,  und  die  von  dem  sweiten  der  beiden 
gegebenen  Punkte  narh  dem  ersten  gegebenen  Punkte  und 
demselben  d  r  i  1 1  <>  n  seiner  T.  a    e  n  a  ch  unbekannten   1 '  u  n  k  t v 

iesogencn  geraden  Linien  mit  einander  einschlicsscu, 
,  h.  die  Projectionen  dieser  beiden  Winkel  auf  den  dardi 
diaheiden  gegebenen  Pnnk  te  gelegten,  a  n  f  den  d  lesen  Punk- 
te« entspre  rh  enden ,  auf  d  r  r  Ober  f  I  ä  (  Ii  (•  des  F  r  d  e  11  i  p  s  n  i  d  s 
normalen  Hi ch  t  n  n gen  d r  i  S r h  wer k  r  a f  t  «  en  k  i  <  ( Ii  t  stehenden 
i^benen,  —  gemessen  wurden  sind;  so  soll  man  die  Lage  des 
dritten  Punkte«,  d.  h.  de««en  Länge,  Breite  nnd'IIöhe  uher 
der  Mecresfläche  bestimmen. 

Bei  dieser  Attfi^iifre  zeige  ich  Z'i'^leirh,  wie  durch  die  Audosung 
selbst  iin  bestimmteij  Kriterium  für  den  (irad  der  bei  der  Bestimmung 
der  Lage  des  unbekannten  Punktes  erreichten  (jienauigkcit  dargeboten 
«iid,  «elehe«  natnrlleh  ffir  die  Praxi«  von  gre««er  Widitigkeit  i«t,  nnd 


H.  9*  u.  A.  meine  SphäroidiscUe  'rrigonometric,  Berlin 
1883»  4.,  wo  diese  Un(er«ttcknngen  in  jeicmUeher  AnafnhrUehkeit  dsrge- 
•Idlt  lind. 
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h'm  der  Mcinunp,  dass  iniin  wenigstens  bei  der  Festlegung  der  Haupt- 
punkte einer  in's  Grosse  gehenden  jederzeit  sehr  kitstspieliecn  ^eodäti- 
scheo  Operation,  an  velehe  die  Bestimmung  der  Lage  aller  übrigeo 
Punkte  ani:^rsr?ilnssrn  -wird,  sich  der  in  dlcHoni  Aufhatte  rntwickciten, 
oder  einer  ähnlichen  gar  keine  XtilKriiugen  in  Anspruch  nehmenden, 
streng  geometrischen  Methode  bedienen  sulltc.  Wie  man  sich  geodäli- 
adier  Operationen  mit  Hälfe  der  im  Folgenden  entwielteltcn  Mothooe  auch 
znr  n;-cnnnrrcn  Bcstitnmnnp-  des  schon  nahe  hcVannton  Wrrth«  der  Ab- 
plattung des  Erdsphäroids  bedienen  kann,  ist  in  diesem  Autiintze  auch  in 
der  Kürze  gezeigt  worden,  und  in  einigen  nach  und  nach  noch  folgen- 
den Aufsätzen  gedenke  ich  au  seigen,  wie  man  aich  4ie  Data,  welche 
der  hier  nuf^r!  istm  Auffrahc  als  bekannte  Grossen  zum  Grunde  liegen, 
wenigstens  insoferti  dabei  blosH  geodätisihe,  und  nich(  aiirh  astronomi- 
sche Operationen  und  etwa  baronietrisr.he  Uöhenbestimmuugen  inAnwcn- 
dnng^  kommen,  an  verachaffen  imt. 


i-i' 

-  Die  wahre  oder  eiseotlicbe  Oberfläche  der  Erde^  von  u  elcber 
die  Meeresfläche  ein  Theil  ist,  betrachten  wir  im  FoIgeDden  ula 
die  Oberflache  einea  durch  Umdrehung  einer  Ellipse,  deren  Axeo 
hier  als  belcanat  aogenommen  werden >  entstandenen  elliptischen 

Sphh'roifls. 

*^\lie  i'unkte  auf  der  Erde  werden  als  l^unkte  im  Räume  be- 
trachtet,  deren  gegenseiti&^e  Lage  mit  aller  nur  möglichen  Crenanig- 
kelt  XU  bestimmen  der  Haupiasweck  aller  geodätischen  Messqn- 
gen  ist. 

Zur  ßestimmuns^  der  Lage  der  Punkte  im  Räume  benutzen 
wir  im  Folgenden  im  Allgemeinen  ein  durch  den  Mittelpunkt  der 
Erde  aU  Anfang  gcle£;tes  rechtwinkliges  Coordinatensyi^tem  der 
:ryz.  Die  El>ene  des  Erdäquators  soll  die  Ebene  -der  anf  und  die 
£rdaxe  soll  die  Axe  der  2  sein.  Der  positive  Theil  der  Aze  s 
»ei  der  Halbmesser  des  Erdäquators,  von^velchem  ntf  die  ideogra- 
phischen LiiriL^en  von  0  bis  zu  360**  gezahlt  werden,  und  <len  po- 
tiitiven  Thcii  der  Axe  der  y  wollen  wie  so  annehmen,  dass  man 
sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
rechten  Winkel  (anf)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Aze 
der  y  zu  s^elant^en,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss, 
nach  welcher  die  s^eoijrajdiiKehen  Längen  Von  0  bis  300^  srezjihlt 
werden;  der  positive  Theil  der^Axe  der  z  sei  der  vom  IVlittel|)unkte 
der  Erde  uacli  deren  INurdpole  hin  gerichtete  Theil  der  Erdaxe. 

Die  drei  180^  nicht  übersteigenden  Winkel ,  welche  eine  von 
einem  beliebigen  I^mikte  im  Raunie  ausgehende  gerade  Linie  mit 
den  positiven  Theiien  dreier  durch  diesen  l^unkt  gelegter,  den 
Axen  flor  ff,  :  paralleler  Axen  einscbliesst,  von  denen  wir  im 
Folgenden  häutig  (iehrauch  machen  werden,  wollen  wir  die^  Be- 
st immungs  Winkel  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  das  System  der  .ryz  nennen. 
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«■  2. 

Wenn  a  den  Halbmesser  des  Eidl^puiteie  ind  b  die  halbe 
Erdaze  beseieboetj  so  ist 


die  01eirhun2:  der  Oberfläche  der  Erde,  und  folijUcb ,  indem  alle 
DiffereotialquotlenteD  partielle  Differentialquotieoten  öiod: 

du  2df  du  2z 

Sind  nnn  Xi,  «i,  die  Coordinaten  eines  boliebigen  Punktes 
im  Räume  und  x^  y  yi',  die  Coordinaten  des  Punktes  der  Ober- 
fläche der  Erde,  in  nelrbem  die  dem  Punkte  (ari^iSi)  ent.sj»re- 
cheode  V  ertikale  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  sind,  wenn  wir 

setzen»  oach  deo  Prindpieii  der  höheren  Geometrie 

4)  —V—tfi  _  »-^y  , 

dui'        dui'  dui' 

dxi         dyi  di\ 

d.  i,  nach  S) 

w,'      -  -  h' 

die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (ar|itf|2|)  entsprechenden  Vertikale, 
ans  denen  man  Air  jr=0  auch  .i^==U  und 

* — r^^"^ 

erhält^  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  im  Allgemeinen  die 
Axe  der  z  von  der  dem  Punkte  {x^y^Zi  )  entsprechenden  Vertikale 
(geschnitten  wird,  diese  Vertikale  also  in  der  Ebene  des  dem 
Punkte  {Xiyiz{)  oder  (^iV/zi')  entsprerliendon  Erdnirridians  liegt. 
Bezeichnen  wir  die  Länge,  Breite*)  und  Hohe  über  der  Mee- 


Allgemetnheit: 


Worunter  hier  nichl  die  sofenaiiaCe  geoeentritcheBreile,  sonden 
vielüM^  dfe  Polhohe  verstanden  wird. 
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3^1'  =  sio  »1 .  ^ ai'H^i'** 
V=  ^  tang  Äi.  1^  Xi^-^iK 


« '   Wegen  der  Uleichuug  1)  ist  aber 

und  folglich,  weni]  ninn  diese  Gleichung  mit  der  dritten  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  verbindet: 

Also  ist  Dach  den  GleichuDgen  6) : 

Q^COS  0)|  COS  Sil 

*■  ■  ■        g^sin cog^2| 
^    ^'      1^a*cosÄiHft»«»^*  ' 

Zi  =  — —  


and  folglich,  wenn  man 

o*  \aj 


setzt: 


aco»  Gj|  cos  Äi 
sin 


Da  nun  aber  offertbar 

cos »1  cos Aj,  A, sin (»1  cos 52i,  kitAnSli 

die  Coordinaten  des  Punktes  (.riVi^i)  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  (ari'^i'ii')  gelegtes,  dem  öysteme  der  .ryz  paralleles  Coor« 
dinatensysteni  sind,  so  uberzeugt  man  sicli  mittelst  der  einfiichsfon 
Formeln  aus  der  Lehre  Ton  der  Verwandlung  der  CoordhiateD  auf 
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icr  Stelle  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  garnt  allgemein  gAltl* 
§Mi  Ausdrücke: 

a 


a 

«(1— e^) 

VI- 

mittelst  welcher  die  rechte  inklisjen  Coordinaten  ^lyynh  ohne 
groiise  Schwierigkeit  aus  (ü|,.^ji;/f^  berechnet  werden  kunnen. 
Mao  konnte  diese  FormelD  aach  auf  verschiedene  Arten  zur  nume- 
nschen  Rechnung  bequemer  einrichten  und  weisen  der  Kleinheit 
▼on  e  2rtveckmä«slgeNäheni(>2:>:rf)rmeIn  aus  denselben  ableiten»  wo- 
bei wir  aber  jetzt  nicht  vervvciien  wollen. 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (j^iViii)  entsprechenden  Ver- 
tikale sind  nach  5)  und  10),  wie  man  leicht  findet: 

jr=:4rtanga>i. 


«o»  »1  1^1-.e«sinÄi« 
Ist  nun 

13)  ^(*-ai)+Ä(y-yi)  +  r^x-2i)=0 

die  Gieichuns  der  durch  deu  i^unkt  {x^yiii)  gelegten  Horizontal- 
eliene,  weldbe  auf  ^der  dieson  ^Punkte  entsprecJienden  Vokale 
senkrecht  steht  >  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie: ■ 


also 


A  cos     cos  Sil    ^  cosSl^  ^ 

B     sin  »1  cos  Sil  *  ^  * 


und  man  ist  folglich  offenbar 

V   A  =:cos  fi>i  cos  Sli , 
14)    I  BsssinuiCosAj, 
(  C=sinA] 

zu  setzen  berechtigt,  wo.  dann 

15)  /i«+B»  +  C«=l 


1 
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ist.  Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  {asiy^ti)  gdl«gton  Hori« 
xontaleben«  ist  aber  nach  dem  Vorhergendeo 

16)   (a — a:^)  cos  Wj^  cus^i^  -f  — yi)  sin  coj  cos  iJ*!  -f  (2 — z^)  sin    =  0 

oder 

17)   (J?— a?i)  cos     +  (y— ^1)  sin  %  -f-  (2— 2 J  t^^g    =  0. 


{.  3. 

£«  aei  jetzt 

die  Gijeichung  einer  beliebigen  Ebene,  und  m,n,k  aeyen  die  Coor- 
dinateri  eines  Punktes  in  derselben.  Durch  diesen  Ininkt  seien  in 

der  in  Rede  stehenden  Ebene  zwei  auf  einander  senkredlte  gerade 
Linien  und  eine  auf  der  Ebene  senkrecht  stehende  gerade  Linie 
gezogen.  Jede  dieser  drei  cjeraden  Lirnen  wird  dnrcri  den  Punkt 
(mnX)  in  zwei  Thelle  getheilt,  und  für  eliteti  dieser  beiden  Theile 
sollen  bei  jeder  der  drei  Linien  die  Bestinuimngswinkel  in  Bezug 
auf  das  System  der  xyx  durch  a,ß,y;  a^,  ßi,  y^;  a,,  ß^y  H  bezeich- 
net werden. 

Die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Linie  sind: 

X  —  7«      y  —  n   z — k 

cosa       C()8 /j  cosy' 

X — m  y — 7t   2 — k 

cosa^     cosft  ""cosyi" 

Weil  der  Punkt  {mnk)  in  der  gegebenen  Ebene  liegt,  so  ist 
20)  Jfjii-l-i^it+i^ -1-^=0, 

und  folglich 

21)  M{ß—ni^-\^N{3f^^\^K{z^k)-^ 

die  (ileiehung  der  gei^ebenen  Ebene.  Also  hat  man  nach  19)  und 
21)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

jlf  COS  « + iVcos  -f  1l  cos  y =0 , 
üfcoscriH-iVcosi^i  -f  Arcos}'^=0. 

Weil  aber  die  beiden  durch  die  Glelchuni^en  19)  charakterisir' 
teu  Linien  auf  einander  senkrecht  btehen,  so  ist 

23)    cos  «cos  a,  -|-  cos/9cos  -f-cosycosyisO, 
und  ausserdem  hat  mau  die  bekaonie  Gleichung 
24)  co8ai*+cosft2  +  cosyi*=L 
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Mit  HfiUe  der  drei  tileichungea 

♦ 

i      Mcos  a,  +  iVcos  ßi  +  JTcosyi  =0, 

25)        J  cos  a cos  a,  }  (  ns|j  TOS,  |jj  f  cos  y  cos yi  =30, 
\  codoi^-fcosfta^^y^a—l 

kaoD  man  ft,  71  aas  er,  5,  y  md  M,  IT  finden,  indem  man 
dnrcb  AuflösuDg  dieser  drei  Gleichungen  in  Uvzu<r  auf  cos  ,  voaßi, 
cos  Vi  als  unbekannte  Grössen  sehr  leicht  die  folgenden  Formeln, 
in  Jenen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beaieheD, 
erhält: 


2t)) 

Ncosy —  Kcosß 


V  (ifco8/S~Acos«)'^f(iVcosy— ä'cos/J)^+(A:cos«— itfcosy)«' 

o      •  /Tcosfif  —  .Vco-sv 

C0SPi=4:   — -   ' — —  — . 

oosvi = i   ,  

T  (iWcos/J— Aco8a>^f(Acosy-A'cos/^)2f  (Äcosa— iifcosy)*' 

Weil  aber 

(üfcos  /J--iVco8a)2-|-(iVcos  y— A'cos.5)2  f  (Äco^»      J/  cosy)» 

i=il#a(cos/S2+cosy2)+Ä2(cosyHcofe.f.^)+A'2(co8«2-|^o»/S^ 
—  2  (üiVcos  «  cos  j3  -I-  i^iC  cos  ^3  cos  y  -f  KMcosy  cos  a) 

und 

cos  «2 -|- cos  jS^ -|- cos  y^  =  1 

ist,  80  i«t 

(ilf  cosjS — A'cos  a)  2  ^-  (iY  cos  y — cos  /S  )  *  +  ( A  cos      jtf  cos  y)** 
=  M^sin  cfi  +  A'«8in       JtasiD  y» 
— 2{iIf/V  cos«  cos  +iVX^cos/}co«iy -f  JOf cos  y  cosa). 

Wegen  der  ersten  der  beiden  Gieichuugen  22)  ist  aber 

+2  (ilfi^eosacos  ß + NKcoBßeos  y  -f  KM  cos  y  cos  u) , 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  zu  der  vorhergehenden 
addirt: , 

(üfcos  — iVcos  «)« + (iVcosy  —  JSTcos  ß)^  +  ( A  cos  «—  Mens  y)'^ 

Also  ist  nach  2$)  mit  fieaiehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander: 
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_  iVcosy — Kco^ß 
1        „  jfcogg— Jfcosy 

27)  1 

i¥  cos  |3 — Ncosa 

Die  Gleichungen  der  in  dem  Punlde  (rnnA)  auf  der  »Bgebenen 
Ebene  senlcrecht  stehenden  geraden  Linie,  welcher  dieBeetimmangs- 
wlafcel  a^hf»  eateptechen,  sind 


X — m  y — )i 


'cos  tt^    cosh  ^^^7%' 
und  nach  den  Principien  der  anaLytischen  Geometrie  hat  man  die 
folgenden  Gleichungen :  ' 

von  denen  jede  eine  Folge  aus  den  beiden  andern  Ist.  Mit  Hälfe 
dieser  Gleichungen  und  der  bekannten  Gleichung 

30)  cosa2a+cos/3a»  +  cosya*=rl 

erhalt  man  mit  Besiehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander leicht: 

■  K 

81)        cosß.i=-l.  Yj^t^  A'-i+X» ' 

.  K 

Au«  den  Gleichuns^en  27)  und  3l )  erhält  man  auch  leirht  die 
folgenden  Formeln,  in  denen  sich  die  ohern  und  uotern  Zeichen 
ebenfaiis  auf  einander  beziehen  : 

i'  cos  «1  ~  +  ( cos  ß  cos  ya  —  cos  y  cos  §2), 

32)     J  co8ft  =  ±(cosycosc(2  — cosf/cosyj), 

'  cosyi  s5:l:(coS(irco8j3^<-'COs/Jco8firs)* 
fi*  ^ 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  0|>  O«,  O3  drei  Punkte  auf 
der  Erde  sind »  d^ren  Längen ,  Breiten  und  Höhen  fiber  der  Mee- 
resflttche  >vir  respective  durch 
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ii0t>Ai,A|;  a%,  Si^B  h^i  a^»  O^, 
bexelchoeD.  Die  den  Punkten  O^,       entsprechenden  Gru«8eu 

«Ol»     ^;  «9»  ^ 

werden  als  bekannt  anceooinnu n ,   und  es  kommt  nun  darauf  an, 
aus  denselben  mit  UCilie  geodätischer  Messungen  die  dem  Punkte 
«ntsprecbenden  Grdsseo       Si^,  abzuleiten. 
Zu  dem  Ende  messen  wir  mit  dem  Theodoliten  in  dem  Punkte 
Ol  die  horizontale  Projection  Ei  des  180^  nicht  übersteigenden 

Winkels  O^ÖiO^  und  den  90^  nicht  ubersteigenden  Neigungswin- 
kel Ji  der  Linie  O1O3  gegen  die  durch  Oi  gelegte  Horizontal- 
ebene ,  und  eben  so  in  dem  Punkte       die  horizontale  Projection 

£a  des  180«  nicht  übersteigenden  Winkels  (JJJ^On  und  den  90« 

nicht  iil»ersteigenden  NeVjfungswinkol  ./._.  der  Linie  gegen 
die  diir(  }i  gelegte  Hoi  i/.nntalebei»e ;  so  haben  wir  alle  Data, 
welche  zur  Üestimniuu^  der  Grössen  0)3»  Sl^,  A3,  d.  h.  der  Lage 
des  Punktes  O3,  erforderlich  sind,  wie  nun  gezeigt  werden  solL 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  Ot  and 
0._>  in  (]cm  Systeme  der  xyz  durch      ,      ,      und  .r.2  ,      '  '2' 
haben  wir  2u  deren  Bestimmung  nach  11)  die  folgenden  Formeln : 

(  J?i=(Ai'f^,     f.  JcosiDtCasi^, 

33)   j  yi =(/ii  +  ^  si"  «1  cos  Sl, , 

\  T  1 — ^  sin  Sli^ 

und 

■ 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  die  Coordinaten  ai,  yi,  zi 
nnd  x^f  ^9  Xt  berecSinet,  so  sind  nach  16) 

36 )  (a:^ai)  cos  »1  cos  +  (y — sin  «i  cos  %  +  (2  -  n)  sin  i?i  =0 
nnd 

36)  («— ^cosaiaCOSi2^-{-(y— ^sincoa  cos.j^-|-(x— 2B)siDif2=0 

die  Gleichungen  der  durch  Oi  und  gelegten  HoriaEontalebenen» 
welche  nun  auch  leicht  entwickelt  weiden  kOnneu. 
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Sind  nun  P,  Q  zwei  Hfilfinrinkel«  so  bat  man 'zur  Berech- 
nung der  Linie 


die  folgenden  Gieicliungen : 

IXi — x^— Ol  O2 .  coe  P  coa  Qt 
^1  —    = Ö7O2 .  sin  Pcoa  Q, 
2^— a^  =  0|Oa.aine; 

mittelst  vvelclier  nach  einem  bekaoiiteu  Verfahren  0|  O.»  immer  leicht 

gefunden  wenlen  kann.  Ist  aber  O1O2  bekannt,  so  ergeben  sich 
ieBestimmungs^inkel  91 ,  ipi,       und  rp.is   ^^'2?  X-i  <'er  L«iuien 

O1O2  und  Oj)6^  in  Bezug  auf  das  k^ysteui  der  0^2  leicht  mittelst 
der  Formeln 


38)  co8yi=:  ^  \  cos  vi=^       >  coaxi 


r 

und 

3»)  C08y.,=  C081fe  =  %^.  COS  Ä= 

Ißg  f/f  f/i  (/n  l#i  Ulf 

Bezeichnet  man  nun  die  ße8timnuin^s\vinke!  der  Projectioneiv 

der  Linien  OiO^  und  O^Oi  auf  den  durch  und  O2  gelegten  Ho- 
rizuntalebenen  in  Bezug  auf  das  System  der  ayi  respective  durch 
9i*  i^if  Xi  "»  W2*  %i'  man  zu  deren  ße^timniuoe 

nach  den  Formeln  in  der  Abhandlung  >ir.  XXXV^llI.l.  in  Theil  VI. 
Heft  III.  >  wenn  man  die  iliten  absoluten  Wertben  nacb  90^  Dtcbt 
fibersteigenden  Hfilfswinl^el  fii  und  fi«  mittelst  der  Formeln 

40)  sin    =  cos  fi>|  cos  %  cos  ipi  -|-  sin    cos    cos  ^  -|~  ain  ßi  cos  jj 

und 

41)  sinflt=:C08«li€0Si4C08^4'SinOiC08i4G08^-|-8nij?t<^62K 

berechnet»  die  folgenden  Formeln: 

cos  9i  «-ab  ii|  cos  (Df  cos  Pi 

cos  m .  =  ö  Q  ra  1 

COSflg 

^  cos^r^—sin^j  8in€i|CoaÄ. 

42)   sco8tü.=  —  *- 

.     cos%|  — sin^i  e\nQi 
und 


oder 
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coa       sio  «i  CM  ttto  coAllw 

cos  <P  a  =         T  ti , 

Ai\   )^   ./     COS  if^j  —  sin|M,sin  w-cosi?t 


ciw9i  fang  fit  CM  «t     ^1  > 

44)  jcoa^i^^g— teiigfiiSW«iCMÄ|, 

.  COSYi 


viid 


^  *  "cösTi  cos  fl)a  cos  . 

4oj  ^  cos  ^ji=~— —  tangfijsin  cosßa, 

bei  deren  Vereinfachung  durch  fiinlOhnilig  von  HflifflwiDkelD  wir 

uns  nicht  aufhalten  wollen. 

Nun  denke  man  sich  in  cIph  durch  Oj  und  gelegten  Hori- 
zontalebenen  von  Oi  und  aus  auf  den  Projectionen  der  Linien 
OiO^iindO^Oi  auf  deu  in  Rede  stehenden  Horizontalebencn  senk- 
Techt  stehende  Linien  auf  denselben  SeHen  dieser  i^rojectioneo, 
auf  denen  die  Projectionen  dei'  Linien  O^O^  und  O^O^  auf  den  bei- 
den Horbsontalebenen  liegen ,  gezogen ,  und  bezeichne  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  tiestimmungswinl^el  der  l>eiden  errichteten 
Perpendikel  in  Bezug  auf  da«  System  der  xyz  respecttve  durch 
Xi"  und  V'/y  V>  X'/'  Ferner  denke  man  sich  von  den 
linkten  O.  und  aus  zwei  auf  den  durch  dieselben  gelegten 
norisontaiebenen  senkreciit  stehende  Linienjipr  den^Seiten  dieser 
Horizontalebeneii»  «uf  welelien  dieLbien  O^O«  und  O2Ö3 liegen, ge- 
zogen ,  und  iHncIcline  deren  BestinunnttgswinKel  in  Bezug  auf  das 
System  der  xyz  respective  durch  9/',  t/;,"',  Yi'"und«b*',  ä*. 
Daou  hat  man  oach  31),  32)«  35)  die  Gleichangen: 

{  cos  tpi'"  —  ±  cos  (Ol  cos  ß,  , 
46)    I  cosa/;,"'  =  4:8ini»iCOS%, 
\  cos2i"'=:l:8in£Z*i 

und 
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1 106  ^*=±  (cos  COÄJi'*— CO»  Xl' < 

47)  J  cos  ^•=±  (cos  jä'cos  ^i**— CO«  55i'co»3(i*), 

l  cos  (cos9?i'cosi^i'" — cos  t^j'  cosqpi'"); 

und  Dach  31),  32),  36)  hat  man  die  Gieichnngen : 

\ 


cos  92    =  i  cos  0)2  cos  ^2  » 
48)    j  cos  i/;2"'  =  +  si n  0)2  COSÄj, 


( 


cos  ^^'^  =: 


und 


icos  (p,/  —  ±  (cos  i^^2'  COS  Xa'"—  cos/^a'  cos  i/.'2"')» 
cos     = + (cos  xa'  cos  9)2"'—  cos  93»'  cos 
cos  2b^=J:(cos^'  cos^^-HJos  ^'cos  ^*), 

Bemerken  wollen  wir  noch«  dass  sich,  wie  man  leicht  findet, 
die  Formeln  47)  und  49)  auch  auf  folgende  Art  ansdrOcken  lassen: 

/        „     .  cosyisinAi  —  cos  Yi  sin  (Ol  cos  52i 
l       ri  COS|ii  * 

>      .  //    —  cos^isinÄi— cosxicoswicosfli  - 
47*)  <cosipi"5=i  —  *  *  Ä 


„  ^  (co»9Px  sin  Cl)^  —  cos     cos  Oi)  cos 


**         —  cos  |Lti 


und 


//        cosij  ,  sinP^  —  cos 7^ sin  (»2 COS i>2 
cosqjib  =i —  ~ — m  ~~~> 

^"  C0Sfl2  , 

1         »    -r-  COS  0)2  si  n  % — cos    cos  CO2  COSÄj 

49*)  •('»•*»  =T-^  55^^;;  . 

„       ,  (COSGPaSioQa — cos  ll'iCOSCd«)  cosß« 

cosih*'=±^^ — ^  ?  — --^^^  ^; 

C0Sf<2 

wo  hnmer  dife  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen 

Ob  man  in  den  vorlieru;ehendf!n  Formein  die  obern  oder  un- 
tern Zeiclien  zu  nehmen  hat,  lässt  sich  in  jedem  einzehien  Falle 
nur  ans  einer  besnrtflrrpn  Anschauung;  beurtheilen ,  und  allgemeine 
Regeln  lassen  sich  darüber  nicht  geben.  Da  man  übrigens  die 
Richtung  eines  Theils  der  Axe  der  2,  weiche  als  der  einem  jeden 
Pnnitto  auf  der  Erde  entsprechenden  Weltaze  *)  parallel  zu  betrach- 
ten ist,  stets  vor  Augen  hat,  so  wird  sich  immer  leicht  heurthei- 
len  lassen,  ob  die  WinLol  p'"  und  y-/^  "hl"  sp>fz  *>der  stumpf 
sind,  und  daher  wird  immer  auch  leicht  überhaupt  über  die  Art,  wie  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen  sind^ 

eine  besthnmte  Entsdieidung  gegeben  werden  kOnnen« 

  _  • 

*)  Im  Sinne  der  tpliiriichen  Attronomle  gespredten« 
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BezeicbDen  wir  nun  aber,  in  Hoziiu;  auf  die  Projectioneii  der 
Linien  OiO^und  O2O1  auf  <1en  durch  Oi  und  gelegten  Horizon- 
taiebcnen  und  die  vorher  auf  diese  Projectiooen  von  O^Ox  und 
OjOi  in  den  beiden  H<>rr/onf;iI<'lM'nen  und  auf  diese  letzteren  s<»fl>st 
von  0|  und  aus  erricfitcteii  I*t'r|HMHlikel  als  positive  Theiie 
zweier  rechtwinklii^en  CoordiiiatensystenH»  mit  den  Atilaniispunk- 
teii  Oj   mal   O.,,   «lic    Hestiniiiiunijswinkel  der  Linien   (>i(Jj  und 

ÖjOj  resi»ective  durch  91^',  1^1^' »  Xi^^  uud^^'^y  '^'2"»  5 
)at  uDter  aen  gemacbteD  VorausMietzungen  offeobar  id  völliger  All- 
gemeinheit : 

SC06  9|'''=  cos  El  cos  * 
cos  "^'^^^  sin  El  cos  J| , 
^  <^os3[|"^=sin/| 

und 

ICOS  ^'^^  =s  cos  E2  cos  i/f , 
cos'tfi^'l^  =:8iniS^cos  Jt, 
cos       =  sin 

Bezeichnen  endlich  ^i',  t|;i'  ,  xi'  und  >  >  ^2'  J*^* 
Htimmuni^swinkel  der  Linien  O3  und  O^Oj  iuBezus;  auf  das  System 
der  xtfz,  so  ist,  wie  leicht  aus  einem  belcannten  Satze  der  analy« 
tischen  Geometrie  erhellen  %vird: 

cos  Vi  ^  =  c*>«  9i  Vi "  +  91*  cos  ^1 "  -f  cos  y  1  cos  %, ' ' , 
cos  'ipi  cos  cos  ipi  '^-fcos  cos  ^-cos  cos^i ' » 
cos  Xi = cos  xi'  cos  (jPi    + cos  %i**  cos  %    +co8  fi"  cos   '  ^ ; 

und 

I  cos 92 '  "       '/^i' Vä""^^  +  cos ({2^ cos  1^.»^'  +         2'" <^^^X2 ' ^  » 
S3)    <  cos^'  =  C06     cosya"  +COS      cos  i/'a^'  1  cos  i^^a "cos^a^' , 
[  cos  jfe'^ss  COS  j^' cos  Va"^ + cos  j&i*  cos  ^1^'  +  cos  Xit^'cos  . 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  Formeln  auch  auf  folgende 
Art  ausdrucken : 


I tpi  -fsin  £1  co89i'')~l-<^^n Ji  cos yj'", 
i  v/ +<»in  £1  coe^^)-f sin  J|  cosvi'*, 

Xi '  +  sin  JEi  cos  xi  '0  f  sin    cos  xi"' ; 
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Icos =:  COS    (cos cosya'+siii     cos  gj^")  +  sin      coiri  , 
cos         cos    (cos     cos  v«'+sin^«cos^/) + sin     cos  y 
cos  X«      W«'»  (CQ«  ^«  cos     +siD     cos  X.*) + X«'^- 

Berechnet  man  die Hülfswiokel  F»,  Cr\,       und  F., 
mittelst  der  Formeln 

56)  taiigF,=^^„  te«>S<»i=^^7,- 

iiod 

57)  taDgf  .  =  — ^,tasgGt==j;j^,tangÄ,_j3^, 
so  wird 

/         r         7  cosqyt^'sipCj^  +  Fi)  , 

[  cos  g»i  =  cos/i          cos  Fl  *  ' 

58)  jccsy^y^cos/i  cosW  cosv.^^^^ 

t         „  ,  cosYi"sin(£i -|-/^)  ,  .   F  iw 

f  cos  xi ^  =  cos/i  ^^^^ti"* 


ind 

/         „         ,  co»«»*sin(-Ei  +  Fa)  ...  ^ 
[  cosg>Ä^=cosJi  ^cosfC  > 

59)  jco8v^''=cosJi   cosgT  > 

f  r  /  cosi^'^sinC^a  +  ^J  .       /  /// 

[  cos %« '  =  cos  r     •'a  «-o«»  X3  • 

Berechnet  man  aber  ferner  die  Hülfswinkel  Fj',  Cr/,  f^/  und 
F*»',  €ra',  ^a'  mittelst  der  Formeln 

l  cos  9^1'"  cos  Fl  • 

(50)    jtangG,  =     cos  v>t^^  cos  C^i 

f  ,  cosxt"8iii(£i-H^i) 

l  -  cosxi'"co8//i 

/  .      ^ ,     cos  y2^^sin(£2+  ^a) 
1  tangF^  =■"  cos9>a'"cosFa  ' 

61)   Jtang{;»=     eosv^-'cosCra  . 

f  *         /     cos      sin  (£2-1-^2). 

^  tang/fs  ==— si^-^-:s;i5f,  ' 
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m 

~"  cosF,' 
©2)  <  cosv^i'  =  ~  7,-7  ^> 

-  CO8/// 


COR' 


und 


cos  W2"  si  n  (./,+ Fa) 

co»v.'=  ^/v  • 

63)  Jcosv,>-=/^^"'^'°i-^?-^g»^^. 

J  ^*  COS  62 

.    cos  1^^^  sin  jJ^^H^) 


Die  GleicbuDgen  der  LieieD  0^03,  O^O^  nebet  ihteb  Verlfin- 
gmDgeo  über  die  Puokte  Oi »      hinaus  dind  nun 


und 


'  cos9|^'    coSY^*^  cos;(|' 


cosya^    cosv^^  cos^ja*^' 


und  es  kommt  jetzt,  um  die  Goordinaten  0:3 ,  jj^,  Z3  dee  Punktes 

in  dem  Systeme  der  xyz  zu  finden,  bloss  auf  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  des  Diirrhschnittspunktes  der  durrh  die  Gleichun- 
geo  64)  und  60)  charakterisirten  geraden  Li?iifn  an,  wozu  eine  be- 
«iondere  Anleitung;  zu  ^eben  hier  unnütze  Weit! äuügkeit  sein  würde, 
weil  die  analytisäe  Geometrie  alle  dazu  nüthigen  Hülfsmittel  dar> 
bietet  Da  aber  wegen  der  uoTermeidlichen  ueobacbtungsfehier 
die  durch  die  Gleichungen  64)  und  65)  charakterisirten  geraden 
Linien  sich  in  den  meisten  Fällen  dPir  nicht  schneiden  ^verden,  so 
wird  man  auf  die  Art  zu  verfahren  haben,  da*is  man  die  Coordi- 
naten Xi,  Yt,Zi  und  X^,  Y^,  Z2  derjenigen  Punkte  der  beiden 
ni  Rede  stenenden  geraden  Lmien  bestimmt,  welche  den  klein- 
sten Abstand  von  einander  haben ,  und  dann  die  arithmetischen 
Mittel 

i(jr, +-xi),  4 ( Fj  +  n),  KZ, + z^y 

als  die  wahrscheinliclisten  Werthe  der  gesuchten  Coordlnafeii  .rg, 
23  des  Punktes  O3  betrachtet.    Zugleich  aber  ^vird  mari  auch 
immer  die  Grösse  des  Abstanden  der  beiden  Puokte  (A^  F^Zj)  und 
(X^Y^Z^  ermitteln«  um  ein  Maas  fülr  die  bei  der  Bestinunung  der 
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Lage  des  Punktes  erreichte  Genauigkeit  /ti  haben,  weil  man 
dio«JO  rJonauigkeit  <lom  ir»  Rede  stehenden  Abstände  iiin^M'k«'hrt 

Jjroportiuiial  zu  s<'t/.('n  l»erf cliti<;t  sein  wird.    Eine  aUgeiiieiiie  Aii- 
eitung  zur  Austuhruii«;  der  betrcüenden  Rechnungen  soll  im  fol- 
genden Paragraphen  gegeben  werden. 


§.  6. 

Die  Gleichuugep  zweier  geraden  Linien  im  ixuuine  seien 
überhaupt 

\    cos  «o     cos  Bq  cos  Vo  * 

66) 

f   C05«|      co«»/:^^  cosyj 

Da  die  gerade  Linie,  durch  irelche  die  kürzeste  Entfernung 
dieser  beiden  Linien  von  einander  bestimmt  wird,  bekanntlich  auf 
einer  jeden  derselben  senkrecht  stellt,  was  sehr  leicht  synthetisch 
bewiesen  werrlon  kann;  so  haben  wir,  wenn  die  Gleichungen  der 
in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 

bezeichnet  werden  ,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geome- 
trie die  Gleichungen: 


68) 


^  .  cos      ^  cos  1/;     cosyo  ^  cos  y 

coso^  *cos9)    co««^*  C0S9»  ' 

^     cosft   cost|>    co»yi  cosx 

coso^  *€089»~'~co8a|  *  cos  9  ' 


aus  denen  sich  leicht 


69) 


/  cos       cos  )'o  cosui  ^  cos  tt^^ cosyi 
1  CCS  <p     cos/i(>cos7i  —  cos  y„cosj^,  ' 

cos%  cos  cfp  ros     —  cos     cos  «| 

cos  9    cos  ßQ  cos  Yi  —  cos    cos  ' 


also 


.  cos yo cos«.  —  cos  n,)  cosv, 

C08^=:  i  i>  ^COSO^ 

COS  Pq  cos  Yi  —  cos  Yq  cos  pi 

)  cos  y  =  cosc^cosft--cos/?oC08c-, 
(  -cos/^cosyi  —  cosyo  cos/3|  ^ 

ergiebt.   .Nimmt  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichung 

71)  coS9^-|-cos^+cos)^=l, 
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uod  setzt»  indem  J  eine  positive  Grosse  liezeichuet«  der  Kfirae 
wegen 


Ä  (cos     cos  /?!  —  C08/}oC08«i)H(c08  A>COS]f|  —  COS/«  €0«A)* 

^  +(co8  yo^^os»! — eosaocosyi)^ 

oder,  wie  mau  hieraus  mit  Uülie  der  iiciden  Gleichviigeii 

73)    \  *^®»«o*+<^*>»/^o*+co8yo*=l» 
i  co««i"+co8/Ji*+cosyi*=  l  ^ 

leicbt  findet: 

74)    J2 = 1  —  (cosoto  cos  «j  +  cos  /J^  cos    -|-  co<%  yo^o»  n  ) 

80  erhält  inaD  mit  Beziehung  der  obem  und  uDtern  Zeichen  auf 
einander : 

^^y^y^  j^c»^f^uCosyi  — cosyaCOS/3, 
75)'    l       ^—         /o  ^Q-^  «1  ~  cos  gp  cos  y, 

^.Q^.  ^_  j_  cos  «o  COSft  ^C08  /g»C08  tt, 


76)    COS]Os:C08ab<:<»8«l  +  <:08A>C08/}|+G08yoC1Wn< 

uud  luao  kann  also  die  Gleichungen  75)  auch  aul*  folgende  Art 
ansdracken: 

cos^j,  cos  yi  —  cos  y«  cos  A 

77)    1       T    j-  smto 

-  cos  O)  cos  ft  —  cos  j^oCOS  «i 

cos}[=J:  -2=  -* 

*  sinto 

lUnechiien  wir  ;ib(  i  flie  Hiill'd^gröisseii  jfi?,  6',  //,  Ii  eine 
l'oMtive  Grösse  sein  soll,  auf  bekannte  Weise  mittelst  der  Foruiein : 

B  cos  Cr  COS  ffs^  COS/^o  COSy|— C08  yg  cos  ßi  , 

7S)  l  R  sin  Cr  cos      cos  yo'cos  «i  —  cos    cos  fi , 

ß  sin        cos  cfy  cos  /J^  —  cos  /Jj,  cds  ; 

80  ist,  wie  man  leicbt  findet: 

79)  J=:Ä, 
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und  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  aui  einander : 

/  c68  (p=  4:<:o8  G  cos  £f » 

80)     <    cos  1/;  =  +  sin  Cr  C08  /f, 
\  cos  3j= +  sinif. 

Sfaid  2L,  Fo,  Zq  die  Coofdinatcn  dos  Durchschnittspnokts  Vier 

tesuchten  Linie  mit  der  ersten  der  beiden  geg^^eoen  XiioieD ,  so 
abeo  wir  oadi  Cid)  und  67)  die  Gljßichungea 

cosor^  ,      cosjS^^  cos/o 


also 


cosg»         cosi//  cos^ 


und 


Ans  difisen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sieb 
durch  Elimination  von       und  Zq  leicht: 

Aq  —  :ro  _  (I— -rp)  cos  i^  —  (^^~yo)  cos  y 
coso^       cos    cos       cos /Sq  cos  9  ' 

^  _(|-^go)cosx— (S— ao)co8y 
cosob        coso^cosx — cosyocos^  ' 


84) 


al8o>  wie  Merans  ferner  leicht  folgt: 

85)  (cos  /?o  cos  X  —  cos    cos  v)  (I — ^o) 
+(coÄyoCOS^— cos«^co83t)(i|— yo)     }  =0. 
4-  (cos  «0  cos  v^— cos    «"0»      — ^) 

Ganz  auf  ähnliche  Art  erhält  man 

86)  (cos  /3|  cos  X—  cosyi  cos  v)  (I  — a?i) 
-I-  (cos    cos  9  ^ —  cos  «j  cos    (i^ — )    I  1^  0. 
+  (cos  «fi  cos  V— cos  Ai  cos  qt)  (£—«1) 


I 
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Sehr  leicht  erhält  man  nun  luittebt  der  Gleichuogeu  76)  uud 
77)  und  der  Gleichuageo  73)  die  folgenden  Aiivdriicke: 

cosjS^cosx— cos/ocosv^i*  jjj^  , 

87)    ^  co8Yoeos<p^eo8aQCosi=^-t          s\nw   ' 

«            __  cos  Ti  —  cos  Vo  cos  w 
coscvicosv'^cas/^cos^^  T — *  ^t'J  


und 


_  cos €t(i  —  rosa,  cos to 
cosftcosjj-cosyicosv^j:  ^  -   . 


<  cosy^cosy  — cos«!  cos;£=i 


ms    —  COS /Si  eostr 
sinto 


A            ■  cosvo  —  cos  Vi  cos  IC 
co8«iCosy-co«Acos9==± —  1 

und  kann  also  die  delcbangen  85)  und  86)  auch  auf  folgende  Art 
darstellen: 

89)  (cos  ff|  —  cos  0^  cos  w)  (|— ^o) 
+ (cosyi  —cos  yo  cpsto)  GH«^ 

und 

90)  (cOSOr^) — COSCIfiCOSlü)($ — ^i) 

-{-(cosA»— cosAcosto)(i2— ^i)  \  =0. 

H-(cosyo — cosyi  cosis)  (t— «i) 

Denkt  man  sich  nun,  was  offenbar  verstatiet  ist,  den  Punkt 
U'IÖ  mit  dem  Punkte  (JV^KoZo)  zusammenfallend,  so  hat  man 
Dach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  der  Coordinateo  Aq,  JKo* 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^    ^0 — ?/n    "^a  — *o 

coscfo       cüs^'y     cosy^  ' 

(cos«^"— coscicA«w)(Jo'-^i')  )  '  ' 

f  (cos ßo—  cos ßi  cos tp) ( lo  —  3/1 )    [  =0 ; 
+  (cos  yo  —  cos  yi  cos  to)  (iSo — ii)  ) 

und  eben  so  hat  man,  weim  Xi,  Vi,  die  Goordinaten  des 
Burchschnittspiinkts  der  gesuchten  Linie  mit  der  zweiten  der  iiel- 
^en  gegebenen  Linien  bezeichnen,  aur  Bestimmung  dieser  Goor* 
<iinateD  die  folgenden  Gleichungen: 
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cosaj        cosßi  cosyi 
(cos  iKj  — «cos    cosio)  (ifi  ~~aeo)  \ 

+  (coiift— co8ft)CosMj)(Fi— yo)  [  =0. 
+ (cos  yi  —cos/o  cos  ic)  (Z^  — 2©)  / 

Diese  beideo  Systeme  von  Gleichungen  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  ausdraclcen:  * 

^r;;^l^__  jo — .Vo  — 

(  COSOq  —  C08«4  COaw)  {Xq — JCq  —  (Xi  — Xq)  \ 


und 


€08  aj'       cosj^i         cosyi  ' 


+(cosA— cos/SoCostoXFi— yi— (yo— yi))  }  =0; 
und  erhält  nun  mit  Hülfe  der  Gleichung  76)»  wenn  der  Kürze  wegen 

91)    J5Q)~(C0S«0 — COStfiCOStü)  (Wi — Xq) 

+  (cosyo  — cosyi  co«w)  (^i— 2(>) 

und 

Ö2)  Äi  =  ( cos«|  —cos tto  costo)  (^o^<^) 
+  (cos/9|— co8/?ocosto)  (yo— ) 
•4- (cosyi— cos/oGosto) (2o — z^)  ' 

geatzt  wird,  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Ausdriicke. 

Y        —  *^  co»a,^ 


93) 
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oder 


und 


■ 

Zt  =  Si  "l"  — ; — • 
*      ^       *  Slow* 


Setsen  wir 


so  ist 

K^y~  Lq-\-Li  cos w, 


96)  . 

Bezeichnen  wir  die  kürzeste  Entfernone  der  beiden  gegebenen 
Liinlen  von  einander  durch  C7,  so  Iäs8t  sich  dieselbe  leicht  mitteist 
der  folgenden  Formeln  berechnen: 


Ucos  Fe  OS  ir=  Xq — , 

\ 


99)    1  (/sin  reo«  ir=  Fo-?',, 


C;8in  |F=Zi,— Zi; 
wai»  nicht  weiter  erliiuicrt  zu  werden  brauclit. 
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Wenn  mao  aus  deo  vier  Gleichungen  6^  die  drei  GrSssen 
Xy  V,  z  eüminirtj  so  erhält  man  als  Bedinguit<;sg|eichung,  dassdie 
beiden  ^^egebeneD  geraden  Lioien  sich  scbneiden»  die  foigeode 
Gleichung: 

100)    (cos  ft)  cos  yi  —  cos    cos  ßi )  (.r^ — Xi) 

-(-(cos/o  cosufx --cos«^cos7i) O^o-^yi)  \  =0, 

-f-(C0SCK^C0Sft  —  COS^o  COS«|)  (2q  —  Z^) 


§•6. 

Fndeni  wir  jetzt  wieder  zu  §.  4.  zurückkehrer» ,  kommt  es  nun 
iMK  h  darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  ans  den  liefiindenen  recht" 
wifikligen  roorditKUeu  ,  ,  z-^  des  Punktes  O3  die  Grössen  CO3» 
"3>       abgeleitet  \verden  können. 

Bekanntlicli  haben  wir  zwischen  diesen  sechs  Grössen  i^Xe  drei 
folgenden  Gleichungen: 


101) 


'S 

a 


% = (A3  +  T7====)  sin 


Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  bich 
auf  der  iSteüe 

102)  tang(^=^, 

mittelst  weklier  Forniel   ojj   ohne  alle   Zweideutigkeit  gefunden 
wird,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  ift  Folge  der  beiden  in  Rede 
stehenden  (ileichungen  cos  (4)3  immer  gleiches  Vorzeichen  mit 
sin      stets  gleiches  Vorzeichen  mit  hat. 

EliiTiinirt  man  aus  der  ersten  und  dritten,  und  aus  der  ZM'eiteo 
und  dritten  Gleichurm  dio  GrWsse  .  so  erhalt  man  zur  Bestim- 
mung Ton  i<^3  die  beiden  lulgenden  Gleichungen : 


103) 


cos  (03  cos  ^'^3    sini23    i^l  ^  e^sin  SiJ^^ 


sin  »acosßa    «in        V 1  — c^siuß^« 


oder 


104) 


91 

sin  o,    ^  "  V"i  -  t;*si^il7^' 


and  folglich»  wie  man  hieraus  leicht  findet; 


105) 


 zir::: — J  — 


aino,  ^  "^l+(l— «s«)taDgÄ,«' 


»voraus  sich  nach  <;(  lir.riuor  Kntwirkelung  zur  Bestimmung  von  Sl^ 
die  beiden  folgeudeu  (ilekhuugeu  den  vierten  Grades  ergeben : 

106)  tangÄj* 

cos  (»3  .  ' 


und 


+(l-e*)ar,» 


107)  tangÄ,* 
2z3  sin  CD^ 


+  oF^.*  \  =0. 

Ss*  sin  ö),* 
(!-«')#.• 

Bei  Weitem  mit  grosserem  Vortlieil  als  dieser  Gleichungen  des 
vierten  Grades  wird  man  sich  aher  hei  der  Bestimmung  von  Sl^ 
der  folgenden  einfachen  f9fiherungsmethode  hedtenen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  den  mit  Sl,  gleiches  Vorzeichen  habenden  Neigungs- 
winkel der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte 
gezogenen  irerac^en  liinie  gegen  die  Ebene  des  Erdä<(uator8  durch 
03  ,  lind  dir  Kntl'ernunii:  des  Pur>ktes  O5  von  dem  Mittelpunkte 
der  Krde  durch  ,  so  haben  wir  offenbar  zur  Berechnung  der 
Grüssen  lua ,  S3  ?  iii  die  folgenden  Gleichungen : 
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jCi  z=      cos  0I3  cos  03  , 
107)  \  yi  —  Ti-i  siii  ö>3  CO8  0, , 

mittelst  ^vel€hcr  die  dt»  !  in  Rede  stehenden  Grössen  auf  bekannte 
Weise  immer  leicht  geiuuden  werden  können.  Da  nun  bei  wirk- 
lldien  AowendangttD  9;  und  immer  nur  wenig  tod  einander 
vetewhieden  sind,  so  kann  man  &^  als  einen  ersten  Nfihenmi^s- 
Werth  von  Sl^  betrachten,  und  wird  dann  immer  etwa  mit  Hülfe 
der  beiden  Gleichungen 


109) 


 x%  tang  ae*  sinilj 

** ^    C08W,       t  l-e'sinA»« 

 ^3  tang    3        oe^  sinXla 

*»"~   sine»,  "yi^e«8inÄ.- 


nach  einigen  Versuchen  leicht  den  genauen  Werth  Ton  52,  zu  be- 
stimmen im  Stande  sein. 

Hat  man  und  -O,  gefunden,  so  ergieht  sich  die  Höhe  über 
der  Meeresüäche  /i,  mittelst  einer  jeden  der  drei  folgenden  Formeln: 


COS    cosfi,    VT— sinÄ:.«* 


a 


sinfi)3  co8ßa     V  1  — e^sinÄ,»' 


und  es  sind  also  jetzt  alle  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punkten 
O3  auf  der  Erde  erforderlichen  Elemente  gefunden. 


5.7. 

Zum  Schluss  wollen  wir  nnch  bemerken  ,  dass  man  peodäti- 
sehe  Messungen  wie  die  obiLicn  auch  zu  der  genaueren  liestim- 
raung  von  e  benutzen  kann,  wobei  aber  die  VVinkelniessungen 
selbst  als  fehlerfrei,  wenigstens  als  im  höchsten  Grade  genau  vor- 
ausgesetzt werden  milssen.  Findet  man  nämlich,  dass  die  im 
Obigen  durch  Ü  bezeichnete  kürzeste  Entfernung  der  beiden  von 
Oj  und  Oj  nach  O3  gezogenen  Gesichtslinien  von  pinjindor  nicht 
verschwindet,  so  wird  man,  insofern  man  die  \\inkeimessui)i,on 
als  fehlerfrei  vorauszusetzen  berechtigt  ist,  den  Grund  hiervon  iu 
einer  fehlerhaften  Annahme  des  Wertbes  der  Griisse  e  m  suchen 
berechtigt  sein,  und  wird  nun  e  so  lange  nach  und  nach  kleine 
Verändenmgen  erleiden  lassen  ,  bis  man  einen  Werth  von  r  findet, 
für  welrhen  die  Grösse  U  verscbuirKlet,  den  man  als  die  delini- 
tive  ßestiuimung  der  Grösse  e  betrachtet    Hat  man,  aber  e  auf 
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diese  Weise  gefuDdeu»  so  erhält  iimii  auch  leicht  den  corrigirteu 
Werth  der  sogenanDten  Abplattuag    ^   ,  weil 

III)  '^=i-^=i-Vr=^=l-'V(,l~e')a+e) 

ist« 

Endlich  ma^  noch  bemerkt  werden ,  dass  es  bei  allen  obigen 
Rechnungen  Jedeiifalls  am  zweckmässigsten  sein  wird,  die  in  den 
FormelB  yorkommeDde  Grßsse  a  als  Elaheit  anzuDehmen ,  was 
natürlich  rerstattet  ist. 


lieber  die  naturphilosophisehen  Prin« 
dpien  der  BeweguiiKslelire 

(ForteeCsnng  der  Abhaadlung  ThI.  V.  R'r.  \XI.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zu  Weimar. 


'  §.7. 

In  den  §§.  4.,  5.  und  6.  habe  ich  mich  hinliin^licb  über  die  Prin- 
cipien  ausgesprochen ,  auf  welche  der  Beweis  (los  Krfifteparallelo- 
.  gramrnesi  sich  stützt;  auch  glaube  ich  mich  sattsuni  desshalb 
gerechtfertigt  zu  haben,  warum  ich  der  ersten  von  Aew  ton  ent- 
leboten  Betrachtungsweise  den  Vorzug  geben  mtichte,  wiewohl 
ich  erst  in  diesem  Artikel  die  Sache  zu  Ende  bringen  werde.  Zu- 
eloirh  aber  erhellet  auf  das  Deutlichste,  dass  diejenigen  im  Irr- 
thume  sind,  weirbe  das  Kräfteparallelogniiinn,  als  nicht  erweK))ar, 
unter  die  mechanischen  Axiome  rechnen  wollen.  Diese  übersehen, 
dass  es  noch  eines  Axlomes  bedarf,  um  das  Parallelogramm  zweier  ^ 
Eindrücke  auf  beliebig  viele  auszudehnen,  ein  Axiom,  welches 
mit  dem  unter  1.  in  §.  6.  aufgeführten  identisch  ist.  Dasselbe 
enthält  ja  aber  schon  mit  nur  geringer  Beihülfe  das  Kräfteparalle- 
logramm. 


*)   In  der  vorigen  Abbaiidlniig  rniigen  folgeudc,  in  §.  6.  vorkom- 
mende «iDuttovende  Fehler  berlchti(^  werden : 
.  htatt  ..es  gielit  noch  gar  keine  Aasffthrang*'  leie  man:  „et  giebt 

aocb  gar  keine  Anskunft.*' 

stiUt  „Munt)  cn  allein  .vorhanden  wäre"  mus«  es  hcissen :  „vio 
wenn'*  d.  e.  w. 
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5. 8.  . 

Nun  inii5:?=:on  wir  ahor  nnrh  pnv?fi?en,  das«  in  sehr  vielen 
Lehrbüchern,  und  iianientlicli  au<  l»  lici  Poisson,  dessen  Demon- 
stration ich  oben  einer  Kritik  uuterwarl,  das  Axiom  A.  in  f.  3. 
oder  5.  in  §.  6.  eioe  etwas  andere  Bedeutung  hat,  aU  ich  deni- 
aelbeo  beigelegt  habe.  Mno  deßnirt  biet,  Kiut  sei  das,  #8ts  eine 
BeweguDg  hervorbringt,  und  da  hierin  schon  die  Anerkennui^ 
liegt,  dass  man  die  Kraft  nur  aus  ihrer  Wirkung  beurtbeilen  könne, 
so  muss  man  als  Einheit  der  Kräfte  diejenige  annehmen,  wodurch 
eioe  gewisse  Kiubeit  der  (gleichfurmisea;  Bewegung  entsteht. 
Nun  sollte  man  eigentlich  ervrarteD,  däss  die  Kräfte  durebaus 
nach  dem  Verhältniss  der  durch  sie  erzeugten  Bewegungen  abge- 
messen  würden  ,  dass  also  die  doppelte,  dreifache  Kraft  diejenige 
wäre,  welche  die  doppelte,  dreitache  Einheit  der  Bewegung  her- 
vorbrächte, und  wenn  man  hei  diesem  Maasse  der  Kräfte  ilir  Pa- 
rallelogramm beweisen  wollte,  so  wäre  der  Grundsatz  in  §.  4. 
wenigstens  ffir  den  Fall  unerlässlich,  wo  mehrere  Kräfte  nach 
einenei  Richtung  wirken.  Ausserdem  wflfde  man  etwas 
ganz  anderes  erhalten»  als  ein  Kräfteparalielogramm. 

Aber  so  werden  die  Kräfte  in  Jenen  Lehrbüchern  nicht  gemes- 
sen, vielmehr  versteht  man  nntor  der  Kraft  n  (— ganzer  Zahl)  die- 
jenige, die  resultirt,  wenn  die  Kralteinheit  gleichzeitig  «mal  nach 
gleicher  Uichtung  wirkt,  wobei  es  indessen  noch  nicht  folgt,  dass 
hierdurch  auch  &a  »fache  der  Bewegungseinheit  entstehe.  Unter 

der  Kraft—  müssen  wir  dann  diejenige  verstehen »  welche  »mal 

S leichzeitig  nach  gleicher  Richtimg  wirkend  eben  80  viel  thnt«  als . 
ie  mmalige  Wiederholung  der  Krafteinheit  vermag. . 

In  diesem  Kräftemaasse  liegt  freilich  nicht  nothwendig  die 
Proportionirung  der  Kräfte  und  der  durch  sie  erzeugten  Gesch^v^n- 
digkeiten ,  indessen  müssen  letztere  doch  irgend  einer  Potenz  der 
Kralle  proportional  seio.  Deuo  ist  a  die  durch  die  Kralteinheit 
erzeugte.  Geschwindigkeit  und  n  eine,  andere- Kraft,  so  wird  man 
ihre  Geschwindigkeit  durch  f(o,n)  bezeichnen  kSnnen.  Wird  die 
Kraft  71,  mmal  wiederholt ,  so  entsteht  die  Krait  mn  und  ihr  gehört 
die  Geschwindigkeit  fi  funnt).  Sofern  wir  aber  anzunehmen  berech- 
tigt sind,  dass  a  dir  firjzlue  LariL^engiüsse  in  f(a.v)  sei.  können 
wir /][a,7i)  — a/(w)  und  /{u,  mn)^  uj{mu)  setzen.  Da  aljer  die  Ein- 
heit des  Kräftemaasses  eine  willkuhrliche  sein  muss,  wie  die  jedes 
anderen,  so  lässt  sich  auch  die  Krafl:  n  als  Einheit  ansehen,  wo- 
durch Mir  nun  für  dio  vorige  kriift  mji  die  Zahl  in  erhalten.  Ist 
ö  die- zu  n  gehörige  Geschwindigkeit,  so  kann  man  die  zu  rnn  ge- 
hörige =  0,q)(m)  —  a/\n).tp{m)  setzen»  und  es  muss  daher 

sein.    Wird  »  =      so  ist  auch  /)[n)  =  l  und  daher /][w)= 97(11»). 
Folglich  ist 
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und  dieser  liediDguog  tiiut  bekanntlich  nur  die  1  orm  Genüge. 
Die  der  Kraft  n  geSsrige  Geachwlodipkeit  ist  also  immer  m^, 
wenn  o  die  GeschwindigSelt  der  Krafteinhclt  ist 

Es  ist  nun  eioleuchtend,  dass,  wenn  zwei  Kräfte  nach  einer* 
lei  Richtung  wirken,  die  Resultarite  ifiror  STTnirne  gleich  sein  muss. 
Dieses  ist  eine  nothwendi^e  Folge  de»  krätteniaasse.s ,  un<l  wenn 
, hierzu  noch  die  8ötze  1,  ^,  3  und  4  de^  §.  6.  zu  llitre  genommen 
werden,  so  lässt  sich  das  Kr&fteparallelogramm  sofort  beneisen, 
indem  die  Frage  mm  eigentlich  so  lautet:  Wenn  nach  der  einen 
Richtang  vi,  nach  einer  anderen  7i  Kra Feinheiten  gleichzeitig  wir- 
ken, nach' welcher  Richtiin?  ir«'ht  die  Bewegung  und  wie  viele 
Krafteinheiten  müssen  n.ich  eben  der  Richtunir  wirken,  um  eben 
so  viel  zu  leisten,  als  die  Seitenkräfte  Teniiö^en.  Dabei  kommt 
die  von  RKrafteinbeiten  erzeugte  Bewegung  gar  nicht  in  Frage, 
die  Bewegungslehre  erfordert  aber  noch  als  Axiom ,  dass  in  dem 
Geschwindigkeitsausdrucke  an'*,  fi— l  sei,  und  somit  wäre  mit 
dieser  Darstellung  der  Lehren  gar  kein  Vortheil  verbundtM» ,  ^vcnn 
nicht  anderseits  orwidort  werden  konnte,  dass  die  von  der  Jiewe- 
gungslehre  unabhängige  Ausbildung  der  Statik  eine  grössere  Wis- 
senschaftlichkeit f)nr  äcb  in  Anspnich  nehme.  Es  wären  so  viel 
Bewegungslehren  möglich ,  als  man  in  on^  dem  fi Werthe  beilegen 
wollte,  iiir  alle  diese  wäre  aber  die  Gleirhjjewirntslehre  ein  und 
dieselbe.  Werui  un.«:  nun  auch  eine  iStatik  bei  lieweguM<;sverhäit- 
nissen«  die  in  der  ^atur  nicht  existiren,  gleichgiltig  sein  könnte^ 
so  Ist  dieselbe  dennoch  in  sehr  vielen  Lehrbüchern  in  entschieden- 
ster Unabhängigkeit  von  der  Be\\  egungslehre  vorgetragen  worden, 
besonders  da  man  noch  auf  die  Meinung  verfallen  nar,  dass  die 
Gleichgewichtslehre  von  aller  Hy])othese  frei  sei  und  daher  gleich- 
sam unmittelbare  Evidenz  besitze. 

Diesem  nuiss  ich  aber  geradezu  widersprechen.  Man  betrnehte 
doch  nur  den  Satz,  dass  zwei  gleiche  entgeijeugeselzte  Kräfte 
sieb  aufheben.  Diesem  kommt  unmittelbare  Evidenz  nnr  in  dem 
Falle  zu,  wo  der  Körper  in  absoluter  Ruhe  gedacht  wird.  Hat 
derselbe  irijend  eine  Geschwindigkeit,  so  ist  jetjcr  Sntz  nur  noch 
in  dem  Falle  klar,  wo  die  Hirbtung  der  Kralte  seukiecbt  gegen 
die  Richtung  der  Bewegung  ist,  in  allen  anderen  Fällen  aber  lies- 
sen  sich  noch  andere  JVlIö^lichkeiten  denken.  Der  Grundsatz  1 .  in 
6.  6.  in  Verbindung  mit  dem  Krftftemaasse  Ist  es  eigentlich,  wo- 
durch die  Statik  ihr  Fundament  erhält,  derselbe  kann  aber  auf 
.  unmittelbare  Fvidenz  nicht  mehr  Ansprüche  machen,  als  der  In 
§.  4.  aufgestellte,  wie  ich  schon  oben  bemerkte. 

Durch  das  Axiom  1.  in  §.  0.  ist  ausgesprochen,  dnss  die  sta- 
tischen Lehrsätze  eben  so  güt  für  die  relative  wie  IVir  die  absolute 
Ruhe*  der  Künjer  gelten  sollen.  Sollten  uns  aber  <lie  Bewegun- 
gen zur  Beurtneilung  der  Kräfte  dienen,  so  müssten  sie  absolute 
sein ,  da  sich  dann  die  KrSfte  wie  gewisse  Potenzen  der  Geschwin- 
digkeiten verhalten  wurden.  Da  aber  absolute  Bewegungen  nie- 
mals ^in  Gei^enstand  unserer  Erfahnin*^  sein  können,  so  findet 
sich  für  die  Statik  leicht  die  Auskunft ,  das  Vc^rhultniss  der  Kräfte 
darnach  zu  beurtheilen,  wie  sie  einander  im  Gleichgeivicht  halten. 
Hier  lässt  sich  nun  leicht ,  zeigen«  ^  dass  eine  Bewegungslehre  der 
wirklichen  Natur,  d.  h.  eine  BeurtheÜang  der  Bewegungen  In  der 
Natur  für  uns  ganz  unmugUcb  wäre«  wenn  sich  nicht  die  (Ueschwin- 
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digkeiten  wie  die  Kräfte  verliicIteD,  oder  wenn  wir  nicht  den  S^tz 
In  §.  4.  unseren  Beurtheilungen  zu  Grunde  legen  konnten. 

Da  wir  nSmlich  nur  relative  Bowei^uns^en  h^obachten  kunneu, 
.vo  sind  \\\T  ausser  *St;ind  zn  entscheiden,  ob  eine  gewisse  Bene- 
.  gunij;  auch  die  bb>s.se  Foli;e  der  vorhergegangenen  Einwirkung  «ei, 
vielmehr  müssten  wir  diese  Bewegung  immer  noch   als  bedingt 
durch  den  Eindnicic  aneeben ,  der  dem  KOrper  zu  Folge  des  gemein* 
echaftlicben  Fortrflckens  des  Systeroes  mit  zukonunt    Die  Bewe- 
gungen z.  B. ,  die  wir  auf  der  Erde  beobachten,  wären  sämmtlich 
mit  bedingt  durch  die  Axendrehung  der  Erde,  dann    durch  die 
Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne,   dann  dtirch  die  Bewegung 
des  Sonnensystems,  dann  wieder  durch  die  Beweijiiri:^  eines  hnbe"^- 
ren  Systemes,  und  so  würden  wir  in  eine  uneniliiche  Keifie  bin 
ausgetiiäiigt,  in  welcher  wir  nie  einen  Aulaiig  erhalten.    Wir  wür- 
den zwar  5  weoti  wir  die  Bewegung  eines '  Körpers  heobacbten, 
sagen  können »  dass  eine  Kraft  auf  denselben  einwirke  oder  ein- 
gewirkt liabe,   könnten  aber  nie  Aufschluss  darüber  crhältem 
welche  Bewegung  diese  oder  jene  bestimmte  Kraft  hervorbringen 
müsse. 

Daher  scheint  mir  auch  das  Gesetz  von  der  Verhältni*«*Ji»4Ä's- 
sigkeit  der  KriÜte  und  der  Geschwindigkeiten  mehr  ctIs  einfi  blosse 
Hypothese  zu  sein»  eben  weil  ohne  dasselbe  eine  Beurtheiluui^ 
der  Naturerscheinungen  gar  nicht  muglich  wäre.   Es  ist  ein  rein 
naturphilosophiscfies  Gesetz,  das  aber  bequemer  und  allgemeiner 
in  der  Form  aufgefasst  wird,  die  ich  in  §.  4.  TOi^eschlagen  habe.  , 
Sobald  wir  uns  den  Körner  im  absoluten  Räume,  d.  b.  ausser  aller 
Verbindnnir  nut  andern  Körpern  denken,  so  sind  (fortschreitende) 
Bewegiini»  und  Ruhe  für  ihn  ganz  jjleichgiftige  Zustände ,   und  in  ' 
ihm  ist  nichts,   wodurch  diese  Zuistände  sich  von  einander  unter- 
'  scheiden  üessen.     Umgeben  wir  ihn  aber  mit  noch  anderen  Kor- 

Sern,  so  beginnt  dann  unsere  Bewegungslehre«  für  welche  es 
emnach  gleichgilttg  sein  muss,  in  welchem  Zustande  das  ganze 
Korpersystem  sich  l^efindet.   Dalier  ist  auch  für  das  in  diesem  §. 
angeführte  Kräfteniaass  jeder  Znstand  des  Körpers  gleichgiltig  und 
hieraus  folgt  mit  Nothwendigkeit  die   Verhaltnissmassigkeit  der 
Kräfte  nird  der  Geschwindigkeiten ,   indem  sich  die  Kräfte  sowohl  i 
als  auch  die  iiinen  entsprechenden  Bewegungen  sunirniren,  —  Frei- 
lich denkt  man  sich  im  absoluten  Räume  absolut  ruhende  P  un  kte,  i 
um  sodann  von  absoluter  Ruhe  und  Bewegung  der  Körper  reden  | 
zu  können»  aber,  wie  mir  scheint,  nur  aus  Irrthum.    J>enn  was 
hindert  uns,  jenen  festen  Punkten  des  Raumes  mit  allen  daraaf 
bezogenen  Körpern  jede  ])eliebigc  gemeinschaftliche  Bewegung  bei- 
ziilrsjen  ?    Sind  docfi  die  festen  Punkte  im  Räume  zidetzt  nichts 
weiter,  als  ruhende  Körpe  r,  die  ebeu  darum  ruhen,  weiJl  man 
ihre  Bewegung  nicht  wahrnimmt. 

Diese  Gründe  haben  mich  bewogen,  der  Darstellung,  wie  ich 
sie  oben  begonnen  habe,  den  Vorzug  zu  eeben.  Ueberbaupt  scheint  es 
mir  schon  aus  dem  Grunde  vortheilhart,  mit  der  Bewegungslehie 
unmittelbar  zu  beginnen,  weil  dieselbe  weit  mehr  durch  klare 
Anschauung  unterstützt  wird,  als  die  in  so  vielen  Lehrbüchern 
voriretragene  Gleichgewichtslehre,  sofern  sie  auf  den  eben  fipsfiro-  i 
ebenen  Principien  beruht.  Das  Gleichgewicht  ist  dann  nur  der  ! 
besondere  Fall ,  wo  die  Be\vegiing  eines  Kör|>ers  Null  ist,  und  die 
Statik  besteht  nun  nicht  mehr  als  unabhängige  physikalische 
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WiaMOsebaft,  soDileni  ihr  kommt  hlom  eine  mathematisch«  BedM- 

tuDg  in  so  fern  zu,  a\h  die  Bedinguntj^,  dass  die  Bewegung  =0 
sei,  oft  zu  Mehr  einfachen ,  und  desshaib  beim  Calcul  sehr  braoch- 
bareo  Relationen  unter  den  Kräften  iiihrt 


1)  Wir  haben  bisher  die  Eindrücke  der  Korper,  d.  h.  ihre  (we- 
scbwindigkeiteu,  als  augenbiicldich  entstanden  betrachtet,  oder 
viehnehr»  wir  haben'  voo  der  Zeit^  in  weicher  ein  Eindruck  ent« 
dtaoden  sein  konnte,  gänzlich  abgesehen.  In  der  INatur  gehltrt  in* 
dessen,  naclt  dem  Geaets  der  i$teti<;keit,  vor  Entstehung  eines 
bestimmten  Eindrucks  immer  eine  Zeit,  wenn  gleich  dieselbe  oft 
80  klein  sein  kann,  dass  sie  sich  unserer  Wahrnehmung  entzieht. 
Dje  Ursache  nun,  welche  die  Zeit  hindurch  wirkt  und  dadurch 
den  Eindruck  eines  Körpers  fortwährend  und  stetig  ändert,  nennen 
wir  eine  Kraft.  Sagen  wir  dagegen,  dass  ein  Körper  einen  Eui- 
drück  erhalten  habe,  so  ineinen  wir,  dass  eine  Kraft  tbätig  gewe« 
sen  sei,   aber  gegenvvärtiü^  auf<j;ehört  habe  zu  wirken. 

Sehen  wir  nun,  dass  eine  Kraft  eine  grössere  Geschwindig- 
keit erzeugt  hat,  als  eine  andere  in  derselben  Zeit,  so  nennen 
wir  jene  srOsser  als  diese.  ^  0a  diess  indessen  nur  eine  durch- 
schnittlicEe  Vergleichung  giebt ,  so  sind  wir  darauf  hingewiesen, 
uns  Kräfte  zu  denken ,  die  in  gleichen  Zelten  die  Gesehwindi<4;kei- 
ten  um  gleich  viel  vermehren  ,  so  wie  wir  in  gleicher  Weise  die 
gleichförmige  Beweguug  construirten,  um  einen  bestimmteren 
Begriff  von  Geschwindigkeit  zu  erhalten.  Hierbei  liegt  aber  noch 
die  Voijaussetzung  zu  Grunde,  dass  es  für  eine  bestimmte  Ver« 
nehfung  der  Geschwindigkeit  in  einer  bestimmten  Zeit  gleichgiltig 
sei,  welche  Geschwindigkeit  nach  derselben  liii-htung  cler  Körper 
schon  hatte,  und  es  muss  daher  das  Axiom  in  §.  4.  noch  allge- 
meiner aufgeiasst  werden,  oder  es  macht  sich  die  Vergleichung 
der  stetig  veränderten  Bewegung  mit  einer  ruckweise  veränderten 
nuthig.  Das  letztere  Hesse  sich  für  die  gleichförmig  beschlea* 
nigte  Bewegung  etwa  in  folgender  Weise  durchführen. 

2)  Man  denke  sich ,  ein  Körper  habe  ursprünglich  einen  Ein- 
druck a  und  zu  demselben  komme  dann  ein  neuer  Eindruck  //  nach 
derselben  Richtung,  so  wird  nun  a-f-f/ der  Eindruck  sein.  Konunt 
in  der  Folge  nach  Verlauf  einer  jeden  Zeiteinheit  immer  wieder 
derselbe  Eindruck  ff  hinsu,  so  wird  der  Kr»rper  in  der  ersten  Zelt* 
einheit  den  Eindruck  a-^-g,  in  der  zweiten  den  Eindruck  a-\-2g, 
in  der  dritten  den  Eindruck  n  \  3fj,  und  überhaupt  in  der  rten 
Zeiteinheit  den  Eindruck  a  \-gt  hauen.  Hierbei  können  wir  uns 
aber  zugleich  auch  vorstellen ,  dass  der  Eindruck  g  nicht  äugen- 
Uicklich,  sondern  durch  beliebig  viele  gleiche,  während  der  Zeit- 
einheit in  gleichen  Zwischenzelten  erfolgende  Eindrücke  entstan- 
den sei»  und  dann  gewinnt  die  Formel  a-^-gi  auch  für  diejenigen 

Fälle  Bedeutung,  wo  f  ein  Bruch     Ist.  Dann  entsteht  g  während 

der  Zeiteinheit  durch  ,n  Ein  drücke,  die  successivc  nach  der  Zeit 
1  o 

^  erfolgen  und  von  denen  jeder       Ist.  Nachdem  also  die  Zeit 

TheU  VU.  T 
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^  mmal  erfolgt  Ut,  haben  wir  den  Eindruck 

^a-i-gt.  Indem  wir  aber  den  Ausdruck  a-{-gt  unter  der  VoratiB« 
j^etzun^  jeder  beliebit^en  Theilung  der  Zeiteinlieit  auflassen,  ent- 
(spricbt  inm  nur  die  Bewegung  mit  gleichförmiger  Beschleunigung. 

3)  Hieraus  ersehen  wir  zugleirl) .  d  iss  es  einerlei  Ist,  welche 
Anfangsgeschwindigkeit  (a)  der  Kürper  schon  hatte  und  dass  die 

£leichiurmig  beschleunigende  Krul't  eine  vvähreud  ihrer  ganzen 
Malier  sich  gleichUeibeDde  ist,  daher  wir  sie  am  fifdic^aten  eise 
eonstante  nennen«  Zugleich  ist  auch  einleuchtend,  dass  das 
Beschleunigimj^smaass  g  in  dem  Geschuindii^keitsausflnirke  n^gt 
das  INlnass  der  constaftt<Mi  Kraft  sein  kann.  Wirken  dann  zwei  eon- 
stante Kralte  gleicbzeitii;  aul'  einen  Körper ,v  so  muss  die  daraus 
hervorgehende  Mittelkraft  ganz  nach  der  Construction  des  Parai- 
lelogrammes  beurtheilt  weäen.  Denn  man  kann  in  der  vorigen 
Betrachtung  den  Eindruck  g  auf  beliebige  Weise  als  Resultante 
zweier  Neitcneindrücke  denken,  die  unter  jedwedem  Winkel  wir- 
ken küiHK  II.  So  (»ft  g  sich  wiederholt,  suhstituire  man  dieselben 
Compoueiiten,  und  so  oft  nur  ein  Theil  von  ^  gedacht  wird,  nehme 
man  den  glelehvleli^  Thell  der  Gomponenten. 

4)  Indessen  ISsst  sich  die  Vergteiclning  der  stetig  verSnder* 
ten  Bewegung  mit  einer  solchen»-  in  tvelcher  die  Verfinderangeo 

ruckweise  erfolgen,  für  den  ^esfenw.'irtlgen  Fall  ganz  umgehen,  da 
man,  ^e»iiHzi  r^nf  die  Relativität  aller  Revvepjuiiijen,  die  T^edeu« 
tung  des  Axionies  in  §.  4.  dahin  erweitern  kann,  dass  dar;tijs  un- 
mittelbar die  Bestiniiuungen  für  die  ^leichninuig  beschleuiagte 
Be^vegung  folgen.  Man  denke  sieb  ein  System  von  Kerpen^ 
denen  irgend  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  zukommt,  so  müs- 
sen wir  die  relativen  Bewegungen  in  diesem  S\  steme  gerade  so 
beurtheilen,  wie  wenn  dasselbe  vollkonimeo  ruhte  ,  weil  sonst  für 
uns  gar  keine  Beurtheilungder  Bewegungen  möglich  wäre.  Geben 


Bewegungen  (§.  2.),  dn<*  e«;  gleinhjjlltig  i<t,  ob  die  Kraft  einen 
ruhenden  Krir|»er  in  licwei^ung  setzt ,  oder  ob  derselbe  eine 
Geschwindigkeit  nach  gleicher  Riclitun<;  schon  mitbrachte.  Es 
aitss  daher  auch  die  Kraft,  welche  die  tSescbwindigkelten  in  glet* 
chea  Zeiten  um  <]^leUb  viel  vermehrt,  eine  eonstante  sein»  Wr 
deren  !\Tnnss  wir  (tas  BeschleuniguQgsmaass  der  Beweguag 
nehmen  k<>ru)en. 

5)  Aber  wir  miLssen  das  oM?e  l^rincip  noch  aligen^etner  auf- 
fassen.    Denn  da  für  die  inneren  liewe.^ungen  Ruhe  und  gleich» 
ßirmige  Bew  egung  des  8ystemes  gleichgiltig  sind ,  so  müssen  jene 
inneren  Bewegungen  auch  noch  auf  dieselbe  Weise  erfo^en,  wenn 
das  System  bald  ruht»  bald  sich  wieder  bewegt,  wobei  jede  neu 
besrinnende  Beweifung  mit  jeder  befi<  luLjen  (ieXrfiu indigkeit  nach 
jeder  beliebijjen  l^icfitunir  erfoliren  ilarf.     Darum  aber  muss  jede 
progressive  Bewegung  des  Sy*teiues  für  seine  inneren  Bewea[un- 
^on  gleichgiltig  sein.    Allgeroeiner  ahch  kann  man  sagen,  dass 
jedwede  Bewegung  des  Svstemes  fflr  seine  inneren  Beuegunges 
sleichgilti^  ist.  wenn  die  Bedingungen  ko  gegeben  sind,  dass  jeder 
KOrper,  an  welche  Stelle  des  Systemes  Juan  ihn  auch  setzen  magr' 
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mich«  Bewegunceo  machen  nuss,  veniiltee  de?»»  er  gtgen  alle 
ttrigen  Küriier  des  Systemes  in  (relativer)  Ruhe  bleibt. 

Denken  wir  uns  mm  ein  Korpersystem  In  glelcfafliniugbeschleii* 

nt^rtpr  Urwoi^fing  tniter  der  obitron  T^f»dirT«?Mi»?  unt!  ^^eben  vvtr  cn»em 
(ta/u  L,^<»finrliren  Künier  ebenlalls  diese  Art  der  liewegurijj,  s« 
müssen  nir  die  Kraft,  welche  die  letztere  (relative)  in  gleichen 
Zeiten  um  gleiche  Oeschn-iodigkeiten  vermehrt,  fSr  consent  hal- 
len,  da  für  den  Erfolg  jeder  Zustand  des  Systemen  gleichgiltig 
ist.  Aber  eben  des-shalf)  musa  ja  auch  die  Kraft»  weichendem 
Kr.rper  die  mit  dem  Sy^teiiip  cremeinscbaftliche  Benegunir  iiiittbeilt, 
«ue  constante  sein.  Ans  Im  uieii  Bewegungen  entsteht  nat  h  2. 
eine  dritte  ebeniuiis  gieichtiiniiig  beschleunigte,  und  ihre  Befehl eu- 
nigungsmaasae  Hefem  das  der  ansammengesetateD  ttach  der  Zeieh- 
oung  des  Parallelegrarnmes.  Wir  haben  also  snnSchst  nur  ein 
Kräfteparallelogramm  für  den  Fall,  dass  zwei  constante  Kräfte 
einen  Körper  nach  immer  parallelen  Ricbtiuigen  treiben,  und  eben 
auch  das  nur  folgt  aus  Nr.  3. 


§.  la 

1)  Da  nun  bei  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung 
der  Differentialquotient  ^  das  BeschleuDigungsmaass  glebt,  so  ist 

derselbe  zugleich  auch  das  Maass  der  (constanten)  Kraft.  Jede 
andere  ungieiclifitmiige,  aber  stetige  Bewegung  iJtost  sich  inner* 
halb  bestimmter  Zeitabschnitte  um  so  genauer  einer  gleichförmig 

flffs 

beschleunigten  mit  dem  Beschleunig  im  !];sraaasse       vergleichen,  je 

kleiner  die  ZeitabschDitte  sind,  und  desshaib  sind  wir  berechtigt, 

den  Differentialquotienten       bei  jeder  Bewegung  ItHr  das  Maass 

der  zur  Zeit  t  statthabenden  Kraft  anzusehen.  So  wie  nun  aus 
der  ungleichförmigen  Bewegung  eine  gleichförmige  mit  der  Geschwin- 

digkeit  ^  folgert  würde,  wenn  zur  Zeit  i  alle  \voitere Einwirkung 

pl()tzl!ch  nachlassen  wollte:  eben  so  wurde  nurli  flie  uiiglelcIiCiir- 
mig  bet^cliieunigte  Bewegung  in  eine  glelcblüruiig  beschleunigte 

mit  dem  Beschleuniguognnaasse  ^  sich  verwandeln,  wenn  von 

der  Zeit  t  an  die  Intensität  der  Einwirkung  sich  gleich  bleiben 
wollte. 

Aus  dieser  Bedeutung  der  Kraft  geht  aber  augenblicklich  her- 
vor, dass  aus  zwei  Kräften  /;  und  p,  aucli  wenn  sie  veränderlich 
sind,  dennoch  y.n  der  Zeit,  wo  ihre  Intensitäten  p  iiiul  p'  .sind, 
eine  dritte  nach  dem  Gesetze  des  ParaUeiogrammes  entsteht.  Diese 
besteht  aber  nur  innerhalb  eines  Zeitdifferentials,  so  fern  auch  die 
Kräfte  p  und  p'  hinsichtlich  Ihrer  Intensität  und  jRichtung  nur  in- 
nerhalb eines  Zeitdifferentials  als  constant  g^ten  kOnnen. 

Man  darf  das  Maass  einer  Kraft  nicht  mit  dem  vergleichen 
wollen  ,  nris  wir  oben  einen  Eindruck  nannten.  Pns«  eine  Kraft 
~Q  sei,  bedeutet,  dass  sie  nach  Verlauf  einer  Zeiteinheit  demKOr|)er 
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eine  Geschwindigkeit  g  mittheilen  würde;  dass  aber  ein  Körper 
den  Emdnirk  17  habe,  hat  den  Sinn,  da.«?«  derselbe  sich  mit  dci 
Geschwindigkeit  g  wirklich  bpwrt^o.  Heides  lä^^t  sirh  nicht  in 
'  Verglei(  liiiim  l>nnp^en,  ohsichon  es  möglich  ist  ,  dass  der  Kindnick 
Q  durch  die  Krait  ^  eot^staudcu  8eio  Kann^  was  dann  eerade  uacb 
Verlanf  einer  Zeiteinheit  geschehen  seio  mCIsste.  Es  Konnte  aber 
auch  der  Eindmck  g  durch  eine  andere  Kraft  ia  Jeder  bettehig 
Ueiaen  Zeit  entstanden  sein,  und  wenn  wir  nun  die  Zelt  des  Ent- 
stehens unendlich  klein  denken ,  so  müssen  wir  sagen ,  dass  jede 
Kraft  im  Vers^leich  mit  einom  Eindrucke  unendlich  klein  sei.  Da- 
bei licirt  also  die  V  ertjleichung  der  Geschwindigkeiten  und  der 
Zeiten  ihres  Entstehens  zu  Grunde,  in  der  Weise,  dass  Kräfte 
sich  direct  wie  die  Geschwindigkeiten  und  unigekehrt  wie  die 
Zeiten  des  Entstehens  dieser  Geschwindigkeiten  verhalten« 


Vebmissaiifsalim  fttr  Sehfller. 


.Von  dem  Herrn  Doctor  0.  ScUlö milch  zu  Jena. 

1)  Wenn  a,  b  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist: 
(a— 6^  6»  +  («— 6 + l)i  (6— l)n  - .  +  (a— 6+2)4  (6— 2).«t + .  . 

=  («+!)«•» 

also  die  vSumme  Jener  aus  BinomialkoefBzienten- Produkten  geMf- 
deten  Reihe  unabhängig  Ton  6.  Wie  lisst  sich  diess  mittelst  des 
Satzes 

beweisen  ? 

2)  Durch  welche  Substitution  bringt  man  das  Integral 

dx 


fi 
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«af  tü«  Form 

ib  welcher  sein  Werth  gefuiicl<Mi  wenleti  kanu. 
a)  Wie  beireist  man  die  Richtigkeit  der  Gleich 

J.  *  tao  9  '  U  ^tan^y  " 


« >  •  • 


Wenn  von  einem  Punkte  O  in  der  Ebene  eines  Viereck  * 

Af^CD  TKif  ^  flon  vS|Mtz«»n  der  vierAVinkel  desselben  •jorade  Linien 
und  zui^lt'H  ]i  die  beiden  Diajfonalen  dieses  Viereck^  gezogen  sind, 
so  ist  iitiiiicr  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks 

io  welchem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
ienachdem  der  Punkt  O  ausserhalb  oder  innerhaifai  des  Vierecks 
liegt»  dexa  Producte  ^AOC.^BOJJ  gleich. 


Wenn  wir  sin(6iQ^)  durch  sin%,  sin  (sin ':r)  durch  sin^jr, 

sin  (sin  ^x)  durch  sin^x  u.  s.  w.  lieseicbneD»  80  ist  der  Werth, 

weichen  der  Bruch 
* 

jg*-;*  sin    — (sin  j?)» 
Gir  x^O  erhfilt»  der  Grosse 

—sr- 

gleich 4  was  durch  Diäferentiairecliuuug  oder  auf  eiuu  audere  Art 
«1  erweisen  ist 


Wenn^,  ii,  Cdrei  gegebene,  in  gerader  l/mie  liegende  Punkte 
sind,  um  den  Punkt  C ein  J^reis  beschrieben,  uud  durch  den  Punkt 
B  eine  diesen  Kreis  in  den  Punkten  D  und  E  schneidende  ^rade 
Linie  gezo<];en  ist,  so  soll  man  die  Lage  dieser  i^eraden  Linie  be- 
stimmen ,  bei  welcher  die  Sehne  BD  für  ein  in  dem  Punkte  A 
befindliches  Auge  die  grüsste  scheinbare  Grosse  hat. 


Wenn  ABC  ein  beliebiges  ebenes  Dreieck  ist,  und  ausser  der 
Summe  oder  Differenz  der  Seiten  AB  und  AC  auch  noch  die  hei- 
klen den  Winkel  BAC  und  seine  Nebenwinkel  halbirenden ,  von 
flera  Punkte  A  hmh  bis  zu  ihreu  Durchschnittspunkten  D  und  E 
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mit  der  dem  Punkte  A  fljesrenflberRtefiorKU  ri  Seite  BO  cles  Drei- 
ecke» uatl  deren  Verlängerung  ül/er  JJ  oder  C  hinaus  gezo^eueii 
geraden  Linien  AD  und  AE  gegeben  8ind:  das  Dreieck  ABC  zu 
bestimmen. 


Wefin  O  oin  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  dessen 
Seiten  und  Winkel  aul die  in  der  Trigunometrie  gewöhnliche  Weise 
bezeichnet  werden»  ist,  und  a,  ß,  y  die  Entfernungen  des  Punk- 
tes O  von  den  Punkten  A,  B,  Csind;  so  findet,  wenn  ^  die 
Fla«  Ih>  eines  Dreiecks  bezeichnet,  dessen  drei  Seiten  asin^^ 
|3  sin  If,  y  sin  Csind,  jederzeit  die  Gleichung  . 

2a<cosecilsin  J9sin  C=a>sin2J  -|-/3?sin2fi-f  7»sln9Cdb82f 

8tatl,  in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen 
ist,  jenachdem  der  Pünlct  O  innerlialb  oder  ausserhalb  des  um 
das  Dreiedk  ABC  beschriebenen  Kreises  Hegt. 


Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  Seiten  eiaea  Drei« 
ecks  und  den  um  dasselbe  beschriebeneu  Kreis  berührt 


Die  Relation  zwischen  den  Wurzele  der  beiden  Gleichun^^en 
des  dritten  Grades: 

a:^  —  ax^b  und  x^-\-ax'^—b'^ 

zu  linden. 


Wenn  z^vischcn  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  r  ist,  und 
drei  andern  Kreisen,  deren  Halbmesser  Vi ,  r^,  r-,  sind,  ßerührun- 

fen  von  Aussen  Statt  finden,   und  d,  di   die  Entfernungen  der 
littelpunkte  der  Kreise  (r),  {ri)  von  der  Centralünie  der  Kreise 
(r^}  und  (r»)  bezeichnen,  so  ist 

CFur  4lß  Kuirel  ist  die  cntopreehende  Relation       —  '-^2.) 


103. 


Iseellen. 


M.  E.  Bary,  professour  p!iysM|iio  uu  College  de  Charle- 
niacne,  nfln^sso  a  rAcadtMUM'  des  srlt  urps  Paris  »n«»  note  daii« 
laquelie  il  iaiX  cunnaitre  uue  iiuuvelle  iuiiiiule  pour  ies  Wnifionn 
des  vapeors. 

M.  Bary  proposc  de  representer  les  tensioDS  de  la  vapenr 
d*eaii  aa-de0soiu  de  iOO^  par  la  formale  empirtqae 

logtf=zlogiGO  

fi  est  r^lastieiW  de  la  va{)eur  exprim^e  en  millimfttree  de  mercare 
a  0**;      est  la  temperatuie  coniptee  eo  de|ij<iB  centesimaux  posi- 

tivement  au  dossoiis  de  cc  point.  Cest  la  formule  de  Roche  a«g- 
meiitee  d  un  terme  en  M.  Bary  croit  eetto  niodification  neces- 
saire  pour  que  la  formule  emtirasse  un  iiitervuile  de  temperaturc 
un  peu  ^teodu*  £o  calculanl  les  constantes  a,  b,  c,  daures  les 
obeervatiooe  faitee  par  M.  Regoault  ä  kWt^h^^,  oo 
obtient  uoe  expresslon  r|ui  reproduit  fidelement  les  experiences  de 
ce  physicien  entre  lUO^  et  —  32**.  Cette  formule  loirarithmique  est 
plus  simple  et  se  prete  ä  une  extenslon  plus  grande  que  la  for- 
mule exponeotielle  ä  cinq  coostantes  imaginee  par  M.  Biot  et 
adopt^e  par  Sl«  Reg n aalt. 

L'auteur  appÜque  eneuite  sa  formale  aux  experiences  de 
MJVI*  Arago  et  Dulong  sur  les  ^lasticitiSs  de  la  vapeur  a(|ueuse 
entre  100^  et  ^4^;  puls  II  a  recours  ä  une  autre  inodification  de 
la  tonuide  de  Roche  ,  (jui  e.st  plus  commode  dans  Ic  (ms  m\  c'est 
la  teiiiperature  de  la  vapeur  qui  est  1  inconnue.  Faisaut  puur  abre- 
ger log^^i,  ii  pose 


C:  —  ßs" 


dejjigine  la  tetisioii  de  la  vrt|U'ur  ej^tiiiKM-  eti  atniospheres  de 
ÖO™"*,  et  X  est  la  temperature  comptee  ii  paitir  de  lüO"  positive- 


ment  aa-dessas  de  ce  point  Les  deux  formales  s*accordent  aussi 
bien  Tane  que  Taatre  avec  reosemble  des  observations  de  MM. 
Arago  et  Duloni^;  entre  100**  rt  140**  envimn  eile.«  sont  un  peu 
plus  exactes  que  la  formule  hinnme  eiiiployet'  par  <-es  physiclens. 

M.  Bary  justifie  le  choix  de  ses  iorniules  par  des  tableaux 
qai  offrent  les  resultats  de  leur  comparaisou  avec  rexp^rience. 
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I/auleur  pense  qiie  fes?  formules  qu*il  propose  sorateiit  suseep- 
tibles  de  plu-sicMirs  autres  aj»pIi<'ations.    11  cite  romme  exemple  le 


pa^sage  de  la  chaleur  rayoiiimnte  a  travers  des  lames  «olidet»  ou 
liquides  dont  od  fait  Tarier  Ti^paiissj&Dr.  Soit  T^quation 

l«8»=logK. 


oü  7/  est  la  quarifite  de  chaleur  transniise  a  une  epaisscur  variable 
X,  et  Fla  quautite  de  chaleur  qui  repoud  u.  x  —  O.  II  a  traduit 
-u,.  »»M.k.<».         r  1^  •_   1  -"'«ne  lampe 

cristal  de 

constate 

Jpte  la  fornnile  8ati$ifait  tres  hleri  ä  ces  quatre  series  d'observations 
aites  par  M.  Mellon  i,     Cette  interpofatio»  ,  dit  M.  B  a  r  y ,  est 
....    ^^^^j 

par  nne 


X,  et  r  la  quautite  de  chaleur  qui  repoud  'a  a:~0.    11  a 
eil  nombres  cette  formide  pour  la  dialeur  qui  rayoDne  d'iine 
de  Locatelli  et  qui  traverse  des  lames  de  verre,  de  crli 
röche  linipide,  d  huile  de  colza,  ou  d'eau  distillee,  et  il  ac 


Das  P  Olli  eil  ot'sche  Problem  auf  der  Kugel. 
Von  dem  Herausgeber. 

In  Taf.  I.  Fig.  6.  seien  die  sämmtlichen  Seiten  und  Wickel 
des  Dreiecks  ABC  und  ausserdem  die  beiden  an  dem  Punkte  D 
lie?enden  Winkel  ADC  und  BDC  gegeben.  Bezeichnen  wir  dann 
die  Seiten  und  Wtokei  so>  wie  es  In  der  Figur  geschehen  ist, 

so  ist  ^ 

und  nach  den  Princtpien  der  s{Mschen  Trigonomcliie  hdben  wir: 

sin  a :  sin  9  =  sin  a :  sin 
sin  ^ :  sin  v^sin  6 :  sin 

uod 

/   .  m    cos  c— OOS« cos If 
cos  (a + p) =  -5  ;  ^. 

iSetzen  wir  nun  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

sin«  _siDj5 

*"sino' '•-sinl' 

« 

so  ist  nach  dem  Vorliergehenden 

8inq)  =  Asina;>  «in  v  =  fti>iiiy ;  ' 


albo 


A  sin  -f-  «iin^  =:  2  bin  2  (9>  \  cos  4  (9'  ~~  v) ' 
ilsln  «~  fisiny =2eo6  s  (9> + si»  a  (9— *  V')  • 


d.  i. 


1k 
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A  sin  4-  sin  ^  =  2  m'ni  \  Ccos  l  {cp  —  w) , 
i^in  j;—  |isio  ^ = 2  cos  l  Cum  •  (9  ~  y) ; 

falglich 

8ipi(C4-(y~y))  Bin4(C~(y-y)) 
810^;=:  j  ,  sin^s  ^  ■ 

Weil  nüD  nach  dem  Obigen 

cos o; cos  1/  —  cof»  r  —  cos  (fc  4  /5)  si»  siny 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  auf  !)oiden  iSeiten  diosor  (iloichiinp; 
quadrirt  und  dann  statt  des  Produits  cos  .r*^  cos //^  das  Product 
sina;-)(l  —  cosy*)  einführt^  nach  einigen  leichten  lieductio- 
nen  die  Gteichuog: 

mn e^= sinj;' -f- sln^f^^ 2 cos c cos  (0;  -f  ß)  si n :r sin ^ 

— 810  (a  4-  ß)^  em  sin^^, 

d.  i.  nacb  dem  Obigen  die  Gleichung 

siD|(C+(y-y))«  eiDi(C~-(yv>)y 

D%-elche  man  ieidit  auf  die  Feim 

sin  c«=      4^)  { sin  4  C«co8 1  fr-v^)*+ cos  1  C«sin  1  (9-v)*  I 

+      —  ^)  sin    sin  i  (9— y;)  cos      —  v) 

Aft  I siDiC2cosUy-y')* - cosiC^sinUy-V)*} 

"""""iv^^"  l  fli«  i  C»co8  4  (v-yr)«-  cos  i  C»  «in  i  (»^  y)«  \ 
oder  nach  gehuriger  £ntwickeluDg  auf  die  Form 

f 

1     2eoscüo«(«+i3)\  .  , 
sin  c»  =:       +  ^  ijT"^^/     •  ^       » — V)^ 

/II     2cos_ccos(a  +  /S)\  .  ,/ 

+(p + jjä  +  i  4 

*      —  ^  s»n  ^««»4  (y— cos  4  (y — V) 

sin  (a  +  ft*  .  ,  ,  .       X  4 
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_ri5^^  cos  i  C*  Bio  i  (v-V)* 


bringt 


Dividireo  wir  uua  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 
uDd  setzen 

1  tancj  *  (fp — v)* 

80  erhalteu  wir»  wenn  der  Kürze  wegen 

Ai  =  »in  c*c©8cc  \ 

11      2co^ccos(a-\-ß)     sin(a  +  ß)2 

 5^  T  — -MD,0  I, 

,t     1  .  2  cos  c  cos  (g  4^/3)     8in  (a-h/3p    _  ,  ^ 

'-•X^+^7^+  Ijl  j5j;5-'«o8.6^cot4C^ 

j-esetzt  wird,  zur  Besfiiunuing  VOD  tang«(9 — y»)  die  folgende  Glei- 
chung des  vierten  Grades: 

0=^i  +  /?!  tang  i  (y— +  Ci  tang  i  0/>— y)H     ^»«»S  i  (v-y)* 

wobei  man  auch  noch  bemerken  iiann,  doss  sich  der  Coeflicient  (\, 
wie  mau  leicht  findet ,  dtir(  h  die  CoetlSoienten  Ji  und  Dg  auf  fol^ 
geude  Art  ausdrücken  läs«>t: . 

C\  =     +  />i — — ffj^     cosec  ;  C 


Am  I4ten  März  JH4;>  .starb  zu  Lomiori  i>i.  J.  Tr.  Duiiicll, 
Prot,  der  Chemie  am  King  s  College,  Secretair  der  Royal  Society 
för  das  Ausland,  u.  A.  durch  seine  Meteorological  Essay  s. 
1823.  3.  edit.  1815.  allgemein  bekannt 
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Die  vom  Minister  Villpmaiii  bei  den  Kamnien]  in  Paris 
beantragte  nnd  %tni  iftr^r-n  bea^chlojisonc  Saiimilufi'j'  um!  Her:in<- 
gal>e  der  iichriUeu  von  l-ermat  hat  einen  erlVeuiicheu  Fortgang 
eeoommeo.  Ltbri  hat  bei  einem  Antiquar  in  Metz  eine  beileii- 
ttode  Aanlbl  Handschfifteii  g«fiiiMleo.    BiosrrapbiMiie  Notixen 

ei^iesendet  norden^  nach  denen  Fermat  nicht  /u  Tniilou8e« 
sondern  711  fSeanmont-de-Lomagoe  geboren  t<t.  Aurh  in  Doulsch- 
land  hofff  man  noch  Handschriften  aul/utirulen.  Der  iMini^ter 
Salirauiiy  hat  die  Herausgabe  Libri  übertragen  (Jeniiische  all- 
gcnMinn  Literatnr-ZcHong.  1815.  Kr.  t4a  8.  S90). 


L'Academio  des  soiences  de  Paris  u  appriü,  qu'on  vietjt  i\v 
retrouver  chez  uu  iibraire  de  Parit;  un  des  uuvrages  |>er(ius  «1  un 
ffeom^tre  da  XVII*  sMe,  Desar^aes,  le  contempotnin  et  lanit 
de  Descartes,  de  Femat  et  de  Paiical.  Od  a  mdme  i'espoir 
de  retrourer  d'anties  oovragea  du  m^nie  geonietre ,  tous  nerdus 
jusqn'iri .  et  qu  on  ne  connaissait  *\m'  jKir  le  dire  de  differents 
auteurs  f{iil  vi\  avaient  parle  avec  elo^c.  L'Acadeniie  a  rharge  sa 
coramisjiiou  aiiiuinistrative  de  faire  racquisttiou  de  l'ouvruue  retrouve, 
et  le  mioietre  de  rinstnictioD  publique  eera  pH#  de  faire  faire  des 
pour  tAcher  de  retronver  lea  antres  ouvrages  ({u  meme 
autpTir.  f:nr  Fexisteoce  deaipieU  on  poaaMe,  k  ce  qu'U  parai^ 
quelques  iodicea. 


Die  FfirstHch  Jabl ono\vski*scbe  Geaellscbaft  zu  Leipzig 
hat  den  EinscndunLrstemiin  der  IJearbeitunffen  der  im  Litenirischeii 
Bericht  Nr.  X  \  III.  S.  288.  angezeigten  PreiMauTgabe  bis  Ende 
März  1846  verlängert  und  den  Preis  auf  48  Dukaten  erhöhet.  Die 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Sekretär  der  Ciesellschuft  zu  richten. 


Einige  Bemerkiuigeu  über  die  Alihandluiig  Tbl.  VI«  Heft  U. 

Nr.  XXIX. 

Ana  rmnii  ScTirriTirn  H«>.h  Ifrrrii  Profi-.s>or  Dr.  Ste^niattn 

an  der  Loiveraiittl  xu  Marburg  aa  dea  Herautgeber,  ^ 

In  dem  vorher  genannten  Ueite  des  Archivs  findet  sich  von 
Seite  187  an  eine  recht  zierliche' Entwickelnng  verschiedener  be- 

'^tinimter  Integralien  von  Herrn  Oberlehrer  Arndt  in  Stralsund, 
'leren  Verstänrlniss  abpr  leider  durrfi  oini^p  Druck-  odfr  Sfbreib- 
leliler  etwas  iieeinträchtigt  wird.  1  lir  tlen  l  all ,  dass  Sie  diesel- 
ben vielleicht  noch  nicht  von  anderer  Hand  luitgetheilt  erhalten 
haben,  ist  es  Ihnen  wohl  aD^enehm,  wenn  ich  sie  hier  anaeige« 
da  die  Abhandlung  um  ihres  interessanten  Inhalts  willen  gar  sehr 
'    vctdient ,  völlig  correct  gemacht  sut  werden. 

Seite  187.  Zoilf»  12  v;  11.  ergSnze  hinter  dem  Worte  ver- 
schwindet" die  Worte:  ,,in  so  lern  11  eine  guniie 
Zahl  bedeutet''. 
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Seite  191.  Zeile  8  v.  u.  statt  —  ^9S«log2<2m)2  lese  man 

iSeite  192.  Zeile  6  niuss  heissen: 

Von  hier  an  aber  mochte  der  folgende  Passas  bis  Zeile  t7 

vielleicht  he^i^ier  so  lauten: 
,  Daher  ist  jetzt 


99 
99 


99 


(152)  /     7  log  sin  ^il^ 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdm  n  gerade 
oder  ungerade  ist.  Ffir  »=1  ermUt  man  sofort 

(13)  y^9)  logstn         —  1«?»  (Iog2— 2J&»  V^), 

wie  es  sich  auch  aus  (8)  figiebt^  wenn  man  daselbst  iii=Omacbf 

Seite  193.  Zeile  11  und  i2muss  es  statt  ^QA-f  1)  beide  Male 

heissen  -(2/1+1). 
Seite  193.  Zeile  13  aber  ist  statt  -(2ilfl)  zusetzen  4-(2X-|-l). 


Verschiedene  mathematisdie  Bemerkungen. 

Von  dem  Herrn  Doctnr  Dlppe, 
OberIclMrer  am  GyiniUMiiim  Fridericimom  sa  Schwerlo. 

1. 

In  den  Miscelleo  des  Archivs  (Thl.  1V.S.2*23)  ist  eine  Aullü^un«^ 
der  Aulgabe  von  der  Trisection  des  Winkels  mitt^etheilt;  welche 
von  trigonometrischen  Betrachtungen  ganz  unabbfingig  ist  Sie 
ffihrt  auf  die  Gleichung 

4 

in  welcher  r  den  Radius  eines  Kreises  bedeutet,  in  dessen  l^littel* 
punkte  der  zu  theilonde  Winke!  seinen  Srheitel  hat,  wahren«! 
und  X  die  zu  dem  Winkel  und  meinem  dritten  Theile  i^ohürendeu 
Sehnen  in  diesem  Kreise  sind.  Ein  Blick  auf  diese  Gleichung 
zeigt  uns,  dass  a  eine  Wurzel  derselben,  die  Gleichung 
also  durch  or-fa  theilbar  ist*  Man  erhält  mithin  die  Gleichung 
dritten  Grades 

Ist  der  zu  theÜenfle  Winke!  -'2(\  so  ist  </  =  2r8inC,  «ass 
2rsin  »      und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  bekannte 

(sin  l  Q'^Ssio  i  C-f  l  sin  C==^(k 
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2. 

Di«  Gleichmig  (sin  \  C)^— j  sin  \  C-|- 1  sin  C—Q  wird  In  denele- 
Kent^ireii  Darstellungen  der  Trigonometrie  ^euuhnlich  hermtzt,  um 
die  Mugiichkeit  der  Berecliiuin^  einer  von  Grad  zu  Grad  fortsclirei« 

teuden  Tafel  der  vSinus  rlacll/lI^v^»isell.  Hat  man  näintich  aus  den 
Ei£^erii!(€ haften  der  regeln» fissigen  A'ielerke  sin  IS*'  und  810  15^  lier- 
^eitet,  Hv  tirnlet  man  ieiitht  sin 3^*,  uiiil  kann  nun  auf  jene  Giei* 
dttng  verwehNi'u,  deren  Auflüsuni^  sinl^*  liefert. 

D.i  dirsr  (ileirhiini!  nher  zum  irreducibeln  Falle  {gehört,  so 
miii  ihre  J^ü.sung  ent\veiier  die  Benutzunt^  tri^ononietrisc  lior  Tafeln, 
deren  Berechnung  erst  nachgeniesen  werden  soll,  oder  die  Ent- 

ikkeiung  von  (et  ßP}* nach  dem  hinonjischen  Lehrsätze,  oder  die 
Cenntniss  der  Auiliisuni!;  höherer  nimu  risrher  Cleichun«4en  voraus. 
Die  erste  Art  ist  wejjen  des  speeielleit  Zwecks  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  auszuschliessen ,  die  dritte  wegen  des  8tand|>unktes  der 
Lernenden.  Es  erhellet  mithin  die  Nothwendif^kett,  bei  der  Aus* 
iinandersetzung  der  kubischen  Gleichungen  den  irreducibeln  Fall 
ftnf  dem  zweiten  Wege  ebenfalls  aufzuiüsen  und  sich  nicht  auf  die 
gooioraetrischc  Lösung  zu  beschränken. 

Unsere  Gleichung  bietet  dann,  weini  m?»n  T'— 3"  setzt,  pin 
vortreffliehes  T^elmncsheispiel  dar,  da  die  ersten  (Glieder  der Keihen 
schon  ein  sehr  genaues  Kesultat  gehen,   ihre  drei  Wurzelu  sind 

^      tt+»,  2 — I— 2"'*^^**'  2 — ?~2~^^**» 

worin 

K=  — i(cosCy(WtangQ\i  und  v=:  +  4(cos         — ttangQ^t 

sind,  wie  dnrch  leichte  Umformungen  der  Caiddnischen  Formel 
^fnnden  wird.  Man  erhält  dann 

u^v=:(eo8  €)•  tijtang  C^i^  (taog     +     (taog  C)»— ..  |, 
V3.£==i  (cos  C)V3[l-Ä^(tang  Cy +i^(tans  C)*-..|; 

Ho  nach  der  bekannten  Bezeichnuugsivelse  - 

1.2.3....it 

ist.  Bezeichnet  man  die  erste  Reibe  mit  P,  die  zweite  mit  Q,  so 
»iiui  die  Wurzeln 

3  3  8 

Setzt  man  nun  sin  C=:8in3**,  so  sind  die  drei  Wurzeln  sin  l**, 
sidSO^  und  sin  — 61*^,  wovon  der  Grund  leicht  einzusehen  ist. 


* 
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3.  ^ 

In  def  matbematischeD  Theorie  des  Lichtes  sind  die  goniome- 
trisclieii  FonuelD 

8>nJg^^gi^^(:g^■«)^■<i^|(Jr-^2g)..>.+fl^ll(a?-^^^«)ss^'"^^^  2^^'"  % 

sin  |z 

and 

co8a?<f  C08(ir-|-s)-|' cos + 2z).. + cos  {pe\ni)    f^fif  ^  ^ 

siniz 

von  der  griissten  Wiclitiskeit.  Die  in  den  Supplementen  zu 
Klügel's  Wiirterbuche  (Thl.  II.  S. 636  ff.)  j^egebene  Herleitung 
derselben  zeichnet  sieb  dadurch  ans,  dass  sie  direkt  und  elegant  ist, 
fdbrt  aber  erst  nach  mancherlei  Umformungen  zu  dem  gewünschten 

Resultate.    Als  ich  vor  einiger  Zeit  die' Hougunffserscheiminjjen 
nach  Schwerd  durchging,  der  jene  Forüieln  ohne  Beweis  auf- 
stellt, fand  ieh  folgende  gunz  leichte  Ableitung  derselben. 
Aua  den  Gleichungen 

8in(a+/3)e»D  («—j3)=sin«a— sin/S«, 
2co«  (o+A  sId  (a— jS)=sin2tt— sin  2/) 

ergeben  sich  leicht  die  bekannten  Formeln 

.    1)  ^^  1 1 1  (a+ßj )  sin  («—«1) + «io  («i-ffl^  sin  (cti— 4iE|),... 
+ sin  («»  +  «„+ 1 )  (««  -  cr„+ 1 ) — sin  (H-tM- 1 )  1 )  > 

2)  cos  («+«1)  sin  («t— «i) + cos  (ofi \tt^  sin  (a,  — «2)  - 
+ cos(«i|i4-aii-|-i)     («ta— ffü+i  )=cos(a + «iH-i)sin  (a— «(nf  1 ). 

Setzt  man  in  «Uesen  «f— ^=ffj— «|....=:aii— flb+i=— j  und 

0-|-a|=j;,  so  erhäU  man  a=^— *—  ''«+1  =5+(2i«+i)j» 

und  iifi+%  =  Ä+2,  0-2+ iifa  =  a?+22;,.. ,..«„-!•  «0,4.1  = 

nr      j  («+1)2 
a:+«2,  sowie  «  +      1  =x+ under— ««+1=  ^ — • 

Substitafart  man  diese  Werths  in  die  Formeln  (1)  und  (2),  so 
erhSit  man 

sin  |.  {sin  a^i-sin  (ar+x)  +sin  (dr4-22>f .^.4-sin       «*)  J 

=sm(a?+^)sin  — 5 — , 
sin  g .  (cos  a? + cos  (ar+a) + cos  ( j;+22)+.,„4-  cos(j;-iti2)} 
= cos  (0;+^)  sin — 2 — , 
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Worms  die  oliea  hiiige«teUt«ii  Oleieliniii^eR  sich  ohne  Weitere» 


4. 


Scbevet  man  die  Vemittelunj»  des  Iroai^ililren  nicht,  so  kann 
1^  ni.tn  die  in  der  voriseri  Bemerkung  hergeleiteten  Formein  auch  auf 
S    Mgendem  Wege  ernaJten. 
lo  der  Prmession 

a+ae-t-ae^u.^+a^  =  -^—3 — - — - 


I 


t 


1^  a=  cos    +  i'öin      e~  cos  a  4- 1  sin  s ; 

Ibm  kommt  sogleich 

(eos       cos  (.r  -f  2)  {-  cos  ( j:  +  22)  +  cos  (a;  -f  3r)  + cos  (jc  -f  «2)  \ 

4- 1  |sin  x-f  sin  (^-l*  3)  -f  sin  (a-^-^h)  -f- sin  (.r-f-dz)....    sin  (x^nz) } 

 (cos  3r+t*sin  .t)  (1  —cos  (n  H- 1)2 — Isin  (k-H)x) 

1  — cos« — isiuz 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  verwandelt  sich  sofort  in 

cos  x — cos  (o?  -f  (n  + 1)  2) + »  (siu  o: — mu    + (a-l'lM  > 
uDÜ  dies  in 

2stn  {8in(a:+— tcos(x+— j-2)|. 

Muitiplicirt  man  nun  Zäfiler  und  iSeiiner  der  rechten  Seite  mit 

1 — coss-ftsins» 

so  wird  der  Zähler 


2  sin 


+ f  (cos  (ir+  -5— — cos  (af+— 2"«)) 


und  der  Nenner  nird  4  (sin  Jr)^.  Dnreh  die  leichteste  Umformung 
erhhit  man  dann  als  Z&bier  des  Ausdruckes  auf  der  rechtep  Seite 
unserer  Gieichung 


'tf  '4'  1  X 
4  si  n  —  2^^ .  sin  j  {cos  (« + ^) + i  sin  (a? + ^) }, 

Wird  die  Division  mit  dem  Nenner  4  (sin  ix)*  ausgefilhrt»  so 
wird  unsere  Gleichung 
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'  ( COS  x+cos(ar-|- 2) + COS  (d:  +  w2)| 

+  /  { sin  X  +  sin  {a:  +  2)  + ... .  +  sin  (0?+  nz)  \ 

sin-|-iz.cos(*+-^)  8in-r-ir,«p(a?+-=-) 

—  *  +i  * — —  * 

sin—  sin~ 

ans  welcher  durch  Glelchsetzung  der  reellen  tmd  der  imagioSreu 
Theilc  die  in  Rede  stehenden  goniometrischen  Formeln  erhalten 
werden. 


Mathematische  Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten zu  Kopenhagen. 

Fractiones  coutiniiae.  In  quas  cxplicuri  possunt  radices  realen 
aeqaatlonnm  alsrebraicarum  tertli  altiorisve  ijradus»  quae  coeflicien- 
tes  babent  rationales  et  ad  ^raduni  inferiorem  redad  nequeunt» 
qualitates  sine  dubip  habent  siniile.s  illis,  quas  in  aequationihus 
primi  et  secundi  gr.idus  coüTiltas  habemus.  Dosir>it  •nfldcm  ti?iifa 
forma  fractionum  eontinuaruiii ,  ubi  aequatioiics  priiiiuiu  gruduiu 
exceduut,  desinit  periodicitas  ultra  secundum,  sed  pro  h'iace  for- 
inis  aliae  exstare  posaunt  explicatioDum  genera,  quae  ai  bene  cog- 
ntta  fuerint,  ad  analysin  indeterminatam  promovendam  magnopere 
valeant.  Proponimus  itaque,  ut  inqiilratur  in  propritatcs  generale» 
fractionum  continuarum  grarlns  nitioris  ,  snlteni  oaruni ,  (|uao  illas, 
quas  uovinms,  immediate  sequuntur,  idest,  in  quas  expiicari  pos- 
aunt radices  eubicae  irrationales  quantorum  ratiooalium,  ita  ut  leges 
generalea  defiaiantur,  qulbua  tarn  ipsarum  fraefionum  quam  aeriei 
conyergentittm  principalium  terminos  ad  (]|uemlibet  U8(|ue  ordinem 
computare  lioe:if  sine  uUa  praevia  detennuiatione  tenninomm  om- 
nium  antecedentiuin. 

lo  juaestiouibuei  tractandia  sermone  Latino,  Gaiiico,  Angiico, 
Gennanico,  Sueeico»  Danico^e  ntt  licebit.  Commentationeanotandae 
erunt  non  noniine  sciiptorla»  sed  teaaera  aliqua,  adjiciendaqne 
Charta  obsignata,  eadem  tessera  notata,  quae  scriptori»  nomen, 
ordinem  donjiriliumque  indicet.  (Preis  50  Dänische  Ducaten. 
EinjiereruiiL:st<'rniin  vor  Ausgang  des  August  1816.  Adresse  an 
den  Sekretuir  der  Akademie ,  Herrn  Prulessor  Johann  Christian 
örsted.) 
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DarsteUmig  der  geometrisclieii  Ver- 
wandtschaften mittels  proJektiTiselier 
Oebilde,  mit  besonderer  Rfieksieht  auf 
die  Tlieorle  der  hölieren  Carmen. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasiom  zu  HeUigenstailt. 


Krster  Theil. 

§.  1. 

begriti  d«r  georaetrischea  Verwaiidtschalt. 

a)  Sind  In  einer  Ebene  €  (Taf.  II.  Fig.  1.)  irgend  zwei  Punkte  B, 
H  gegeben,  so  bestimmt  ein  jeder  andere  Punkt  a  dieser  Ebene  /n  ei 
Gerade  a,(i',  welrho  rlen  letzteren  mit  B,  B'  verbinden,  unil  iini- 
gekehrtr  je  zwei  Strahlen  a,  a'  der  Punkte  B'  f>estiinnieii  einen, 
und  zuar  im  Allgemeinen  auch  nur  einen  ein/iuen  Punkt  n  iler 
Ebene  und  nur  diejenigen  zwei  «Strahlen  derselben,  welche  zu> 
sammenfallen ,  haben  nicht  bloss  einen,  sondern  nnzählige  Punkte 
gemein.  Jeder  unendlich  entfernte  Punkt  bestimmt  vwei  parallele 
Strahlen,  und  umgekehrt.  Irp:piifl  fln  System  von  PniiktfTi  .  b, 
C,  bestimmt  zwei  Strahibüscbel  ff/B',  deren  Strahlen  a, 

Cj  d...,',  a',  h',  c',  d! paarweise  nach  jenen  Punkten  geben, 
und  diese  Strafalbüschel  sind  in  Ansehung  dieser  Strahlenpaare 
perspektivisch  oder  überhaupt  projektivisch ,  jenachdem  lenes 
System  von  Punkten  einer  geraden  Linie  A  oder  einem  Kegel- 
schnitte K,  welcher  durch  die  Punkte  ß,B'  geht,  angchiJrt,  und 
umgekehrt  fArchrv.  ThI.  IV.  Nr.  XXX.  4.  und  lt.).  Insbesondere 
bestimmen  sänuatlichc  unendlich  entfernte  Punkte  von  ^  zwei  pro- 
jektivisch-gleiche  Strahibilschel  B,B'. 

r 

b)  Sind  andererseits  in  einer  Ebene  ^  irgend  zwei  Gerade 
A,  A*  gegeben ,  so  bestimmt  6ine  jede  andere  Gerade  a  dieser 

Theil  VII.  8 
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Ebene  zwei  Punkte  a,fl',  in  welchen  sie  die  ersteren  wlineidet, 
uocl  umgekehrt:  je  zwei  Punkte  a,a'  der  Geraden  A'  bestim- 
men eine  Gerade  a  der  Ebene  €9  und  nur  diejenigeD  zvrel  Punkie 
derselben,  welche  sich  im  Durchecbnitte  von  A,A'  vereinigen, 
gehören  unz.'iljligen  Geraden  zugleich  un.  Jede  mit  A  (oder  A') 
parallele  Gerado  v^ehi  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
A  (A') ,  und  eine  in  (^*  unendlich  entfernt  liegende  Gerade  geht 
nach  den  unendlich  entfernten  Punkten  von  A  und  A',  und  umge- 
kehrt. Irgend  ein  System  von  Geraden  a,  c,  d....  bestimmt  auf 
A'  zwei  Punktenschaaren  a,  b,  c,  t....;   ö',  b',  c',  und  es 

sind  die  Geraden  A^  A'  ir»  Vnsehung  dieser  letzteren  jMTspekti- 
visch  oder  y)roJektivisch  ühcrliaupt,  jenachdeni  erstere  dui<  Ii  l  iner 
lei  Punkt  Ii  gehen  oder  einen  Kegelschnitt  A  umhüllen ,  uelcber 
auch  A,A'  zu  Tartgenten  bat,  und  umgekehrt  Insbes^mdere  be- 
st) nmit  jeder  unendiieh  entfernte  Punkt  B  zwm  {»rojeetkisch- ähn- 
liche Gerade  A,  A', 

(•)  Betr.iflifft  man  jetzt  irgend  /^^ei  Ebenen  (5.  und  dertlrt 
sich  in  der  einen,   v^,   zwei  ÄtrafiiUüschel  oder  zwei  (tc 

rade  ^,  Ä ,  und  in  der  anderen»  zwei  »Strafalbuücbel  i^j,  M\  oder 
zwei  Gerade  A^,  A^'  dergestalt  ge&reben,  dass  immer  das  eine  Uebilde 
der  einen  £hene  mit  einem  Gebilde  der  anderen ,  und  das  andere 
der  ersten  mit  dem  anderen  der  zweiten  projektivisch  ist,  d.h. um 
bestimmter  zu  reden,  dass  * 

entn'eder  «)  B{a,  h,  c,  d.„,)^Bi  (r/i,        di,...)  und  zugleich 

oder  ß)  A  (a,  6,  c,  ö....) — Ai  (a^,  bi,  Ci,  ti .«..)  und 

A  («',  b',  c',  5'....)= 4'  («1 b, r, .) ; 

oder  y)  /i c, </....)  =  Ji  (fl,,bi.c,,l)i....)  ">»d 

ist,  so  bestimmt  im  Falle  a)  ein  jeder  Punkt  a  der  Ebene  ^*  zwei 
Strahlen  er,  der  Strahlbflschel  B,  B' ,  diese  vrieder  bestimmen 
zwei  und  z^var  nur  zwei  Strahlen  ai,  ai  ,  >velche denselben  in  den 
Strahibüscheln  By,  B^'  entM)rechen,  und  diese  im  Allgemeinen 
einen  einzigen  Punkt  der  Ebene  5, ;  und  umgekelvt  Wird  der 
Punkt  0  durch  den  Punkt  n,  bestimmt. 

Im  Falle  ß)  bestimmt  eine  jede  Gerade  fl  der  Ebene  (5  zwei 
Punkte  a,  a'  der  Geraden  A,  Jr\  diese  wieder  bestimmen  zwei» 
und  zwar  nur  zwei  Ihnen  entsprechende  Punkte  dji ,  der  Gera« 
den  Ay,  Ai' ,  iind  dif*so  Im  Allgenieiiicn  eine  einzise  Gerade 
der  Ebene  ;  und  uiugekeiirt  wird  die  Gerade  a  durch  die  Gerade 
tti  bestimmt. 

Im  Falle  y)  bestimmt  jeder  Punkt  a  der  Ebene  €  zwei  Strah- 
len a,(i'  der  Strahlhfischef  diese  bestimmen  die  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  0|,  der  Geraden  Ax,  Ai',  und  letztere  im 
Allgemeinen  eine  einzige  Gerade  a,  der  Ebene  (Sj;  mid  umgekehrt 
wird  der  Punkt  a  durcli  die  Gerade  Oi  bestimmt. 

d)  Zwei  Ebenen  (5,  können  also  mittels  jirojektivischer 
Gebilde  auf  drei  wesentlich  versdiiedene  Arten  auf  einander  bezo- 
gen werden:  entweder  nämlich  entspricht  im  AUgemeinen 


Digitized  by  Google 


115 


i'inein  jeden  Punkte  uri(t  einem  jeden  Systeme  \  ow 
Paukten  der  einen  Fhene  ein  bestimmter  Punkt  nnd  ein  !m»- 
tftiium  te»  System  von  Punkten  derunderen,  und  nnit;ekeiirt : 
imlere  den  leteteren;  oder 

ß)  einer  jeden  C  eraden  und  eine  in  j  e  tl  e  ti  Syst  e  m  e  v  o  n 
Geraden  der  einen  Ebene  eine  bestinuiite  Gerade  und  ein  be- 
i^immtes  System  von  6  er  ad  od  der  anderen;  und  umgekehrt: 
■rtere  den  letzteren ;  oder 

y)  einem  jeden  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
liokteD  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade und  ein  be- 
tfiiiiites  System  von  Oeraden  der  anderen,  und  nmgeicehrt: 
difcre  den  letzteren. 

*  Zwei  auf  irgend  eine  von  diesen  drei  Arten  auf  einander  bezo- 

(be  Ebenen,  sowie  mich  je  zuei  entsprechende  Systeme  ihrer 
eroeiite,  heisseii .  in  Ansehunc  der  zwei  Panr  projektiv! - 
lehen  (lebilde  nnfl  Ii' ,  n^' ,  oder  unA  A\  A.\  oder 

Ii,  iniil  lJ',Ai'.  geometrisch  verwandt  ((jder  aueii  bloss 
»erv\  a  II  li  t),  und  diese  Beziehung  selbt  die  geometrische  Ver- 
ivandtschaft  derselben. 


«-2. 

Besondere  Fälle. 

Die  weitere  Eintheilitng  der  geometrischen  Vcr>t^dtschaileti 
i{«ht,  ^vie  bereits  die  so  eben  erhaltene  ^  unmittelbar  aus  den  ,  im 
\Ve8en  der  projektivischen  Beziehun2<Mi  nherhannt  gegebenen  f'n- 
terschieden  ,  hrrvrtr.  Nanier»(lir!i  hicien  sicli  «Irei  verschiedene 
nesichtspunkte  dar,  von  denen  die  beiden  ersteren  alle  <Irei  Fälle 
a),  ß).  y),  der  dritte  dagegen  mir  die  Fälle  a)  und  ß)  belreffen: 

1)  Nach  der  uroj  ektivisch  en  Beziehung  dei  den  (»e- 
bilden  beider  Euenen  gemeinschaftlichen  Eleui'ent^  aul 

einander. 

Entweder  nämlich  a)  entspricht  das  den  Gebilden  der  einen 
ttene  gemeinscbaftliche  Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  In  keiner  Beziehung,  d.  h.  weder 
insofern  ersteres  zu  dem  einen,  noch  insofern  es  zu  dem  anderen 

Gebilde  i^eret  hnet  wird;  h)  oder  ersteres  entspricht  dem  letzteren 
mir  insoiern  jenes  zu  dem  einen  Geliilde  gerechnet  wird;  oder 
c)  beide  entsprechen  sich  in  beiderlei  liinsicbt. 

"1)  Je  nachdem  die  Ebenen  aufeinander  Üo'jret»  oder 
wicht,  im  ersten  Falle  k«'»nnen  die  gegebenen  zwei  Paare  projek 
tivischer  Gebilde  beide  oder  aiirh  nur  das  eine  schief,  perspek- 
tivisch, oder  aber  aufeinander  oder  c oncentriscb ,  und  ins« 
besondere  involutorisch  liegen,  und  eä  entstehen  die  Fragen: 
ob  und  wieviele  Paare  entsprechende  Elemente  sieb  vereinigen  Y 
^  und  wieviele  Paare  einander  in  doppeltem  Sinne  entspreenen  i 

3)  Nach  der  projektivischen  Beschaffenheit  der  ge- 
gebenen Gebilde;  df.  h.  jenachdem  beide  Paare  oder  nur  das 
eiM' projektiv! seil  überhaupt«*  oder  projektivisch- Ähnlich 
«hr  projektivisch'gleich  mmi. 
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Im  FoI<:f>TM^O!»  wird  der  erste  (iesichtspunkt  vorherrscheud  die 
Ordiamff  der  lietrnchtuTis;  bestininien  ,  und  daher  werden  zuvorderät 
die  beiden  unter  1.  a)  und  1.  b)  begriffenen  Verwandtschaftearten, 
welche  wir  die  höheren  nennen  wollen,  und  im  zweiten  Theil 
dieser  Abhandlung  die  dritte  Art,  welche  unter  den  Namen  der 
1 1  i  n  e  0 1  i  o  ri  und  Recip r oci  t ä t  bekannt  ist«  in  Untersttehuitg 
gezogen  uerdeo. 

§•  3. 

Bestimmtheit  zweier  und  vermittelte  Beziehung  mehre- 
rer geometrisch  verwandter  Systeme  aufeinander. 

Da  nach  Archiv.  ThI.  l^  .  Nr.  XXX.  2.  das  ganze  System  der 
entsjm'f henden  FJeiiiontoupaare  zweier  pro].  Gebilde  vollkommen 
benimmt  ist,  wenn  irgend  drei  dieser  Paare  beliebig  gegeben  sind, 
so  muss  auch,  was  unmittelbar  einleuchtet: 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
vollkommen  und  aufeinzi<;o  Weise  hos  timn>t  sein,  wenn 
in  jeder  die  beiden  Punkte  oder  Geraden  B' :  A,  A' 
und  JiifBi';  A^^Aiy  und  ausserdem  irgend  drei  Paar 
entsprechende  Elemente  der  beiden  £oenen  gegeben 
sind. 

2)  Man  kanq  in  zwei  Ebenen  die  Mittelpunkte  oder 

R  i  rh  t  u  n  s:  s  n  n  i  o  n  z  "^^  p  i  o  r  Paare  p  r  o  j  e  k  f  I  v  1  s  cn  e  r  Gebilde 
u  n  *l  n  11  s  s  e  r  d  e  ni  drei  V,  1  e  ni  e  n  t  e  n  p  a  a  r  <'  beliebig  a  n  n  e  h  m  e  n 
und  sodann  f  estsetzen:  die  l^benen  sollen  in  Ansehung 
der  ersteren  geometrisch  verwandt,  und  die  letzteren 
sollen  entsprechende  Elementen  paare  derselben  sein* 

3)  Von  zwei  geometrisch  verwandten  »Systemen  ist 
das  eine  vollfcommen  bestimmt,  wenn  das  ander e  System 
und  die  V e r waudtschait  ihrer  Ebenen  vollkommen  be- 
st im  m t  ist. 

4)  Ist  in  einer  Ebene«  irgend  ein  System  von  Punk- 
ten oder  Geraden  gegeben,  so  kann  man  in  dieser  Ebene 

d  ie  ^Mittelpunkte  oder  Richtungslinien  zweier  Gebilde 
»  nebst  drei  K 1  e ni e n t e n  jenes  Sy s tems,  und  in  einer  zwei- 
ten Ebene  die  Mittelpunkte  oder  Richtungslinien  zweier 
mit  den  ersteren  projektivischer  Gebilde  nebst  drei 
Elementen  beliebig  annehmen  und  sodann  festsetzen: 
diese  drei  Elemente  sollen  einem  zweiten  Systeme  an- 
gehören, welches  mit  dem  ersten  in  Ansehung  jener 
Gebilde  geometrisch  verwandt  sei,  und  zwar  sollen  sie 
jenen  drei  Elementen  des  ersten  Systen»*  entsprechen. 

Ferner  ergibt  sich  aus  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  ,  5.  unmittel- 
bar der  folgende  Satz: 

5)  Sind  In  einer  beliebigen  Anzabl  von  Ebenen  eben- 
soviele  Systeme  von  Punkten  oder  Geraden  In  bestimm- 
ter Ordnung  gegeben,  und  ist  der  Ueihe  nach  ein  jedes 
dieser  System e  mit  dem  ihm  zunächst  folgenden  geo- 
metrisch' verwandt,  so  ist  ein  jedes  derselben  mit 
Jedemj  und  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letzten 
geometrisch  verwandt 
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Erste  Art 

der  huiiereD  geometrischeo  Verwaiidttichiilteii. 

a. 

Zwei  Systeme  von  Punkten, 

§.> 

Denkt  man  sich  in  der  Ebene  (Tal'.  U.  Fig.  1.)  zwei  StrahlbüscheJ 
V,  und  ia  der  Ebene  €x  zwei  Strahlbflschel  Bi,ßi'  derge- 
M  gegeben  9  dass 

B  (fl,  b,  c,  d„„) = Bi  («1 ,  6i ,  ci ,  rfi . .. .)  und 
B'  (a'.6',c'.rf'..)=jB,'(a|',Äi',c,'.rfi'..), 

and  dass  dem  gemein8chaft!'n  In n  Strahle  l^'  von  B,B'  sowohl  ia- 
mkin  er  zu  B  gehört,  ein  >>(4ch<'r  Strahl  in  Bi,  üIh  auch  in- 
soferii  er  zu  B'  gehört,  ein  solcher  Strahl  Pj  in  entspreche» 
vdelier  nicht  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Pi"  von  Bt, 
Bi  zosammenjßillt«  so  werden  auch  umgekehrt  dem  letzteren,  Pi  , 
is  den  Strahlbfischeln  B,  B*  resp.  zwei  von  P^  verschiedene 
Strahlen  ,  P  entsprechen  müssen;  und  wird  der  Durchschnitt 
von  P,  P'  mit  n",  und  der  Durchschnitt  von  ,  P^'  mit  />," 
'it^/t  iihiiet ,  so  ^\  Ird  allen  Punkten  von  P"  ein  einziger  Pnnkt  der 
£beue      ,  naiulK  Ii  und  dem  Punkte        ein  jeder  Punkt  der 

Geraden  P/'  in  entspi  echen,  und  umgekehrt.  Ferner  entspricht 
jedem  Punkte  p  von  P  derjenige  Punkt  in  QE^ ,  in  welchem  der  dem 
P  eotsprechende  Strahl  von  Bi  ,  d.  1.  P/'t'Atn  dem  p  entspre* 
cheoden  Strahl  von  Bit  i*  P,  schneidet,  also  immer  ein  und 
lersethe  l^unkt  Bi ;  und  {^leicnerweise  entspricht  jedem  Punkte 
voo  P  ein  und  derselbe  Punkt  /?/,  u.  s.  w. 

Die  drei  Punkte  B,   B'     U"  und  /?,  .  /?/'  werden 

Hauptpunkte,  und  die  drei  (ieraden  P,  P ,  P'  und  P^  ,  l\\ 
I\"  werden  Hauptlinien,  und  die  von  denselben  gebildeten 
Dreiecke  Hauptdreiecke  genanitt;  und  zwar  heissen  sowohl  je 
wei  Hauptpunkte  B,  B^  ,  B',  BJ;  B" ,  B^' ,  als  auch  je  ein 
Hauptpunkt  und  eine  Hauptilnle  /\ ;  B\P^%  B\P{\  B^, 
P;  B\  P';  Bi*',  F*,  und  endlich  die  Haitptdreiecke  selbst  zu- 
geordnet. 

Sind  die  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  von  ^,  gege- 
Uä,  so  kennt  man  von  jedem  der  beiden  Paare  proj.  Strahlbnscnel 
B.  B,  und  B,  Bi  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen;  also  lässt 
«ich  jetzt  der  Satz  1)  des  §.  3.  dergestalt  aussprechen : 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
ist  vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt,  sobald 
ihre  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  und  irgend 
eiu  Paar  entsprechende  l^unkte  derselben  gegeben 
siid;  und  auf  Shnfiche  Weise  die  Sätze  2),  3),  4)  desselben  $. 

Ist  in  €  irgend  eine  Gerade  Ä  gegeben  >  deren  Punkte  a»  c. 
Ih  ifie  Strahlen  a,  b,  c,  ef.. ;      b\  c',  cf ....  in      B  bestimmen,  und 
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sind  tfi,  Ai,  ;  ///,     c/,  d^*,,  die  den  letzteren  in  ßi,  B^'  ent- 

sprechenden 8trahlou>  so  hat  man: 

also  auch 

^1  («i»^i><^i>^^i"")  =  ^i'("i'j^'i'»<i'»<^  ••••)• 

Gebt  nun  A  durch  den  Hauptpunkt  B'\  so  fallen  in  Hi, 
zwei  entsprechende  Strahlen  mit  (lem  i^ein.  Strahle  P^"  zu.>^aiiHnen  ; 
nach  Archiv.  ThI.  IV.  Nr.  XXX.  8.  e«t^i|iricht  abo  der  Geraden  A  eino 
Gerade/!^ .  In  jedem  anderen  Falle  dajä;e«^eü,  wo  die  Strahlfiiischel  //, 
jßj^' 8chieiliei^eiul  sind,  entspricht  der  A  ein  Kegelschnitt  If^iJ?  ^^^J- 
eber  durch  äie  Punkte  By ,  B(  und  zugleich  durch  den  Punkt 
ajeht,  der  dem  Durchschnitte  von  A  und      entspricht  (Nr.  XXX.  ItJ. 

Denkt  man  sich  nun  die  beliel)!;!;  üe^eiido  A  als  den  perspek- 
tivischen lliir<  Iis('hnitt  zweier  Slr;ihlbuscliel  B.  B",  so  entspre<^hen 
<Ien  letzteren  in        z^^  ei  Strahlljiisehel  7/,,  deren  ^Strahlen 

sich  paarweise  auf  dem  Kegelschnitte  | schneiden ,  wejflie  also 
unter  sich  und  demnach  mit  jedem  der  Strahlhiischel  /> ,  B"  pro- 
jektiviscb  sind.  Also  entspricht  nicht  nur  Jedem  Strahtbüschel 
B^B  9  sondern  auch  jedem  Strablbüscbel  ^  ein  demselben  pro- 
jektivisches  J?/'. 

Sind  die  Strahlen  z^veier  Strahlhiischel  B,  H  paarweise  paral- 
lel ,  so  sind  letztere  projektivisrli  -  «gleich  (J.  1.  f/) ,  also  sind  auch 
die  denselben  <  fttsprechenden  ^Strahllnisehel       ,  B^  projektiviscb 
und  bestimmen  einen  Kegelschnitt  Hy  ,  welcher  durch  7/^*  B^ 
geht ,  und  da  einem  jeden  Kegelschnitte  \A{^ ,  welcher  durch  die 
drei  Hauptpunkte  gent,  auch  umgekehrt  eine  Gerade  ^  eutspreehen 
mnssy  so  liec^eo  aNe  uoeodlich  entfernten  Punkte  von  ^  in  einer 
einzigen  geraden  Linie.  Dem  Kegelschnitte  l\  steht  übrigens  ein 
anderer,        in  der  £bene  €  zur  Seite,  welcher  der  unendlich  ent- 
fernten fiersiden  von  (5|   entspricht.     Hat  die  Gerade  xi  mit  /«* 
zwei,  nnr  einen  oder  keinen  Punkt  gemein,  so  bat  anrh  der  Kegel- 
schnitt \Ay^  mit  der  unendlich  entfernten  (Geraden  vor»  resp. 
zwei,  nur  einen  oder  keinen  Punkt  gemein,  d.  h.  er  ist  eine  Hy- 
perbel, eine  Parabel  oder  eine  Ellipse. 

2)  In  zwei  g  e  o  m  e  t  r  i  s  ch  v  e  r  ^v  a  n  d  t  e  n  Ebenen  e  n  t  s  p  r  i  f 
ff)  jedem  Punkte  einer  Hauptlinie  ein  einziger  Punkt, 
nämlich  der  dieser  Linie  zugeordnete  Hauptpunkt; 
6)  jedem  Haupti>unkte  die  sSmmtiiehen  Punkte  der  ihm 
zugeordneten  llauptlinie;  c)  jedem  Strahle  eines 
Hauptpunktes  ein  bestimmter  Strahl  des  ihm  zugeo  rd- 
neten  HauptpTi  nk  tes :  d)  einem  jeden  Strahl  bffsrhcl 
eines  Hauptpunktes  ein  demselben  pro  j  e  ktivischef 
S-trahlbüschel  des  zugeoul neten  Hauptpunktes. 

3)  Einer  beliebigen  Gernden  A  der  einen  Ebene  ent- 
spricht in  der  anderen  ein  Kegelschnitt  [^i]?  welcher 
durch  die  drei   Hau[>tpunkte  gebt,   und  insnesondere  • 
entspricht  der  unendlich    entfernten    Geraden  eio^i' 
jeden  von  beiden  Ebenen  ein  eigenthtimlichcf  Kegel- 
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schuUt  i^,  Ji,   welcher  durch  die  drei  Hauptpuukte 

gebt. 

4)  K  i  II e Iii  j  e <1  (Mi  K  e g  e  I  s  cli  ri  i  1 1 e  <1  e  r  einen  VJt  e  ii  e ,  w  e  1  - 
dber  darchdie  drei  Hauptpunkte  geht,  entspricht  eine 
Vtfttimin te  Gerade  der  anderen  Ebene. 

5)  Der  Kegelschnitt  [/Ii]  ist  entweder  eine  Hvper« 
bei.  oder  eine  Parabel  oder  eine  F^llipse,  jenachdem 
die  Gerade  A  mit  dem  Ket^eNch n itte  H  swei,  oder  nur 
tinen  oder  keinen  Punkt  ijemein  hat. 

Da  endlich  jeder  Kegelschnitt  (\  welcher  nur  durch  z^^ei 
flqitpunkte  B,  IS'  geht,  zweiproj.  Strahlhiinchel  Ii,  Ii'  hestiiniut, 

rmitspreehande»  B^' ,  ehenfalls  projektivisch  sein  mOs- 
bWr  aber  die  Stranlen  y  I\'  sieb  nicbt  entsprecben  kön- 
ii,  da  die  B,  B'  keine  Tereinigten  entoprecbenden  Strahlen  (P^) 
lÄiieii»  80  folgt  femer: 

6)  Einem  jeden  Kegelschnitte  C  der  einen  Ebene, 
telcner  bloss  durch  zwei  Hauptpunkte  geht,  entspricht 
aach  in  der  anderen  ein  Kegelschnitt      «  welcher  bloss 

durch  die  beiden  zugeordneten  Hau  Pt|ni  n  k  te  gebt;  und 
dieser  ist  eine  Hyperbel,  eine  l'a rubel  oder  eine 
Ellipse,  Jena cb dem  e  r  s t  e  r e r  den  Kegels cli  n  i  1 1  /•*  i ii 
iwei  neuen  Punkten  schneidet,  in  einem  neuen  i' unkte 
^rflhrt  oder  nnr  in  jenen  zwei  Hauptpunkten  trifft 


§.  5. 

Es  sei  »Si"  diejenige  Gerade  von  (5i ,  welche  den  mit  be- 
lelchneteii  Kegelschnitt  im  Haupt|uinkte  />, "  berübrt;  so  enispricbt 
derseUien  derjenige  Strahl  S"  in  ^,  ueicher  der  (ioraden  A  in 
keinem  ausserhalb  l^'  gelegenen  i^unkte  begegnet;  denn  scbnitte 
die  il  ausserhalb  P"  in  einem  Punkte  n ,  so  mCIsste  auch  Si" 
■it  [il,]  einen  Punkt  »i  (gemein  haben,  welcher  nicbt  in  Bi* 
fiele,  konnte  also  auch  nicbt  Tangente  in  B^"  sein.  Auf  die  näiu- 
ikhe  Weise,  oder  auch  noch  einfacher,  lässt  sich  zeigen,  dass  den 
(jleraden,  «elcbe  den  mit  Ci  bezeichneten  Kegelscbnitt  in  den 
hviden  ilnupt|)unkten  /?i ,  Bi  berübren,  diejenigen  (icrKlen  ent- 
sprechen, web  lie  die  Haupt|»unkte  B,Ii'  resp.  mit  den  Durch- 
acboitteu  von  C  und  P,  P  verbinden.  *■ 

Wird  dagegen  der  Kegelscbnitt  [A^l  oder  Ci  von  einer  Gera- 
rf^ii  />! ,  welche  durch  keinen  Hauptpunkt  geht,  in  einem  Punkte 
n»  berührt,  so  entsprirbt  letzterer  ein  Kegelschnitt  f/>>]  ,  welcher 
j^eiiierseits  mit  der  Geraden  A  auch  nur  einen  Punkt  und  resp. 
wit  dem  Kegelschnitte  C,  ausser  den  Hauptpunkten  Ii,  Ii' ,  auch 
WUT  (Mnon  l*unkt  n  gemein  bat.  Ist  Iii  insnesoridere  der  Hurch- 
siliuitt  von  (\  und  ,  so  bat  der  Kegelscbnitt  \/J]  mit  T  eine 
ffteiBschaftiicbe  Tangeute  in  B,  welche  dem  Stralile 
kt» ,) 


\)  Geht  ein  K  e  g e  1  s ch  n i  1 1  d  u  r cb  die  d  r  e  i  H  a  uji  t  p u  n  k to 
^»\.einen  Ebene,  so  entsprecben  den  drei  Geraden, 
\  7>M|cke  denselben  In  diesen  Punkten  beriihren,  dieje> 
^^pn  Strablcn  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
'  ^^o^cb  den  Dureh^chnitten  der  zugeordneten  Uauptlinien 
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und  der  jeiteiu  Kegelschnitte  euttyprecheodea  Geradeu 
gehen. 

2)  Geht  ein  Kegeischaitt  bloss  durch  zwei  Haupt- 
punkte der  einen  Eucne,  so  eotsprechen  den  zwei  Ge- 
raden, welche  ihn  in  diesen  Punkten  berühren,  dieje- 
nigen Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte^  welche 
nach  den  Durehsehnitten  der  zugeordneten  Hauptlinien 
und  des  dem  ersteren  entsprecn enden  Kegelschnltteii 
gehen. 

3)  Jodor  nnderen  Tangente  des  unter  1)  oder  2)  t^o- 
n  an  uteri  K  <  I  srhiiitte  s  entspricht  ein  Kegelschnitt, 
welcher  die  dem  ersteren  en tisprechcDde  Gerade  oder 
den  entsprechenden  Kegelschnitt  berührt,  nnd  zwar 
sind  die  Berührungspunkte  ebenfalls  entsprechende 
Punkte.  Im  zweiten  Falle  heriihren  sich  die  beiden 
Kegelschnitte  in  dorn  zugeordneten  Haup  tpunkte,  wenn 
der  Berührungspunkt  jener  Tangente  auf  einer  Uaupt- 
llnie  liegt  ^ 


Denict  man  sich  einen  Hauptpunkt  B  als  den  Mittelpunkt 


zweier  in volntori scher  Strahibflscher^,  B^,  deren  zugeord- 
nete Strahlenpaare  «,  «*^;  6,  6®;  r^....  hetssen  mögen,  und 
sind  «2**;  b^,  bi*\  c.'i,  Cj". ...  die  denselben  entsprechenden 
»Strahlen  zweier  Strahlbüschel  B^ ,  Bi^,  so  hat  man 

t 

Bi  (oi, bi, Ol bi ^, Cf =B(a,b, c... a^,  A", c°„..) = 
J?"  (a",ö",c"...a,6,c...)  =  iJi"  (öi%*i%Cx<'...ffi,6ii,Ci....);  also 
auch^^i  (ai,6i,Ci,Mi\bi*'s  Ci*«)  =  Bi^  (oiS  ai,bi,ei„), 

d.  h,  die  St I ;ilill)u<(  liol /?i ,  B^"  sind  gleichfalls  involiitorisrh  (Nr. 
XXX.  §.  1.  u).  Lud  da  denHauptstrahleo  der  einen  luvoiutiun,  d.  n.  in 
denen  zwei  zugeordnete  Strahlen  sich  vereinigen,  offenbar  wiederum 
zwei  vereinigte  Paare  zug«  Strahlen  der  anderen  Involution  oder  deren 
HatTptstrnldfn  rntsprechen .  und  da  die  Hauptstrahlen  mit  je  zwei 
zugeordneten  liaruionisch  sind,  so  folgt: 

1)  In  zwei  geometrisch  verwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jed  en  1  nvolutionVon  Strahlen,  deren  Mittelpunkt 
ein  Hauptpunkt  ist,  wiederum  eine  Involution  von 
Strahlen,  und  zwar  sind  die  Hauptstrahlen  beider  In- 
volutionen entsprechende  vStrahlen. 

2)  Je  V i er  h a r m  o n i s ch e n  iS t r a h l e n  e  1  n  s  Hauptpunk- 
tes entsprechen  vier  harmonische  Strahlen  des  zuge- 
ordneten Hauptpunktes.   Und  daher 

3)  Entspricht  einer  jeden  Involution  von  Punkten, 
deren  R  ich  tun  2:  ^  1  i  n  i  e  durch  einen  Hauptpunkt  der 
Ebene  geht,  wiederum  eirie  Involution  von  Punkten, 
und  die  Hauptpunkte  beider  Involutionen  sind  ent* 
sprechende  Punkte. 

4)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welche  mit  einem 
Hauptpunkte  der  Ebene  in  gerader  Linie  liegen,  ent- 
sprechen wiederum  vier  harmonische  Punkte. 
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£iithält  eine  beiii>l)ii;e  (Jerade  A  eine  Involution  von  Ponkten 
«,  «;  ß;  C,  y....,  bestimmt  dieselbe  im  Strahtbüschel  B 
eine  Involution  von  Strablen;  die»ier  ent8priclit  in  Bi  ebenfalls 
eine  lovolation  von  Strahl«o ,  und  diese  scIiDeldet  deo  der  A  ent* 
sfireciieDdeti  Kegelschnitt  [^i]  in  deo,  dee  Puokten  a»  er;  b,  ßi 

C,  y....  entsj>roehenden  Punkten  «i ,  «i ;      ,  ft  ;   fi.  Vi   Nach 

Arrhlv.  Tbeil  IV.  Nr.  \XX.  f^.  3.  4.  gehen  sämnitliche  Sehnen 
a.«! ,  ^'ißif  ^lYi""  durch  einerlei  Punkt,  und  daher  bilden,  nach 
JHt,  XXX.  j).  3.  Z,  die  Strahlenpaare,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  des  Kegelschnittes  [J,]  nach  den  Punkten  a, ,  cy. :  i>i ,  ß^; 
Ci9  Yi""  f^hen,  eine  Involution  von  Strahlen.  Die  Punkten« 
paare,  in  welchen  ein  Kegelschnitt  vod  Heri  einzelnen 
JStralilen  eines  Strahlbüschels  <;esehnitteu  wird,  8ol- 
len  eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnitts, 
uod  die  Berfihrungspunkte  zweier  herOhrenden  Strah* 
len  sollen  die  Hauptpunkte  dieser  involntion  heissen. 
Je  zwei  zugeordnete  Punkte  hilden  mit  den  zwei  Hauptpunkten 
vier  harraonisrhe  Punkte  des  KegelsclMiitts. 

5)  Einer  je (ien  Involution  von  Punkten,  deren  Uich- 
tuQg^linie  durch  keinen  Hauptpunkt  gebt,  entspricht 
eine  InToIutien  von  Punkten  des  jener  RichtungsHnie 
entsprechenden  Kegelschnittes. 

6)  \ier  harmonischen  Punkten,  \v  el  che  m  i  t  k  o  i  n  em 
Uan|H|ninkte  in  tjerjider  Linie  liegen,  entsprechen  vier 
harmonische  Punkte  des  ihrer  Gerade n  entsprechenden 
Kegelschnitts. 

Denkt  man  sich  endlich  iraend  eine  Inyolution  von  Strahlen, 
so  schneiden  diAse  eine  jede  Gerade  in  einer  Involution  von  Punk- 
ten;  den  ersteroT»  erits^trechen  ebensoviele  Kegelschnitte,  welche 
ausser  «len  drei  Hauptpunkten  noch  einen  Punkt  gemein  haben, 
und  jedem  Kegelschnitte,  welcher  durch  diese  drei  Hauptpunkte 
geht,  entspricht  eine  Gerade  der  ersten  Ebene;  also: 

7)  Einer  jeden  Involution  von  Strahlen,  deren  Mit- 
telpunkt kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  eineSchaar 
von  Kegelschnitten,  welche  die  drei  Hauptpunkte  und 
ausserdem  einen  vierten  Punkt  ireniein  bähen,  und 
zwar  schneiden  dieselben,  [i  aar  weise  geordnet,  einen 
jeden  dem  Hauptdreiecke  umschriehenen  Kegelschnitt 
in  einer  Involution  von  Punkten. 

^)  J  e  v ier  h  arm  oni sehen  Strahle  ti ,  f1  c  ro  n  i  1 1 el  pu  nkt 
kein  Hauptpunkt  ist.  entsprechen  a  i  e  r  «lern  11  a  u  p  t  d  r  e  i  - 
ecke  umschriebene  Kegelschnitte,  welche  nocli  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben,  und  diese  schneiden 
einen  jeden  deroHauptdreiecke  umschriebenen  Kegel- 
schnitt in  vier  harmonischen  Punkten. 


§.  7. 

Uebertragung  einiger  Ei'^enschnffen  der  Kegelschnitte 

auf  Kegelschnitte. 

Man  denke  sich  in  einer  Ebene  S  eine  Schaar  Kegelschnitte 
^5  ^Teiche  vier  Punkte  B,  B',  B",  O  gemein  haben, 
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uuil  in  einer  zweiten  Ebene  (^i  vier  Punkte  ,  l?i ' ,  " ,  O, 
beliebig  gewählt:  so  darf  man  festsetzen:  die  l*^J»ürieri  QE,  soi- 
leu  in  Ansehunj^  der  ziij?.  llaiiptpunkte  B .  Bi\  1$\  B^' x  B", 
Äi"  geometrisch  verwandt,  und  O,  Oy  soiieu  eutsprecberide  Punkte 
dersäbeo  sein.  Dies  vorausgesetzt,  so  werdeu  jenen  Ke^eischnit- 
teo  ebensoviele  Gerade  ia  entaprechen ,  welche  durch  den  Punkt 
Ol  gehen,  und  da  nun  unter  diesen  Geraden  entweder  zwei  oder 
nur  eine  oder  keine  ^ind,  welche  den  mit  Ry  bezeichneten  Kegel* 
schnitt  berühren,  im  z^vrlfen  Falle  nber  der  Punkt  O,  auf  7*^  lie- 
fen, nbo  O  unendlich  entfernt  sein  muss>  so  ergibt  sich  auä 
5.  3.  der  folgende  Satz: 

1)  Unter  allen  Kegeli»ch uitten,  welche  vier  Punkte 
gemein  haben,  befinden  sich,  wenn  keiner  dieser  Punkte 
iinendlich  entfernt  ist,  entweder  zwei  Parabeln  oder 
keine ;  u  I  d rigeofalls  aber  jedesmal  eine  Parabel^  so- 
bald bloss  ein  einziger  von  jenen  vier  Punkten  un- 
endlich entfernt  ist. 

Eine  andere  vSchaar  Kegelsclirjitte  halie  drei  Punkte  Ji,  ß',  B" 
und  eine  Taugente  T  gemein,  so  enLsj>rechen  denselben  lauter 
Gerade,  welche  einen  Kegelschnitt  \T\\  berühren.  Dieser  Kegei- 
selinltt  aber  bat  mit  dem  Kegelschnitte  Ry  drei  und  folglich  auch 
vier  Punkte  und  demzufolge  enbveder  vier  oder  keine  Taneente 
gemein  (Archiv.  Tbh  V.  Nr.  XVIII.  §.  5.  6.);  also. 

2)  U-nter  allen  Kegelschnitten,  Melche  drei  Punkte 
und  eine  Tangente  gemein  haben»  befinden  sich  ent- 
weder vier  oder  keine  Parabeln. 

Eine  Scliaar  von  Kegelschnitten  21,       (I,  welche  vier 

Punkte  By  B\  B" ^  /^.gemein  haben ,  werden  von  einer  Geraden 
A  in  den  Punktenpaaren  a,  ci;  t,  /S;  c,  d....  geschnitten; 

Bx  %  Bx",  pi  seien  irgend  vier  Punkte  einer  anderen  Bbene 
C},  und  es  seien  ^,  in  Ansehung  der  zag«  Hauptpunkte  Bf 
Bii  B' ,  By' ;  B" ,  'Verwandt  und  ;)i  entsprechende  Punkte 
derselben;  so  (M)tsprechen  jenen  Kpj^tdscbriitten  (hensoviele  (ge- 
rade, welche  durch  den  Punkt  p^^  geben ,  und  der  Geraden  A  ein 
Kegelschnitt,  u elcher  durch  die  drei  Hauptnunkte  geht  und  von 
jenen  Geraden  in  den  Punkten  «i ,  «i ;  J>i ,  Pi ;  fi »  >  > 
welche  den  ersteren  entsprechen ,  geschnitten  wird.  Da  nun  diese 
Pünkte  eiae  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnittes  bilden, 
so  ergibt  sich  aus  der  Umkefarung  des  Satzes  §.  &  5.  der  be- 
kannte 8nt/  : 

3)  Ku)c  «Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  \  ler 
Punkte  gemein  haben,  werden  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  einer  Involution  von  Punkten  geschnitten. 

Es  sei  in  der  Ebene  ^  irgend  ein  Kegelschnitt  C  gegeben, 
welcher  von  einer  Geraden  P"  in  zwei  Punkten  J?,  B'  geschoitten 
wird,  und  durch  einen  beliebigen  dritten  Punkt  B"  der  Ebene 
gehen  die  Strahlen  n",  6",  c",  d".... ,  welche  C  resp.  in  den  Ptitik- 
tenpaaren  d,  «:  b,  ß;  c,  y;  D,  ö....  und  P"  in  den  Punkten  o',  l)', 
c',  6'....  scbnoidoii :  endlich  seien  die  Punkte  a",  b",  c",  b"....  s« 
bestimmt.  <lass  o' ,  a"  mit  a,  r^:  b' .  h"  mit  b,  Ö  u.  s.  w.  harnio- 
nisch sind.  Jetzt  denke  man  >icb  eine  /.weite  Ebene  ^y  mit  den 
Punkten  i?, ,  By' ,  By"  und  setze  fest,  dass  ,  $|  in  Ansebam; 
der  zag.  Hauptpunicte  B,  By ;  B',  J?/ ;  B^,  BJ'  u.  s.w.  verwandt 
seien.  Oies  voraiu^gesetzt,  so  entspricht  dem  Kegelschnitte  C  ein 
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K>ir<4srlinitt  Ci  ,  welcher  blonsu  durch  flto  Hauptpunkte  \ 
teilt;    ileii  »Strahlen         h'\  c'\  rV',...  euiri|irecnen  Strahlen  , 


it;    ileii  »Strahlen        b" ,  r".  fJ"..,.  eutstn 

l",  (P|",  ff^"*.,.  des  dritten  Han{i(|uniktes  fi^  ,  und  diose  s(  hntulen 

\  In  Piiiiktenpanren  fl|,  cf^ ;  Uj .     ;  <i»  yi  ;        ^i"»»>  welche 

m  früheren  9t,  et;      ßi      y;  b,  d....  eotnurechen ;  den  Pnnkteii 

if,  b^  c',  b'....  entiBipricht  ein  einziger  Punkt  Bi" ,  und  sind  nun 

noch  Ii,",  hl'*,  C/',  die  den  V',  b",  c",  b"....  entsprechen- 

Im  Pookte.  so  sind  auch  Bi" ,  Oi"  mit     ,  », ;   /f/,  b/  mit 

^1  fi.  «J.  n.  iKinnonlsch.     Untor  «llpsfii  nnistHndeii  iin*'r  fiesfen  die 

hiiikto  n, '.  b,".  Ci",  nuf  einer  (ieraden      ,  iiiiiiilich  auf  der 

briiHuiisriH  n  l-^ohu«»  des  Punktes  />*j"  für  Ci  ;    als(i  liegen  auch 

PuiiLte  a",  b",  i",  b"....  auf  einem  Kcirelschnltte  f-^l,  welcher 

ftrdi  1^,  Ä',  J?"  rreht. 
•  * 

•4)  Wird  ein  Kegelschnitt  uud  eine  8ekuuto  dessel- 
len  von  den  Strahlen  eines  heliehis^en  Strahlbüschels 

{»eschoitten,  so  gehören  sHmintlifdie  Punkte,  welche 
fdesnial  zu  den  beiden  Durchschnitten  des  Keirel- 
gchnittes  und  dem  Punkte  der  Sekante  den  vierten  iiar- 
riH)  n  1  s  eh  e  ri .  dem  letzteren  zu  g  e  (» r  «1  ii  e  teii  I^unkt  bilden, 
eiueia  neuen  Kegelschnitte  an,  \^  eich  er  mit  dem  ers  le- 
ren jene  Sekante  gemein  hat  und  durch  den  Mittcl- 
{10  n  K  t  jenes  S  t  r  ah  I »  ii  s  ch  eis  geht. 

Uie;ser  Sat^  i;iit  zunächst  nur  für  reelle  Sekanten,  jilsst  sich 
aber  auch  filr  Ideale  darthun*  Uehrigens  Ist  derselbe  nur  ein  be* 
«Minderer  Fall  des  folgenden ,  welcher  auch  aus  der  EigenschdRI 
der  bannonischen  Pofaren  aurch  Uebertragung  sich  ergibt: 

3)  Werdiiii  eine  Schaar  von  Kegelschaitten«  welche 
▼  ler  Funkte        B' y  />  gemeiu  haben»  von  irgend 

einer  Geraden  ein  jeder  in  zwei  P  u  nk  t  e  n  csch  ni  t  ten, 
und  man  b  e  s  t  i  ui  m  t  i  n  j  e  <1  e  m  e  i  n  e  u  neuen  Punkt  d  e  r  e  - 
stalt,  da  SS  er  mit  diesen  zu  ei  Purikten  und  mit  einem 
bestimmten  der  Punkte  /> ,  J>  ,  /i,  z.  B.  mit  /> ,  als 
zugeordnetem,  vier  harmonische  Punkte  bildet,  so  lie- 
gen alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  und  demselben 
Kegelschnitte,  welcher  durch  die  drei  anderen  Punkte 
ß,  R'y  B**  und  ausserdem»  wenn  sie  existiren»  durch 
«liejenigen  zwei  Punkte  gellt,  in  welclien  jene  (Gerade 
von  2 w ei  Kegelschnittenjener  Schaar  berührt  \^  ird. 

Endlich  noch  eine  IJebertraLMirtcr  des  Pas  k  1 1  s(  fieti  S.if/e«? : 
h  der  El)eiie  ^  seit n  drei  Pimkte  //,  B' ,  B"  und  eine  licrade  A 
mit  sechs  helietuijen  Punkten  a,  b,  c,  b,  C,  f  in  bestimmter  Ord» 
nung  gesehen :  (iurcb  je  zwei  dieser  Punkte,  welche  unmittelbar 
aamoander  folgen ,  und  jiedesmal  durch  ^e  drei  Punkte  B^  B'^  BT 
m  ein  Kegelschnitt,  im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte  [ab],  Ibc], 
[cdI,  [5f],  Icfk  [fn]  gelegt,  und  es  seien  p,  q,  t  die  vierten  Punkte, 
welche  resp.  [ab]  und  [6c],  [bc]  und  [cfl»  [fb]  und  [fa]  gemein 
haben.  Ist  nun  eine  Kbene  &i  mit  <5  in  Ansehung  der  zug.  Haiipt- 
rnnkte  Ii.  \  B\  /?,':  ß",  /i/'  verwandt,  so  entspricht  der 
aden  A  ein  KegeUcliiiitt  \A^\  mit  den  Punkten     ,  b|  .  Ci ,  b^ . 

ti :  jenen  sechs  Kegelschnitten  die  gleichnamigen  <»eraden 
°t^i*  b,c, ,  i-|b, .  ^,Cl.  c,f|,  f,a|,  und  den  Punkten  p,  r  dle 
Ihirchschnitte  P| ,  q.  .  r|  von  iiib]  und  b|^v  6ir|Undfif|»  Cib|  und 
Ml.  Bekanntlich  aber  liegen  diese  diel  Pnnide  9i  *  <||  f  r|  in  einer 
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(leradeo  S^;  also  liegen  auch  die  drei  Punkte  q,  v  in  einem 
KegeUchoitte  [jSJ,  welcher  durch  ß,  B' ,  B"  geht. 

0)  Sind  auf  einer  Geraden  seclis  PunlvU' I  n  bestimm- 
ter Ordnung  und  ausserdem  irgend  droi  Punkte  iu  der 
Ebene  gegeueu,  und  legt  man  durch  diese  drei  letzte- 
ren tindr  jedesmal  durch  zwei  von  jenen  sechs  Punkten, 
weiche  unmittelbar  auf  einander  folgen»  und  insbeson- 
dere auch  durch  den  ersten  und  letzten,  einen  Kegel- 
schnitt, im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte,  so  liegen 
sechs  Purikte,  nämlich  jene  drei  Punkte  der  Ebene 
und  diejenigen  drei,  in  welchen  der  erste  und  vierte, 
der  zweite  und  fünfte,  der  dritte  und  sediste  Kegel- 
schnitt von  Neuem  sich  schneiden,  auf  einem  und  dem- 
selben Kegelschnitte. 

§.  8. 

Eigeuschaiten  der  höheren  Curven. 

Man  Terstebt  unter  einer  Curve  der  ftt«u  Ordnung  ein 

t'edes  ebene  System  stetig  aufeinander  folgender 
^unkte,  welches  mit  einer  ])p liebigen  (iornden  im  All- 
gemeine*!! und  höchstens  n  Punkte  gemein  hat ;  eine  jede 
Gerade,  in  welcher  zwei  stetig  auf  einander  folgende  Punkte 
eines  solchen  Systems  sich  vereinigen,  heisst  eine  Tangente  des- 
selben. Andererseits  versteht  man  unter  einer  Curve  der  ftt«a 
Klasse  ein  jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  fol- 
gender Geraden,  welches  mit  einem  beliebigen  Punkte 
im  Allgemeinen  und  höfbstens  ii  Gerade  gemein  hat; 
ein  jeder  Punkt,  von  welchem  zwei  stetig  auf  einander  folgende 
Geralde  eines  solchen  Systems,  die  aosamraenfallen,  ausgeben, 
heisst  ein  Pnnict  desselben. 

Es  sei  nun  in  der  Ebene  <S  irgend  eine  Curve  ^  der  fti«n  Ord- 
nung gegeben,  und  es  sei  €i  das  derselben  ents{wecbende  System 

von  Punkten  der  verwandten  Ebene  C^j  ;  so  entsnrerhen  den  n 
Punkten,  welche  mit  einer  der  llauptllnien  /^  P' ,  P'  gemein 
hat,  ebensoviele  i^jnkte  von  (£i ,  welche  aber  in  dem  zug.  Haupt- 
punkte Bi,  Bi  y  By'  sich  vereinigen.  Das  SYstcm  besitzt 
also  in  jedem  der  drei  Hauptpunkte  einen  n- fachen  Punkt, 
d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  n  Unstetig  aufeinander  folgende 
Punkte  sich  verelnii^en.  Geht  aber  sel))f  r  jnpbrtnals  rlnrch  einen 
Hauptpunkt,  z.  B.  um  sogleich  jetzt  der  Betrachtung  den  hörlisten 
Grad  von  Allgemeinheit  zu  geben,  ^nial  durch  ,  7  mal  durch 
B'  und  rmal  durch  Ä",  so  hat  €  mit  P  nur  n — (q-^  r),  mit  JP* 
nur  7t —  (jM+i*)  und  mit  nur  n — (/i  fo)  Punkte  ausser  den  Punk 
ten  B,  ß',  B"  gemein,  und  folglich  besitzt  ^  in  2?,  nur  einen 
(w— (^+r))farhen,  in  fi^'  nur  einen  (tt-r(|'-|->'))^cben  und  in  B^" 
nur  einen  (11 — 17)  )faf'bcri  Punkt. 

Es  sei  Ai  irgend  eine  Gerade  in  ^1  ;  so  entspricht  derselben 
in  ^  ein  Kegelsclinitt  [A\,  welcher  durch  die  Punkte  B',  B' 
i^eht,  und  dieser  miige  mit  ^  im  Allgemeinen  m  Punkte  gemein 
haben,  indem  wir  mit  m  irgend  eine  unbekannte,  späterhin  au  et- 
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iilirteinde,  <^aii/e  Zahi  Ue/eichueu.  I>.i  rmn  ih-rsflltf  mit  InTt^il?* 
/^^y-fr Punkte  j^eniein  hat,  welche  in  deu  Hau]il|Mitikt«'i)  liegen, 
M  sind  der  übrigen  noch  m—(|»  4-^4  r>.  Diese  letztere  Amy 
TOD  Pookten  bat  also  aucfa  die  Gemde  Ai  mit  dem  Systeme  ^ 

Kmein,  und  zwar  nicht  nwhr,'  weil  jenen  r  Punkten  nur 

lokte  der  HauDtlinien  eotsprerhon,  welche»  da  beliebig  ist, 
nicht  eben  Dnrrh schnitte  von  Ai  und  sein  nifisscn.  Vo}\f  ^ 
darch  keituMi  Haupti>uiikt,  so  m — (p-^^-^r)=:m.  Hieraus 
folgt  zunächst: 

1)  Einer  jeden  CiirTe  von  bestimmter  Ordnunij  ent- 
spricht wiederum  eine  rijrve  xart  h  e  « t  i  )inii  t  r  r  O  r»!  ii  ii  n  ii , 
1D<1  die^e  besitzt,  wenn  die  Oitlnnnu  der  ♦•r>t<'r»'n  — m, 
im  Aligemeinen  i  n  jedem  der  Uau|it|>u  n  k  te  einen  iilachen 
^nnlct.  Indessen  wird  die  Ordnung  der  letzteren  um 
plv+i*  Einheiten  Termiudert,  wenn  die  erstere  in  den 
Hauptpunkten  einen  p-,  einen  y-  und  einen  rfaehen 
Punkt  besitzt,  und  zugleich  besitzt  dann  jene  in  den 
Hauptpunkten  nur  einen  (^  +  r))-,  einen 
and  einen  (/*  —  (/i  -|-  r/)  )f a  ch  e  n  Punkt 

Offenbar  ist  die  Zahl  m  irgend  eine  bestimmte  Funktion  von 

H,  d.  h.  • 

Alw  demsjelhen  («runde  «her.  weshalb  einer  Cnrve  der  ?/ten  Ord- 
BDQg  mit  einem  p-,  einem  y-  uud  einem  rrachen  Punkte,  die  in  den 
Hauptpunkten  liegen,  eine  Curre  von  der  (F/«)— (»  + o  +  r)>ttii 
Ordnung  entspricht,  wild  auch  einer  Curre  der  inen  Ordnung» 

welche  m  den  Hauptpunkten  einen  (w  —  (7+r))-,  einen  («— (|»"fr)V 

"ifl  einen  (n  —  (;i-lh9))fachen  Punkt  besitzt,  eine  Curvo  entsprerhen' 
lüiissen,  deren  Ordnung  =  Fik)  —  (3»  —  2{p  +  7  +  r) )  ist.     in  die- 
seui  Falle  holindet  slfb  die  Turve      .   wenn  U—m — {p  \  f/  f  rj, 
und  derselben  entspricht  noth w  endig  die  Curve  €»  (leren  Ora 
irnng  —n;   also  ist 

(3«— 2(|i+^-Hr))=«,  oder  well  jv-ff-fr^nt'— A  ist: 
F(*)  +  2(m— A)  =  4». 


Sedt 


man 


«0  ii*t 


l>=^r=r=0,  also  k=zm, 

F(in)=4»,  also  auch 
F(k) + 2(m— = F(m)  oder 

Die  Zahl  m  hängt  nur  von  it  ab:  ändert  man  also  nur  den 
Werth  der  Summe  p-\-g-^r,  so  bleibt  F(m) — 2m  unverändert ;  folg* 
^1  wenn  p-^f-^r=m^i  oder  X;=l  gesetzt  wird,  hat  man 

Fd»)  — 2w*:^F(,)— 2. 
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i>\^]  aber  bedeutot  rlin  Zahl  der  Punkte,  xM^frho  ein  Kegelschnitt 
mit  einer  Curve  der  Isten  Ordnung,  d.  h.  mit  einer  Geraden  gemein 
hat,  und  diese  Zahl  ist  =2;  also  ist 

2ni  und  ebenso 

Hieraus  folgt  zunächst: 

2)  Ein  Kegelschnitt  hat  mit  einer  Curve  der  nten 
Ordnung  im  Allgemeinen  und  höchstens  2n  Punkte  ge- 
mein.   Ferner : 

3)  Einer  Tnrve  der  nien  Ordnung  entspricht  im  All- 
gemeinen und  höchstens  eine  Curve  der  2»ten  Ordnung. 

Auf  iihnlicho  Weise  >vic  wir  zu  diesen  Sätzen  gelangt  sind, 
d.  h.  ohne  die  Theorie  der  höheren  Gleichungen  in  Anspruch  zu 
oebmen,  lassen  sich  noch  andere  Eigeflschafteo  der  höheren  Cui^ 
▼en  ableiten,  welche  sonst  dieser  Theorie  aussehliesslich  ansuge- 
hören  scheinen.  Die  folgenden  §§•  liefern  einige  fieispiele. 

Anzahl  der  Durchschnittspunkte  zweier  Curven. 

Die  Anzahl  der  gegenseitigen  liurciischnittspunkte  zweier  Our- 
ven  der  mten  nnd  der  Uten  OramiDg  ist  effenbü  eine  bestimmte 
Fnnlction  der  Zahlen  m  und  n,  also  =F{m,n)»  seien  nun  in  der 
Ebene  S  zu-ei  Curven  M  und  die  eine  von  der  mten,  die  nn- 
dere  von  der  Ttten  Ordnung  gegeben,  und  zwar  liabe  die  eine  einen 
(m> — l)ra('lien  Punkt  B,  die  andere  einen  (m  —  l)fachen  Punkt  Ii', 
eine  Annahme,  welche  unserem  Zwecke,  die  Zahl  ^V»»)  2U  er- 
mitteln, darcbaus  nicht  hinderlich  sein  liird.  Wfihlt  man  nun  B, 
B'  lind  irgend  einen  dritten  Punict  B" ,  welcher  keiner  der  beiden 
Curven  angehört,  zu  Hau|itj)unkten  vfiri  (5  ,  8o  entspricht  der  Curve 
M  in  ^1  eine  Curve  Mi ,  aeren  ( )  r ( 1 1  n  1 1 1  =2m  —  (tu — 1)  =  w  -|- 1 , 
und  der  Curve  N  eine  (^urve  Ni,  deren  Ordnung  —«4^1  ist; 
die  Anzahl  der  Durchschnittsuuokte .beider  ist  also  =  i\m+ j,n+i ). 
Ml  besitzt  in  Bi  einen  m fachen,  In  B^*  und  Bi"  einen  eintacnen 
Punkt,  und  iV,  besitzt  in  einen  fachen,  in  ^|  und  J?/' einen« 
einfacliefi  l*itnkt;  also  haben  beide  Curven  in  Bi  in  Punkte,  in 
Bi'  n  Punkte  und  in  Bi  "  eineu  l^unkt  gemein;  und  sie  besitzen 
folglich  ausser  diesen  Punkten  nur  noch  i^cm-t-i,»-!-!)  —  {iH^n-\-\) 
gemeinschaftliche  Punkte ^  welche  allein  den  Darchsehnltten  von 
.  3/,  N  entsprechen  können.  Die  Anzahl  der  letzteren  alier  Ist 
^tahii);  also  Ist 

F(  111+ 1 ,  n  f  1 )  —  (m  +  71  -f  1)  =  /'(IM,  it) 

oder 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  m-f  1,  m-fS....  tJi4^'*-m  statt  m 
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uod  n+S— •  ^i-i-q — »  statt  »>  wo  p^^ssm^n  kwi,  so  er- 

hält man  die  neuen  Crleidmogto: ' 

i^(i»f  3»  11+3)  — i'(»+2,  n+a)  =  J»+Jlf 5; 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

^(F,  j) — ^(P- 1 , «- 1 )  =^  «n + »  +     -»0 — 1 . 

Durch  Addition  aller  dieser  GleicfaimgeD  und  der  ersten  erhält 
man  nun: 

Setzt  man  hier  »=1,  also  m=p — q-i-i,  so  entsteht: 

Aber  F(p~q^i^  i)'ist  die  Anzahl  der  Duiehschnitte  einer  Geraden 
mit  einer  Curve  der  (p — 9-|~l)ten  Ordnung«  d.  h.  szp^-^-^i ;  folg^ 
lieh  ist 

und 

Zwei  (  ui  \  e!i  (ier  jiitcu  und  der  7?ten  Ordnung  haben 
im  Aligemeinen  und  hucbsten»  m.MPunlcte  gemein. 

§.  10. 

Anzahl  der  eine  Curre  bestiinraenden  Punkte. 

Ks  bedeute  l'\n)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  im  Allgemei- 
nen eine  Curve  der  Uten  Ordnung  Tollkomnien  bestimmen.  Befin- 
det sidi  unter  den  i^'ot^ ebenen  Punkten  der  Curve  ein  Fächer 
Pimfcf,  so  sei  f  dip  Anzahl  der  Punkte,  welche  durch  diesen 
tiUcii»  veihrti  ri  >ver(]en,  indem  ofl'enbar  diese  Zahl  bloss  von  p 
und  nicht  auch  zugleich  von  der  Ordnung  der  Curve  abhängt. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  Ebene  €  irsend  eine  Curve  der  nten 
Ordnung  mittels  eines  pfachen  Pnnk&s  B  und  einer  Anzahl 
F(n) — f{p)  einfacher  Punkte  gegeben,  und  nimmt  man  B  zum  Haupt- 
punkte, und  iri^ond  zwei  der  Curve  nicht  anirelirirljie  Punkte  zu 
den  beiden  nn«lcrPFi  Hauptpunkten,  so  entspricht  derselben  in  der 
anderen  £.bene  eine  Lurve  «ler  (2« — ^^)teu  Ordnung,  welche  in  dem 
einen  Hauptpunkte  einen  it fachen^  und  in  jedem  der  beiden  ande- 
ren einen  (7; —p)fachen  Punkt  besitzt.  £s  sind  also  von  dieser 
Curve  im  Ganzen 

Punkte  t^c^eben.  Ic!i  behaupte,  dass  dieselbe  durch  diese  Anzahl 
von  Punkten  vollkoiumen  bestiiuiat  sei.   Denn  Hessen  sich  meh- 
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rere  Curven  derselben  Onliiung  durch  diese  Punkte  legen,  welche 
in  denselben  Hauptpunkten  gleichvielfacbe  Punkte  besässen ,  so 
wflrden  denselbea  anch  mehrere  Curven  der  nten  Ordimns  ent* 
K|)rcchen,  welche  mit  der  wsprumriich  gegebenen  einen  p  fachen 

l'iirikt  B  und  nns!^erdem  jene        — / j,  Pnnkte  <^emom  haben 
'    würden.    Dies  widt  rspricht  aber  der  Aimahiue ,  dass  jene  erstere 
Curve  durch  diese  Punkte  vollkommen  bestimmt  sein  sollte.  Also  ist 

oder 

F(2»-p) —»/'{„)=/(„)— /(p)  +  2/(„_p)   (1). 

»Setzt  man  hier  p=n — ^1,  so  ist 

-'^(«+1 )  —  ^ [n)=f{n)  —f{n- 1 )  +      1 ) , 

und  da  durch  einen  einfachen  Punkt  nur  1  Punkt  g4^eben  ist. 

1)  -      =/(»)  -/(»-i)  f  2   i:^)' 

Setzt  man  hier  nach  einander  ii-fl ,  »4-2....  n-f gr-^n  an  die  Stelle 
yon      80  erhält  man: 

F(n-f  2) — F („.f  1 )  =  /(„4- 1 )  — /'(n)  i  2 ; 

•  •  *  *  * 

•  *  •  •  • 
«                      •                      •  •  • 

F(q)  —  -f  (g- 1)  =  f{tt—\ )  — tt)  -f  2;  also  durch  Addition 
-^(j)     ^(»)  =/(«-i)  —  fif^i)  +         »).™.  (3). 

Hieraus  wird  för  ^=1,  da  die  Gerade  durch  1 2  Punkte  he* 
stimmt,  und  ein  Punkt,  durch  welchen  die  Gurre  Qmal  geht,  auch 
für  ü  gegebene  Punkte  zu  rechnen  ist: 

i>)— /(i»-i)  =  2»   (4); 

dies  heisst: 

1)  Eine  Curve  der  7«ten  Ordnung  ist  vollkommen  hv 
stimmt,  sobald  ein  {n  —  l)facher  Punkt  und  ausserdem 
noch  2/?  Piitito  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Setzt  mau  ierner  in  (3)  q=.n-{-'i,  und  iu  (1)  pzz^n-r-^»  so 
erhfilt  man: 

F(«f  a) — ^ [i»X=/<iM-i)  — /(«-!)  +4,.....,  (ö), 
^(•f *) — F(»)  =/;ii)  — )  +  2 •  /(al   1(6). 

also  auch 

/(»^- 1)  — /(«-    =/(n)  —fin-i)  +  2 .       —  4   (7) ; 

tftlso 
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/(«+3)— /(nf  n=/(n+2)  —  A«)  +  2./(2)  —  4 ; 

•  •  •  •  • 

•  •  •  •  • 

•  •  •  •  • 

/b»)  — /(p- —  /jp-^iO ^/(P-a) -t-  2 ./(a) """-^ >  durch  Addition: 
fwU^i)  =/ij»-i)-*/(««-«)+(P  -»+!)(/(«)— 2) 

oder 

/(Pi-Zip-o-p  •  </(«)  -2)       „-/;,^,-<ii-i) (/(D-ä)«..  (8). 

Hier  ist,  für  7i=^2,  /;„_,)  =  !,  /(„_2)  =  0,  also: 

/b»)-A(p-i)==i  +  (|>-l)  (/(«>- 2)....  (9); 

folglich : 

/(P)-/"(P- 1)  =  1  +  (it^  - 1)  (/'(i)  -  2) ; 
Ar+D— /(P)==^l"l  2); 

/(P+11)  -/(H-i)  =  X  +  (f* +1) .  (/(»)-  2) ; 

•  •  •  • 

•  •  ■  • 

•  •  •  • 

/(») — /(n- 1 )  =  1  H  O^— 1) (/( 2 ) ^ 2) ;    durch  Addition: 
/(ii)-^/Wi)=«-i'+H4(«+p-2)(«~|i-fl)(/)a)-2)....  (10); 

und  für  pszzl  oder  2: 

/*(«)=»+ 4» 2)....  (11). 

Folglich  bt  Dach  (4) : 

F{«)  )  +  :2«  =  w  - 1  +  !  (ri  -1)  («—2)  (/J^)  -  2) + 2« 

=  3«— l  +  2)(/(2)...v  (12). 

Setzt  man  endlich  in  der  letzten  Gleichung  7t~0tind  bedenkt, 
^ass  eioe  Curve,  welche  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  0  Punk- 
ten geschnitten  wird,  gar  keine  Punkte  enthalten  kann  und  also 
auch  za  ihrer  Bestinimang  einer  Aniahl  von  0  Punkten  bedarf,  so 
findet  man: 

0  =  —  1  +  /(t.)  —  2  oder  f(2) = 3....   (13)  j 

folglich : 

/(D=w  +  i»(«-l)  =  4«(»+l).-  (14) 

und 

J!X»)=3ii— l-f-K«»— 2)=ifi(ii+3)..«  (15) 

2)  Wenn  von  einer  Curve  ein  9i  fach  er  Punkt  gege- 
ben ist,  so  ist  derselbe  für  {n^n-^-l)  gegebene  Punkte 
zu  rechnen. 

In  der  That :  denkt  man  sich.«  Punkte  einer  Curve  gegeben 
und  fügt  die  Bestbnmung  hinzu,  dass  dieselben  alle  in  einen  ein- 
zigen zusammenfallen  sollen,  so  sind  ausser  diesen  ??  Punkten 
auch  noch  4n(n— 1)  Punkte  gegeben;  denn  durch  diese  n  Punkte 

Thiii  vn.  9 
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gehen  n  Zweis^c  der  Curve.  und  diese  würden  sich  5  sowie  n  Ge 
rade,  in  ln(ii — 1)  Punkten  schneiden,  indem  man  von  je  zwei 

Ztveigen  nur  einen  einzigen  Durchschnitts|)iit)ki  nininit,  weil  sie 
sich  sonst  bei  der  \  <'rf»iiii|]fung  zweier  JlurcliselinittsjMinkte  in  jenem 
7i  fachen  Punkte  henihreii  \vui<len.  Audi  kann  ein  solcher  Oureh« 
schnitt  zweier  Zwei«;e  hier  nicht  als  Doppelfiunkt  gelten ,  weil  der 
eine  der  beiden  Punkte  desselben  immer  als  einer  von  jepen  n 
ae^ehenen  und  bereite  in  Rechnuns  sebrachten  Pnnlrtett  anzu- 
sehen  ist« 

3)  Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
durcli  411  (7i-f3) Punkte  volikommen  bestimmt. 


§.11. 

Die  Tangenten  in  den  Hau|)tpunkten ;    Rückkehr-  ' 
punkte  und  isolirte  Punkte* 

Kehren  wir  wieder  zu  dem  allgemeinen  Falle  des  J.  8  zurück 
und  denken  uns  eine  Curve  der  titen  Ordnung,  welche  in  ß  einen 
»fachen,  in  Ii'  einen  ^fachen,  in  einen  r fachen  Punkt  besitzt. 
Es  sei  Zi  ein  Strahl  von  Bi ,  welcher  in  diesem  Punkte  Bi  einen  ^ 
der  Zweige  der  entsprechenden  Curve  (£|  berührt,  und  es  sei  Z 
der  ihm  erits])rerhende  Strahl  von  Ii;  du  Bi  ein  {n  —  (i7+r))facher 
Punkt  ist,  so  hat  in  diesem  Punkte  71 — (</-|-r)-f- 1  Pufikfe,  und 
ausserdem  noch  2//  —  I/'+^+t')  —  ("  —  (^+»*)  + 1)  ~  « — p—i  Punkte, 
welche  beliebig  liegen,  mit  gemein.  Diesen  letzteren  ent- 
spricht eine  gleiche  Anzahl  von  Punkten ,  welche  der  Strahl  Z 
mit  ^  gemein  hat,  und  die  weder  in  den  Punkt  B  noch  in  die 
Gerade  P  fallen.  Aber  Z  hat  mit  €  n — p  Punkte  gemein ,  welche 
nicht  in  B  fallen  ;  also  fällt  einer  dieser  n — p  Punkte  in  die  Ge- 
rade P.  Folglich  entsprechen  den  Tangenten,  u  eiche  die  u — (^-fr) 
Zweige  der  Uurve  (£|  in  By  berühren  ,^  diejenigen  Strahlen  von  B» 
weiclie  nadi  den  n<— «(^'H*)  Durchschnitten  von  ^  und  P  gerich- 
tet sind,  und  umgekehrt. 

1)  Denjenigen  Strahlen  eines  Hauptpunktos,  welche 
nach  den  Durch  srh  r>itten  eiMer  Curve  und  der  Gegen- 
seite des  H  n  u  |)  i  rl  re  i  e  eks  ueljeti,  entspredien  eli»eii- 
soviele  Strahlen  des  zugeordneten  Haujttpunktes, 
welche  die  verschiedenen  ^Zweige  der  entsprechenden 
Curve  im  Hauptpunkte  berfihren;  und  umgekehrt. 

Fallen  zwei  oder  mehrere  Jener  Durchscbnittspunkte  von  € 
und  Pin  einen  einziijen  zusammen,  d.  h.  hat  (1  mit  /'  eine  zwei 
oder  niehrput»ktige  lierührunsf,  so  fallen  auch  andererseits  zwei 
oder  niehiore  jener  Tangenten  zusammen,  d.  h.  zwei  oder  meh- 
rere Zweige  der  Curve  d  haben  in  Bg  eine  gemeinschaftliche 
Tangente.  In  diesem  Falle  heisst  der  Punict  Bi  ein  Rückkehr* 
punkt  von  d,  und  zwar  der  kteu  Klasse,  wenn  sich  in  demsel- 
IKM)  /  Zweite  der  Ourve  berühren.  Auch  wird  ein  ^/fif  her  Punkt 
einer  Curve  der  (/i-|-l)ten  Ordnung,  in  welchem  sich  alle  71  Zweige 
berühren,  xar'  i^ornv  ein  Rückkenrpunkt  der  Cur>'e  genannt.  Hat 
die  Gerade  P  mit  ein  oder  mehrere  Pnnktenpaare  iveniger  ge- 
mein, als  die  Ordnung  der  Curve  fordert,  so  fallen  auch  in  ^ 
ehensoviele  Tangentenpaare  hinweg,  und  da  letzteres  nur  denkbar 
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bt»  wenn  auf  den  hot refTcndeii  Zweigen  von  (Zj  kein  8teti|;er 
Ueber^atig  vom  Punkte  Bi  zu  anderen  Punkten  diecier  7.\\v\^ 
stattfindet,  so  erncheiiit  der  Punkt  Ji^  als  ein  von  diesen  Zweigen 
iftgesonderter  oder  inolirtcr  Punkt  der  Curve. 

2)  Einem  jeden  Pnnkte,  in  welchem  eine  Curve  eine 
Hauptlinie  der  einen  Khcno  berührt,  ents|)richt  ein 
Rückkeh  r|ni  II  k  t  <ler  geo  ni  etr  i  Jüch  ve  r  a  n  fl  t  <Mf  (  »ir^e:  tind 
zwar  her  lihren  sich  in  ilenii»elhen  ebenso  viele  Zweige 
der  Curve,  soviele  Punkte  der  ersten  Curye  in  jeuem 
ßerfi hruni^H pu n kte  zusammen fa  1  len. 

3)  Wird  eine  Haujitlinie  in  zu  ei  oder  mehreren  l^imk- 
tiiiveniger  geschnitlea,  als  die  Ordnung  der  ('nrve 
«fordert,  so  bat  die  verwandte CnrTe  im  zugeordneten 
Ituptpankte  einen  zwei  oder  meJbreren  Zweigen  ange- 
iBrigen  iaolirten  Punkt« 

4)  Ein  und  derselbe  Punkt  einerCurve  kann  zu  t^lei- 
der  Zeit  fflr  einige  Zweite  derselben  ein  gewuholicher 
delfacber,  für  andere  ein  Rückkehrpunkt  und  wieder 
flraDdere  ein  isoiirter  Punkt  sein. 

Es  c^che  von  dem  /^fache^i  PiniKto  Ii  der  Curve  ^  irgend  eine 
Tangeute  /  an  deren  ljerüiirnnns|iiinlvt  t  nicht  in  B  lallo  ;  so 
hat  t  ausser  den  Punkten  B  und  t  noch  // — p—^^  Punkte  mit  C 
gemein;  und  ist  t|  der  entsprechende  Punkt  von  t,  ^o  iiat  die 
«tsprecheude  Gerade  ti  ausser  den  Punkten  Bi  und  auch  nur 
Dodi  Punkte  mit      gemein*    Da  nun  die  Ordnung  der 

{(fiteren  =2«— (/^-f  y  +  r)  und        ein  (n — (^-fr))facher  Punkt 
wt,  80  muss  der  Punkt    eine  Anzahl  von  2«  —  0^+^+»*)  —      (v  I ' 
2)=2  Punkten  der  Curve  vertreten,  fi*  h.  ^  berülirt 

^)  Einer  jeden  Tangente  der  einen  Curve,  welche 
<lurch  einen  Ii  anptpun  kt  geh  t,  deren  H  crfi  Ii  r  w  ngspunk  t 
abernieht  in  diesen  letzteren  fiillt,  e  ri  ts  jj  r  ic!>  t  n  i  eder - 
uiueiue  Tangente  der  verwandten  Curve,  welche  durch 
den  lugeordneten  Hauj^tpunkt  geht;  und  zwar  sind  die 
Berührungspunkte  beider  Tangenten  entsprechende 
Punkte. 

Daj^e^en  wird  jeder  Tangente  A  von  ,  welche  kein  Strahl 
fines  Hauptpunktes  ist,  also  rnisser  dem  Berffhruncspnnkte  rt  noch 
"—2  Punkte  mit  (£  gemein  hat,  ein  Keijelschnitt  |  Jj  ]  entsprechen  : 
derselbe  hat  überhaupt  2(2/i—(/>  f  r/ fr)) Punkte  mit  gemein, 
von  denen  eine  An>i.ilil  von  n  —  {p~\-(l)-[-ii  —  (<y  +  i')  +  w  —  (p+T") 
jfSa— 2(/?-f y+r]  Pupkten  nach  B^*,  Zfi"  gehören ;  zieht  man 
Jwse  und  die  lenen  n  — 2  Punkten  entsprechenden  Punkte  von 
wen  ersteren  ab,  so  bleiben  4»— 2(fy+94-r)— (Jfet— SCp+^-fr)) 
J-C«— 2)=s2  Punkte,  welche  also  mit  dem  dem  a  entsprechenden 
"unkte  Ai  zusammenfallen ;  d.  h.  der  Kegelschnitt  \Ax\  nerührt 
'ö  fli. 

Jeder  Tangente  der  einen  Curve,  welche  kein 
'»Irahl  eines  Hauptpunktes  ist,  ents[>ri('ht  ein  Kei?el- 
^choitt,  H  eich  er  (furch  die  drei  Hanjitpunkte  geht  und 
J'C  verwandte  Curve  in   dem,  dem  Berührungspunkte 
ersteren  entsprechenden  Punkte  berührt. 

9* 
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§.  12. 

Besti nimuDg  der  Klassenzahl  einer  Curve  der 

nteu  OrdßUDg. 

Durch  den  5teo  Satz  des  §.  11.  sind  wir  nun  in  den  *Stauü 
gesetzt,  die  Frage  nach  der  K fasse  einer  Carve  von  gegebener 
Ordnung  —  eine  Frjige,  welche  vor  einigen  Decennien  einen  io 
der  Geschichte  der  I^thematik  fast  unerhörten  Streit  hervorrief  — 
auf  exakte  ^Veise  und  ohne  Hülfe  der  höheren  Gleichungen  zu 
beantvvorton. 

Da  die  Tangentf-n  einer  (^irve  der  7iten  Ordnunii^  offenbar 
stetig  aufeinander  lols^en,  so  bilden  sie  eine  Curve  von  piner 
bestimmten  Klasse,  welche  wir,  da  sie  eine  Funktion  der  Zahl  ?t 
sein  muss,  durch  F(„)  bezeichnen  wollen.    Denict  man  sich  nlm- 
licli  Yon  einem  belie))igen  Punkte  alle  diejenigen  Geraden  gezogen, 
auf  denen  sich  zwei  Punkte  einer  Curve  der  7?fon  Ordnung  verei- 
niijen ,  so  werfVn  nii  Allirfnieinen  alle  fliese  (ioraden  Taiiiienten 
der  (vurve  seit),  und  die  Zahl  dieser  Tangenten  ist  es,  welche  mit 
F{n)  bezeichnet  wird.    Hat  aber  jene  Curve  irgend  etnon  vieÜachen 
Punkt,  so  vereinigen  sich  zwar  auf  derjenigen  Geraden,  welche 
nach  diesem  Punkte  geht ,  auch  ein  oder  menreremale  zwei  Punirte 
der  Curve»  aber  weder  diese  Punicte,  noch  i^uch  diese  Gerade  und 
die  Tangenten  der  Curve  stehen  in  stetigem  Zusammenhange  mit- 
einander.  Es  wird  also  durch  einen  vielfachen  Punlct  die  Zahl 
J^(n)  um  eine  gewisse  Zahl  vermindert. 

Fiir  den  besonderen  Fall ,  den  wir  zunächst  betrachten  wer- 
den, lassen  wir  die  Grösse  dieser  Verminderung  ganz  unberück- 
sichtigt, indem  wir  unter  (p(n)  die  Anzahl  der  wirklichen  Tangen- 
ten verstehen,  welche  sich  von  einem  heliebigen  Punkte  ad  eine 
Curve  der  nten  Ordnung  mit  einem  (ii  —  ])fachen  Punkte  ziehen 
lassen.   Es  sei  C  diese  "Curve  und  ß  der  (n  —  l)facbe  Punkt  der- 
selben, während  die  beiden  anderen  Hauptpunkte  nicht 
auf  der  Curve  liegen.    Die  entsprechende  Curve  (Jj  ist  von  der 
(w-fl)ten  Ordnung  und  hat  in  Bj  einen  Tzfachen,  in  ßi'  und  Bi" 
einen  einfachen  Punkt.  Also  ist  auch  die  Klasse  von  (fj  mit  ^(n+j; 
zu  bezeichnen.    Von  einem  der  Punkte  B',  B  '  gehen  au  C  eine 
Anzahl  von  (p{n)  Tangenten ,  und  diesen  entsprechen  eine  gleiche 
Anzahl  Tangenten  iler  €],  welche  durch  den  Punkt  Bi  ,  Bf* 
gehen»  aber  diesen  l^unkt  nicht  zum  Berührungspunkte  haben. 
Slan  kann  also  vom  Punkte  B^'  im  Ganzen  (p(n) -|  l  Tangenten  an 
<£i  legen;    folglich  werden  von  einem  beliebigen  Punkte,  der 
nicht  auf      liegt,  höchstens  w{n)-\-^  Tangenten  ausgehen,  und 
man  hat  demnach  die  folgende  Relation: 

V(»+i)  =  9>(«)+2. 

Zu  derselben  Relation  wurde  man  übrigens  auch  gelangt  sein,  "  «^nn 
man,  statt  des  Punktes  B* ,  den  (ii— l)fachen  Punkt  B  gewählt 
hätte.  Denn  ausser  den  ?i— 1  Taneenten,  welihe  (Tin  ^  ben'ihren, 
und  deren  Anzahl  lür  einen  belieoigen  l^unkt  doppelt  zu  rech* 
nen  ist,  gehen  von  dem  Punkte  B  noch  9(11)  — 2(7t>-l) Tangenten 
an  C;  diesen  entsprechen  eine  gleiche  Anzahl  Tangenten  tod  ii$ 
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%velche  die  Curve  nicht  in  Itoiuljit'n  ;  }iier/ii  konuiioii  noch  n 
Taiigeuteo,  deren  Berührung^juuukt  ist,  uud  die  lür  einen  be- 
liebigen Punkt  doppelt  zu  rechnen  sind ;  also  ist 

^P(ii+i)=V(«)— 2(«^l)+2ii=9(»)+2,  oder 

<P{n-\  i)  —  (p(n)='i;  folglich  ist  auch....  (1) 

«  mm 

«  •  • 

•  •  •  * 

fp(p) — 1)  =  ";  durch  Addition  »vird  hieraus: 

2p  =  g>(«>— 2n„..  (2). 

Aber  von  einem  Punkte  lassen  sich  an  oino  Curve  der  Iten 
Ordnung,  die  Gerade,  keine,  und  an  einen  Kegelächnitti  al» 
Curve  2ter  Ordnung,  nur  2  Taugenten  legen,  so  dass 

9(,)=:0  und  9>(.2)=2  ist; 

also  bat  man  für  p=^l  und  ebenso  auch  für  p=2; 

9)(n)— 2«s=s— 2  oder 
9(«)=2(«— 1). 

1)  Eine  jede  Curve  der  fiten  Ordnung,  mit  einem 
(n — l)fachen  Punlcte,  ist  zugleich  eine  Curve  der 
2(»— i)ten  Klasse. 

Coroiiar.  An  eine  Curve  der  3ten  Ordnung,  mit 
einem  Doppelpunkte,  lassen  sich  von  einem  beliebi- 
i^en  Punkte  aus  im  Allgemeinen  und  höchstens  4  Tari^ 
genten,  und  an  eine  Curve  der  «iten  Ordnung,  mit  einem 
Sfachen  Pun'kte,  6  Tangenten  legen. 

Um  uuu  die  Zahl  F^n)  für  eine  Curve  der  7iteii  Ordnung  über- 
haupt, welche  keine  yleliachen  Punkte  oder  deren  mehrere  und  • 
von  beliebiger  Vielfachheit  besitzt,  bestimmen  zu  können,  gehe 
die  Bemerkung  voraus,  dass,  da  eine  Verminderung  der  Zahl  F^n) 
offenbar  nur  von  vielfachen  Punkten  herrühren .  nnd  die  Grösse 
dieser  \  erminderunir  nur  von  der  Anzahl  *]vv  In  einem  solchen 
Punkte  vereinigten  Punkte,  und  nicht  etwa  zu^luicli  auch  von  der 
Ordnung  der  (ärve  abhängen  kann ,  diese  GrOsse  für  einen  pfachen 
Punkt  und  wenn   zugleich  ein  p',  ein  9-»  ein  rfacher 

Punkt  u.  s.  w.  vorhanden  ist,  ~ f:p-:^^fiq)-\-f{r)--  gesetzt  wer- 
den kann,  wo  f{p)  nur  als  von  p  und  nicht  auch  von  n  abhängig 
gedacht  wird. 

Es  habe  nun  eine  Curve  (£  der  wten  Ordnung  in  ß  einen 
|>fachen  Punkt,  gehe  alwr  weder  durch  JB'  noch  durch  i?";  so 
ist  die  entsprechende  Curve  ^'O"  (2« — p)ien  Ordnung,  Be- 
sitzt in  Bi  einen  nfachen,  und  sowohl  in  j?t'  als  Bt  «»en 
(it— p)iachen  Punkt.  €  wird  in  ß  von  p  Geraden  berührt,  wekhe 
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lür  einen  beliebigen  Puukt  der  Ebene  (lop|)elt  zu  rechuen  ^iud: 
also  Ist  die  Anzahl  der  Tangenten ,  welche  ausserdem  noch  von  ß 
an  C  gelegt  werden  können,  und  denen  allein  Tangenten  von  €i 

entsprechen,  =  f\n}^f{n) — 2/;.    Vom  Punkte  Bi  stehen  an 
w  Tangenten,  deren  Berünrun.fifspnnkt /^j  ist ,  und  \ve!«  he  für  einen 
beliebisjeii  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  sind ,  und  ausser- 
dem noch  die  jenen  F(iij — f{p) — 2/>  Tangenten  entsprechenden; 
also  ist 

i^(4«-p)— /(«)--2./(a^p)==F(«)--/(p)— *JJ;j  +2«..,.  (1). 

Oder  aber:  Vom  Punkte  JS*  gehen  an  (E  im  Ganzen  F(n) — f\p) 
Tangenten,  denen  eine  gleiche  Anzahl  vop  (£i  entspricht»  deren 
Berührungspunkt  Bi'  nicht  ist.  Zu  diesen  letzteren  kommt  noch 
die  doppelte  Anzahl  der  Tangenten,  deren  Berührungs])nnkt  ß/ 
ist,  so  ist  /'{«)  — + 2(71— die  Anzahl  sfimmtlichtT  Tangen- 
ten, welche  von  einem  beliebigen  Punkte  an  o^iiej^t  werde» 
Irinnen;  also 

i^U«^)— /(»)  -2*/(»-,)=rlf(«)— /(j,)+2(jl— 

eine  Relation,  welche  mit  der  vorigen  identisch  ist.  Setzt  man 
hier  zunächst  p=n>^l,  so  erhält  maß,  weil  /(i)=0: 

F(«+i)^F(„)=/(,)— /<»-i)+2;  folglich....  (2). 

.  •  .  .... 

«  •  .    .       •  *  • 

•  •  *  •  • 

^(P)"-^(i>-i)=/(i»-i)— /(>-g)-|-^;    durch  AddiHon: 
F(«)  =/}p«i)—y(»«i)+2(|i— «)....  p). 

i^etzt  man  hier  p=:H-^%  so  wird;  ' 

•'^(ni  i)  — /'"'(n)==/tnf  1)— /(n-D  +  Ä....    (4);  • 

und  fiir  />=1  oder  2  erhält  man,  weil  F{i)=0,  F(2)=2,  f(Q)^i^, 
/(i)=ü  ist: 

F(«)— /(— ,)=:2(«-l)...,  (5). 
Ferner  wird  aus  (1)»  wenn  p—n-— >2  gesetzt  wird: 

F(„f -2)  — F(«)=/(n)— /cn-'2)  +  2./(2)-f  4....    (6);  • 

■ 

also  duccli^  Verbindung  von  (4)  und  (6) : 

/<iH-i)— /(n~i)=/(n)— /(n-2)  I --/(i);  also quch....  (7) 

— / ;«+  1 )  — /(«+2)  — /( n )  4  2  .  /(.i) ; 

•  •  ■  *    #  • 

'  "         •  «  •  •     ^  • 

■.    ^  ^  •  •  •  •  • 

,  fip)T^f{p-*i)  —  /(p-D^r/jp-s) +2       ;  durch  Addittoti:  ■ 
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oder: 

also  für  ti=:2: 

f(p)—f(p-i)  =  (P'-^)'f(2)'  Oemiiach  i.st....  (9) 

•  •  •  ' 

•  »  • 

/(n)— /(»-0=(it— 1)./(2);   durch  Addition: 

Hieraus  wird  für  //  =  0  oder  1: 

/(li)=4«(«-l)^(4).  (II)- 

Aber  nach  (5)  ist: 

F(„>=/(»-|)+2  («-!)  =  4(»-.l)  (/i-^)/(j)-|.2(j»-l) ; 
iblgUch  ist 

Fc)=4(«-l)(«--2)./(,)+2(H-.l)....  (12); 

und  d:i  flrie  Curve  der  Uten  Oniimiig  gewiss  auch  keine  Tangen' 
teu  lie:sitzt»  also  ^^(^)=0  ist^  so  ist  für  72  =  0: 

und  setzt  man  diesen  Werth  von  /(^j  in  (11)  und  (12)  >  so  findet  sich : 

/(»)=»(»— !)••••  (14) 

und  ebenso  auch : 

F(«)"Ji(n— 1)....  (15). 

3)  Durch  einen  jeden  ;>fachen  Punkt,  welchen  eine 

Curvo  f!rr  ??ton  Ordnung  hesit/t,  ^virrl  (!ie  Klftssenxahl 
dersolhtMi  um  ;>  (/'  —  1)  r/uilieiten  c  r  n  i  r  d  r  i  ijt. 

3)  Eine  Curve  der  7/teu  Ordnung  ist  im  AUgenieiacn 
und  höchstens  zugleich  eine  Curve  der  n(n< — l)ten  Klasse. 

Corollar.  Eine  Curve  der  3ten,  4ten,  5ten....  Ordnung 
ist  im  Allgemeinen  und  höchstens  eine  Curve  der  6ten, 
12ten,  20ten....  Klasse. 

Besitzt  nun  eine  Curve  €  deriiten  Ordnung  in  den  Hauptpunk- 
ten einen  p-,  einen  und  einen  rfachen  Pimkt.  sonst  aber  keinen 
vielfachen  Punkt,  so  ist  (£4  von  der  (2«  —  {p i  q'{-r))ten  Ordnung 
mid  besitst  auch  bloss  In  den  Hauptpunkten  einen  (n^{p-{-q))-, 
einen  (n-^ip-M)-  und  einen  (n-*(^-H*))fachen  Punkt;  also  ist 
die  Klasse  von  ^= 

&9f-(pH^r) ) (2«-.(/,+r/+r) 1}  -  in--(p^ff))  (« -(;,4-f/)  -1) 
— (n—ip^r))  (n  -  (,,  -|-r)  - 1)  -  («  -  (y  ^  r))  (n  -  (7+r)  - 1) 
=  j»(»+i)  -P  (?»+!)  -  5^  (^r+1)  (r+1). 
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Und  auch  um^okelirt,  indem  ^|  an  die  Stelle  von  C[  geseUt 
wird ,  findet  sieh  die  Klasse  von  C[ 

(2«  — (p+iy+r))  i'hi-ijßi^f/  f  r)  f  1)  -  {n -  (p+r/))  («  -  (p  \ 
— («  —ip-i-r))  (n — (p+r)  + 1)  -  {n  -  (f/-\-r))  (n  —  (y +r)  + 1) 

uie  es  von  vornherein  zu  erwarten  »«tand. 

4)  Einer  Curve  der  nten  Ordnung  entspricht  im  Allge-* 
meinen  und  höchstens  eine  Curve  aer  «(«-f  Oten  Klasse. 

Kndlicli,  da  jedem  vielfarh^^n  Punkte  von  ^,  der  nicht  Haupt- 
punkt ist,  ein  efrensovielfacher  l^iinkt  v(»n  iij  entspricht,  so  folgt: 

5)  Be8it%t  eine  Curve  der  /den  Ordnung  in  den  drei 
Hauptpunkten  einen  p-,  einen  (/-  und  einen  rfachen 
PuDKt  und  ausserdem^  noch  einen  beiiebifiren  n-,  X', 
^-»••fachen  Punkt,  so  ist  die  Ihr  entsprechende  Curve 
von  derselhpTi  Klasse,  als  eine  Curve  der  (7ijl)ten  Ord- 
nung, u  olrlie  i  inen  (p-i-l)' ,  einonfr/^l)-,  ei  neu  (r-i-l)- und 
einen  n*,  a-,  ^-...fachen  Punkt  besitzt. 


S*  13. 

KonstrnlEflon  einiger  Curven  höherer  Ordnung  mittels 

des  blossen  Lineais,  und  Uebertragunff*einiger  Eigen« 
Schäften  der  Kegelschnitte  auf  höhere  Curven. 

Aufgabe. 

Eine  Curve  der  dritten  Ordnung  mittels  des  blossen  Li- 
neals punktweise  zu  zeichnen,  sobald  ein  Doppelpunkt 
JBj"  und  ausserdem  irgend  sechs  I'unkte  Bg,  ^  <l|,  bj, 
Ci»  bi  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

.  Auf'ldsung. 

Man  verbinde  den  Doppelpunkt  J5,"  (Taf.  II.  Fig.  2.)  mit  zweien 
der  übrigen  Punkte,  z.  B.  mit  Bx  und  ,  durch  die  Geraden  Px, 
Pf ,  und  diese  Punkte  mit  sich  selber  durch  die  Gerade  P^i  «ehe 
zwei  beliebige  Gerade  Ay  welche  die  PJ'  resp.  In  9i,  ^ 
schneiden,  und  von  denen  die  eine,  der  Py  in  p,  die  andere, 
Ät  der  Py  in  p'  begegnet;  verbitjde  die  Punkte  p,  v»'  mit  einan- 
der durch  die  Gerade  P' ,  nehme  auf  P"  irgend  zwei  Punkte  2f, 
W  an  und  verbinde  B  mit  durch  P*,  R  mit  Vi  durch  P,  Der 
Durchschnitt  von  P,  P  heisre  B",  Nun  denke  man  sich  zwei 
perspektivische  Strahihtischel  B,  By^  deren  persp.  Durchschnitt ii» 
und  wieder  zwei  andere,  B^,  7?/,  deren  persp.  Durchschnitt  A' 
ist,  und  zwei  Ebenen  (J,  in  üezug  auf  diese  zwei  Paar  Strahl- 
büschel geometrisch  verwandt;    bestimme  in      die  den  Punkten 

^1 '  <'i '  ^1  entsprechenden  Pnnkte  a ,  b ,  c ,  fr  und  lege  durch 
die  fünf  Purikte  B" ,  n ,  b,  c,  0  einen  Kegelschnitt  SC,  d.  h.  man 
snclie  beliebig  viele  andere  Punkte  e,  f....  desselben,  was  sich 
aul  mehrfache  Weise  durch  blosses  Linienziehen  bewirken  Insst. 
Endlich  bestimme  mau  in  S|  die  den  Punkten  c,  f....  entsprechen 
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den  Punkte  Ci ,  fi  ;   so  gehören  sänimtHche  Punkte  B,".  1^^, 

-^i'y       ^1»  ^1»  ^i>  h*  fi        ""d  zwar  ersterer  als  Doppelpunkt, 

einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung  au. 

Beweis. 

Da  der  Verbindungslinie  1^'  der  Punkte  B',  B',  insofern  sie 
dem  Strahlbdschel  B  oder  B  angehört,  in  deo  StrablbfisebelD 
Bi,  By  die  Gerade  Py  oder  entspricht,  und  da  ebenso  der 
Geraden  P^'  in  den  Strahlbüscheln  Ii ^  B'  die  Geraden  P,  P 
entsprechen,  so  sind  die  Punktenpaare  By  Bi\  B,B^\  B",  ///' 
die  zugeordneten  Hauptpunkte  der  Ebenen  ^,  (L.  Und  da  üuu 
der  Kegelschnitt  iC  im  Allgemeinen  nur  durch  einen  Hauptpunkt 
B"  geht,  so  ist  die  demselben  entsprechende  Curve  von  der 
2«2— l=:3ten  Ordnung  und  besitzt  in  B^"  einen  2fachen  und  in 
jedem  der  Pniikte  B^ ,  B^'  einen  2  — l  =  lfache!i  Punkt  (§.8.  1.). 

Sind  überhaupt  in  einer  Ebene  (fj  von  einer  Curve  (£i  der 
wteii  Ordnung,  welche  einen  (?i — l)fachen  Punkt  B^"  besitzt,  die- 
ser Punkt  Bi"  und  ausserdem  2ii  Punkte  beliebig  gegeben ,  von 
denen  irirend  zu  ei  By,  B^  heissen  mugen,  und  bestimmt  man  die 
Punkte  n ,  B' ,  B"  elienso  wie  in  der  obigen  Aufgabe  ,  und  noch 
die  den  übrii;en  2?^ — 2  gegebenen  Punkten  entsprechenden  Punkte, 
so  ist  nach  10.  1.  durch  diese  2n  —  2  Punkte  und  den  Punkt 
B"  eine  Curve  der (ii — l)ten  Ordnung,  welche^"  zum(ii — 2)fachen 
Punkte  hat,  bestinmit,  und  ist  die  der  entsprechende  Curve  €• 
Man  würde  also  ^ene  Curve  (E|  mit  dem  blossen  Lineal  zeichnen 
können ,  wenn  die  Curve  C  gezeichnet  vorläge.  IS'Tin  nlier  lässt 
sieh  die  der  2ten  Ordnung,  also  auch  die  der  öten  mit  einem  Dop- 

J elpunkte,  die  der  4ten,  5ten,  6ten.... ?iten  Ordnung  mit  einem 
9-....  {n — 1) fachen  Punkte  mittels  des  blossen  Luieals  zeichnen. 
O  gl-  Analyse  des  transversales  appli quee  ä  la  recher- 
che  des  proprietes  projectives  des  liu^nes  et  i^urfaces 
g<^ometr iques  par  M.  J.  V.  PooceieL  art.  2(H.  inCrelle's 
Journal.  Bd.  8.  Hft.  2.). 

1)  Eine  jede  Curve  der  wten  Ordnung,  welche  einen 
(n-^l)fachen  Punkt  besitat,  lässt  sich  punktweise  mit- 
tels des  blossen  Lineals  zeichnen,  sobald  dieser  viel- 
fache Punkt  und  ausserdem  2n  Punkte  der  Curve  be- 
liebig gcge  b  en  sind. 

Es  seien  In  Taf.  11.  Fi'^.  2.  durch  den  (beliebigen)  Punkt  By  der 
Curve  '^.  O.       die  (Jeraden  (^/j,  Ä^,  Ci,  rf^....  gelegt,  weiche  denfel^en- 
falls  beliebigen)  Strahl  P^  des  Doppelpunktes  BJ'  io  (ieu  iHiuk-  , 
ten  or, ,  ßi,     ,     . . ..  und  die  Curve  selbst  noch  m  den  Punkten- 
paaren Hl ,  0|  ;  ^b] ,  bi' ;   i'i,  iV;   ^| ,  schneiden;  und  es 
sei  auf  jeder  noch  ein  Punkt  «i',  ß{,  yi ,  so  bestimmt,  dass 
cfi,  ofi'  mit  flj,  öj';    |3i ,  ßy   mit  6,  ,  1/  u   s.  f.  harmonisch  sind. 
Dann  sind  nach  $.  6.  4.  die  je  vier  solclieti  Punkt« n  entsprechen- 
den Punkte  ebenfalls  harmonisch,  und  da  allen  i^iukien  aj^, 
yi ,         ein  und  derselbe  Ihmkt  B  ents]iricht>  und  die  entprechen* 
den' von  0|,  o,';   bi,  b^'...   einem  Kegelschnitte  .ft  angehören,  so 
liegen,   Avie  bekanr»t,  alle  Punkte,  welchr  flon  a^' ,  ß,'  5/.... 
entsprechen,  auf  einer  Geraden,  nämlich  der  hannonischen  Polare 
von  B  für  St,  und  folglich  die  Punkte  a^',  ß^^  Vj' ,  ^i'..  selber  auf 
einem  Kegelschnitte ,  w  elcher  durch  B^  Bi,  Bi"  geht  u«  s.  w. 
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2)  Legt  man  durch  den  Dupp  ci  })u  rikt  ciiter  Curvc 
dritter  Ordnung  irgend  eine  Gerade  l\,  und  durch 
irgend  einen  andere«  Pvnkt  Mi  derselben  bellehig 
viele  Gerade  ^1 ,  6|,  C] ,  und  bestimmt  au  f  1  <mI e r 
denjenigen  Punkt,  welcher  zu  den  beiden  neueu  Punk- 
ten und  zu  dem  dor  (ror;u1(»n  Pj  an trc h <"»ri «j^on  der  vierte 
harmonische,  dem  letzteren  zugeordnete  Punkt  ist, 
80  liegen  alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schoUfe«  welcher  der  Curve  im  Doppelpunkte/  im 
Punkte  in  demjenigen  Punkte,  in  weicnem  die  6e« 
rade  P,  <1iesr!l)c  von  Neuem  schneidet,  u  nd  rm  s  s  ordern, 
wenn  sie  vorhanden  sind,  in  den  H  e  rü  h  ru  n  ff  sp  unkten 
der  beiden  Tangenten,  weiche  von  an  dieseibegehen, 
begegn  et. 

Den  Strahlenpaaren,  welche  den  Doppelpunkt  JBi'  mit  jenen 
Durehecbnittspunkten  Q],  o/;  ,  h/t  Ci,  Ci'....  veroinden,  eiit* 
^jprechen  in  ^  ebensoviele  Sfrahlenpaaro ,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  a,  a' ;   6,  b':  c  ,  t'  des  Ke«;elschnrttes  M  mit  dem 

Punkte  jB"  verbinden;  iliese  Strahlenpaare  aber  bilden,  weil  die 
Linien  m'  ,  W ,  cc'....  durck  einerlei  Punkt  ß  gehen ,  nach  Archiv 
ThL  IV.  ISr.  XXX.  §.  X  3.  eine  luTolutiofn  von  Strahlen;  also  bat 
man  nach  §•  6.  1.  den  folgenden  Satz: 

3)  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Curve 
dritter  Ord  nuiiff,  welche  einen  Dop}»elpunkt  besitzt, 
beliebig  ^' i e i e  Gerade,  so  I)  i f  d e n  die  8 1 r a h I e n p a a r e , 
welclie  den  Doppelpunkt  mit  de»  peuen  Durchschnit- 
ten diej»er  Geraden  und  der  Curve  verbinden,  eine  ln< 
Tointion  von  Strahlen«  und  zwar  gehen  die  Haupt* 
strahlen  dieser  Involution,  wenn  sie  vorhanden  sind, 
nach  den  Berührungspunkten  der  beiden  von  jenem 
Punkte  ausgehenden  Tangenten. 

Durch  ir^nd  einen  Punkt  der  Ebene  S|  und  durch  die 
drei  Punkte  JBi,  ,  B^"  denle  man  sich  beliebig  viele  Kegel- 
schnitte Hit  ^Di*...  gelegt;  so  wird  im  AUg.  ein  jeder 
derselben  die  Curve  Üti  in  nocn  zwei  Punkten  Oi,  o^';  b^,  bi'; 
fi>  fi'j  ^1  >  W""  *><^^hneiden,  und  auf  jedem  wirrf  es  einen  Punkt 
«1,  Pj,  ^j..,.,  geben,  welcher  mit als  zugeordnetem  Punkte, 
und  mit  «i';  bj,  b/....  vier  harmonische  Punkte  des  betreffen- 
den Keseischnittes  bilclet  Jenen  Kegelschnitten  ^i,  €|,  £Di... 
entsprechen  in  ^  ebensoviele  Ger<ide,  welche  durch  einerlei  Punkt 
p  gehen,  den  Ptinkfon  a,  ,  Oj';  bj ,  bj'....  die  Durclischnitte  dieser 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  K  ,  und  den  Punkten  ,  ßy  ,  yi> 
dj....  solche  Punkte,  welche  mit  als  zug.  Punkte,  und  mit  die- 
sen Durchschnitten  vier  harmonische  Punkte  bilden,  also  sämmt- 
lldi  der  harm.  Polare  des  Punktes  p  für  Si  angehören.  Folglich 
liegen  auch  die  Punkte  a^,  ßi,  yi,  dt.«*,  alle  auf  einem  Kegel* 
schnitte  u.  s.  w. 

4)  Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  mit  einer 
Curve  dritter  Ordnung  ei  ne n  Dop jielpnnkt  und  zwei 
einfnrhe  Punkte  und  unter  sich  noch  einen  vierten 
Punkt  2ii  gemein,  und  bestimmt  man  auf  einem  jeden 
dieser  Kegelschnitte  zu  den  beiden  Punkten,  in  welchen 
er  noch  ausserdem  die  Curve  schneidet,  und  zu  dem 
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Punkte  pi,  aU  xugeordneteiii,  den  vierten  harmeniselien 

Punkt,  80  liegen  alle  diese  vierten  Punkte  auf  einem 

iirnfMi  Ketjt'lst'bnitto.  Avolcher  mit  jener  Schaar  und  der 
<'urve  die  nan»li(hen  drei  l*u?(kt<»  irmiein  hat  und  die  letz- 
tere iu  denjenigen  zwei  Punkten  isciuieidet,  in  welchen 
sie  Ton  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  berührt  w  ird. 
Sind  von  einer  Curve  der  4ten  Ordnung,  welche  drei  Doppel« 

4(4+3)  2C2+1) 

punkte  besitzt,  ausser  diesen  letzteren  noch  — ^  ^ — 2 — 

einfache  Punkte  gegeben j  so  bt  di (»selbe,  und  mit  ihr  zugleirb, 
als  die  ihr  entsprechende  Curve,  ei»  Kegelschnitt  voUkomnien  be- 
stlnmit;  da  nun  dieser  mittels  des  Lineals  sich  zeichneu  iüsst, 
90  folf^:  ^ 

5)  Eine  Curve  der  vierten  Ordnung  mit  drei  Doppel» 
punkten  Ihsst  sich  ])unktweise  mittels  des  blossen  Line- 
als zeichnen,  sobald  illese  drei  Doppef ininkte  und  aus- 
serdem irgend  tiinf  Punkte  derselben  gei»el»en  sind. 

Die  Ausfühning  sei  dem  Leser  überlassen.  Sind  die  drei 
Doppelpunkte  insbeaondefe  drei  Rttokkehrpunkt«,  so  entspriclit 
nacii  §.  IL  2.  der  Curve  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  drei  Haupt- 
linieti  d<'r  Fherte  berührt,  und  den  drei  Tangenten  in  den  llück- 
kehrpnnkten  entsprechen  diejenigen  Geraden,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte des  Kegelschnittes  mit  den  Gegenecken  des  Haupt- 
drefeeks  verbinden;  solche  drei  Geraden  aber,  wie  bekannt» 
schneiden  einander  In  einerlei  Punkte^;  also: 

5)  Die  drei  Tangenten  in  dreiRfivkkebrpunkten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  gehen  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

Ferner  erh?ilt  man  auf  ähnliche  Weise»  wie  der  SSatz  %  des 
§.  13.  gefunden  wurde,  den  folgenden: 

7)  Besitzt  eifie  Curve4ter  Ordnung  drei  I)o]>peIpunkte, 
und  denkt  niiiu  sich  auf  irgend  einem  Strahle  des  einen 
dieser  Punkte  einen  Punkt  so  bestimmt,  dass  er  zu  den 
beiden  neuen  Punkten  der  Curve  und  zu  demjenigen» 
welcher  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Dop* 
pelpunkte  angehnrt,  der  vierte  harmonische,  dem  letz- 
teren zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  vier- 
ten Punkte  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die 
drei  Doppelpunkte  und  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen zwei  Tan«:enten  der  Curve  geht,  welche  sich  in 
jenem  Doppelpunkte  schneiden* 

Und  wenn  statt  des  ersten  Doppelpunktes  irgend  ein  beliebi-^ 
ger  Punkt  der  Ebene  gesetzt  wird : 

8)  Besitzt  eine  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 

{>unkte,  und  legt  man  durch  die  letzteren  und  durch  einen 
>eliebigen  l^unlct  p  der  Ebene  eine  Schaar  Kegelgchriltte, 
und  bestimmt  au f  jedem  dieser  Kegelschnitte  zu  den  bei- 
den Punkten,  in  welchen  er  die  Curve  vonJNeuem  schnei- 
det, und  zu  dem  Punkte  p,  als  zugeordnetem,  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten 
Punkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitte» , welcher  auch  die 
drei  Doppelpunkte  enthält  u.  s.  w^ 
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Es  se!  endlich  (Si  eine  turve  5ter  Ordiiuii'?,  weiche  einen 
dfachen  Punkt  JBi"  und  drei  Doppelpunkte  Bi  >  oi,  besitzt ; 
imth  Bi  gehe  eine  beliebige  Gerade  a^" ,  Wiche  Ci  von  Neuem 
in  2  Punlcten  0| ,  schneidet;  durch  die  Puokte  Bi,  By,  B^\ 
Oj  sei  ein  hellebi'^er  Kegelschnitt  gelebt,  welcher  die  Gerade 
Oj  '  zum  andernmal  in  b.  schneidet  und  mit  noch  einen  (einzi- 
gen) Punkt  Jy  gemein  hat.  ii^ndlich  s,it\  bi'  zu  n| ,  und  bi  der 
vierte  harmonische,  dem  b^  zugeordnete  Punkt.  Jetzt  denke  man 
sich  in  einer  Ebene  CS  die  Punkte  B,  S,  B'  beliebig  gewählt, 
und  I  in  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  B^  ^il ,  ^»  ^li 
B",  Bi"  geomefriscli  verwandt;  so  entspricht  der  d  eine  Cnrve 
3ter  Ordnung  welche  durch  defi  Punkt  B  "  geht  und  einen  dem  0| 
entsprechenden  Doppelpunkt  O  besitzt ;  dem  8trahie  Oi"  und  den 
harmonischen  Punkron  ,  a^' ;  b^,  bi  entspricht  ein  Strahl  ti* 
von  JST'  und  vier  harmonische  Punkte  a,  a  ;  b ,  b' ;  dem  Keeel- 
schnitte  entspricht  eine  Gerade  ,  welche  durch  O,  den  dem 
J,  entsprechenden  Punkt  J  der  Curve  und  durch  b  geht;  die 
Punkte  a,  o'  liegen  auf  €,  und  nach  2.  liegen  alle  Punkte  b', 
welche  den  verschiedenen  iStrahlen  von  B"  augeliüren,  auf  einem 
Kegelschnitte»  welcher  die  Punkte  JB^,  O,  J  enthiüt;  da  nun 
dieser  Kegelschnitt  nur  durch  einen  einzigen  Hauptpunkt  B"  geht, 
so  entspricht  ihm  in  eine  Curve  3.  O.,  welcne  hi  B^'  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  einfach  durch  Bi^,  Bi  und  hiadurck 
geht.    Hieraus  folgt: 

9)  Sind  irgend  eine  Curve  6ter  Ordnung,  welche 
einen  3 fachen  Punkt  und  drei  Doppelpunkte  Bt, 
B^,  Ol  besitzt,  und  ein  Kegelschnitt  iSin  welcher  durcn 
diese  vier  Punkte  geht,  beliebig  ge  geh  er»,  unddenkt 
man  s  i  ch  a u  f  j  e  d  e  m  S  t  r  a  h  I  c  j  e  n  e s  Punktes  /i /'  zu  den 
beiden  Punkten,  welche  ausserdem  noch  der  Curve 
Öter  Ordnung,  und  zu  jenem,  welcher  noch  dem  Kegel- 
schnitte ^1  ailgehört,'den  vierten  harmonischen,  dem 
letzteren  zugeordneten  Punkt  bestimmt,  so  liegen 
eile  diese  vierten  Punkte  auf  einer  furve  3t er  Ord- 
nung, welche  an  der  stelle  jenes  dreilachen  Punktes 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  durch  die  drei  Doppelpunkte 
der  Curve  bter  Ordnung  und  ausserdem  durch  denjenigen 
Punkt»  in  welchem  der  Kegelschnitt  Sit  diese  Curve  von 
Neuem  schneidet,  hindurchgeht. 

Besondere  Fälle. 

§.  U- 

Zwei  Paar  projektivisch-gleiche  Strahlbüschel. 

Sind  sowohl  die  Strahlbüschel  B,  l?^  nls  auch  B^,  Bi  pro- 
jektivisch-gleich ,  d.  h.  sch Hessen  je  zwei  Strahlen  a,  ö  des 
einen  denselben  setzen  Winkel  ein  als  die  entsprechenden  Strah- 
len aj ,  Aj  des  anderen ,  so  sind  auch  die  von  den  Hauptlinien  P^, 
P*  und  Px  \  I\  einerseits,  und  die  von  P,  P'  und  A",  an-  * 
dererselts  euiKeschlosseneii  spitsen  Winkel  einander  «eich.  Es 
sind  aber  hierbei  zwei  Fälle  aeoUbar:  a)  Entweder  srad  die  In- 
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neren  Winkel  B,  B'  ilos  Hauptdreiecfcs  BBBf'  den  Innerer? 
Winkeln  i/j ,  des  Hauptdreieck8  B^H^'B^*'  gleich:  oder  A)  es 
siod  nur  zwei  innere  Winkel  B,  B^x  dagegen  <ler  andere  innere 
Winkel  V  des  einen  Dreiecks  dem  Aussenwinkel  By  des  as* 
deren  gleich. 

?m  FnHe  rr)  sind  die  Haupfdreiot-kp  niinlleh ,  und  denkt  man 
sich  die  übein  n  ,  für  elucn  Augenblick  80  aufeinandergelegt, 
dass  die  Hauptlinien  l^' ,  J\'  in  einerlei  gerade  Linie  talien,  «iie 
'  Richtung  von  B  nach  R  dieselbe  sei, -als  die  von  B^  nach  £{, 
und  dass  die  Punkte  B^ ,  B/'  auf  einerlei  Seite  jener  geraden 
Linie  liegen,  so  mii^iBen  so^vonl  die  Strahlbuschel  B,  i^i  als  die 
Strahlbüschel  B,  B^  uni^leichliejj^end  sein,  d.  h.  folgen  z.  B. 
in  B  die  Strahlen  /^',  fi,      r,  d,  vf»n  der  Rechten  zur  Lin- 

ken aufeinander,  so  gehen  die  entsprechenden  Strahlen  i\  o^, 
6i ,  f  1 ,  </| ,  Pi\,,,  von  der  Linken  »tr  Rechten.  Sind  nmi  die 
Strahlhüschel  B,  B  selber  projektivisch-gleich,  und  sind  s.  B. 
a,  6;  o's6'  irgend  zwei  Paar  inrer  entsprecoenden  Strahlen,  so  Ist 

y9.HiW:=\\,ab=V^.aU^\S,a^b^,  also  auch  W. «i^i  =  WVV; 

also  sind  audj  (!ie  von  den  entsprechenden  Strahlen  gebildeten 

Strahlbüschel  H^,  H^'  projektivisch-gleioh,  und  zwar  sind  letz- 
tere g  1  e i ch  1  i e  g  e  n  d  o  d e  r  n  n  g  1  e i  ch  1  i e  g  e  n  d  ,  j  e  n  achdem  B, 
B'  gleichliegend  oder  ungleichliesend  sind. 

Im  Falle  6)  sind  die  Hauptdreieeke  nicbt  fifanÜch,  es  sei  denn, 
sie  wären  rechtwinklig,  und  denkt  man  sich  die  Ebenen  ^  .  (^^  so 
wie  oben  aufeinander  gelegt,  so  wierden  die  Strahlhüschel  By  B^ 
un  gl  ei  cbliegeud,  aagegen  die  Strahlbüsrbel  B\  BJ  gleich- 
liegendsein.  Sind  also  die  Strab  II»  ü  s  cb  e  1  ß,  B'  i^'leicii- 
liegend,  8o  müssen  die  ebenfalls  projektivibch-gieichen  6trahL> 
büschel  JE^i,  Bi'  ungleichliegendTsein,  und  umgekehrt. 

Bekanntlich  sind  zwei  perspektivische  Strahlbüschel  B,  B' 
projt'ktivisch  gleich,  und  zwar  i^lrichliegend  oder  uneleichliei^^end, 
jenachdem  ihr  perspektivischer  Durchschnitt  unendlich  entfernt 
oder  auf  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Mittelpunlrten  senkrecht  steht;  und  zwei  schiefliegende  pro- 
jektivische  Strahlbüschel  B,  B^  sind  gleich,  und  zwar  glelchlie- 
gend  oder  ungleichliegend,  jenachdem  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Kreise  liegen,  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  auf  demselben  sich 
schneiden  ,  oder  ibre  l\f ittelpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmes« 
sers  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind,  auf  welcher  die  Durch- 
schnitte ihrer  entsprechenden  Strahlen  liegen;  und  umgekebEt 
Bieraus  folgt  nun  im  Falle  ä) : 

1)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden 
der  beiden  Ebenen  <^ ,  entspricht  in  der  anderen  der 
dem  Hauptdreieeke  unisch  rielie  ne  Kreis;  und  daher 
bilden  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  dritten 
Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  (B"-,  B^")  zwei  pro- 
jektiv Iscb -gleiche  Strahlbflschel. 

2)  Den  drei  Geraden,  iv  eiche  auf  den  Seiten  des 
einen  Hau  p  t  d  rei  eeks  in  deren  Mitten  senkrecht  stehen, 
entsprechen  drei  dem  anderen  Hauptdreiecke  umschrie- 
bene gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte aaf  ' 
den  betreffenden  Selten  liegen* 


Digitized  by  Google 


142 

3)  Allen  KTPiscn  der  einen  Ebene,  welche  bloss  durch 
zwei  Ha  i!|>tniiTi  kte  i^eheii  ,  entsprerhcn  in  der  anderon 
ebenfalls  Kreise,  welche  bioss  uiirch  die  zwei  zugeord- 
neten Hauptpunkte  fachen. 

A)  AUen  gteich8eiti|;en  Hyperbeln,  welche  Mess  durch 
HW^t  -Hauptpunkte  {rehen  und  deren  V^erbindungsli n i e 
ztTTn  DnTcninesser  haben,  entsprechen  ebenfalls  i^leich- 
seititje  Hyperhein,  welche  blo8s  durch  die  Ijeiden  zuge- 
ordneten Hauptpunkte  gehen  und  deren  Verbindungs- 
Hni«  zum  Durdimesser  haben. 

Ferner  ergebt' steh  aus  %  und  aus  Archiv  Tbl.  Hl.  S.  225.  n.: 

5)  Dem  Mittelpunkte  der  den  beiden  Hauptdreiecken 
umschrieheTjen  Kreise  entspreclien  i^egenseitig  die  Durch* 
schnitte  der  Höhen  dieser  l)re lecke. 

Dagegen  findet  im  Falle  ö)  Folgendes  statt: 

6)  Der  unendHch  entfernten  Geraden  einer  jeden  der 
beiden  Ebenen  entspricht  eine,  dem  Hauptdreiecke  der 
anderen  umsch ri eliene  gleichseitige  !Tv]>er*jel,  deren  Mit- 
telpunkt auf  einer  bestimmten  Seite  dieses  Dreiecks 
Hegt;  und  daher  bilden  die  cnisprechendcn  iStrahlen 
des  dritten  Paares  zugeordneter  Hauptpunltte  keine  pro- 
jektivisch -gleichen  Strablbüschel. 

7)  Einer  bestimmten  von  den  drei  Senkrechten  in 
den  Mitten  der  H  ;ni  p  f  d  r  c  i  e  ck  s  s  e  i  f  e  ri  e  n  t  s  p  r  i  ch  t  d  e  r  d  e  m 
anderen  Hanptdreieck  umschriebene  Kreis:  und  daher 
gehen  die  beiden  den  Hauptdreiecken  umschriebenen 
Kreise  gegenseitig  durch  die  ihren  Mittelpunkten  ent- 
sprechenden Punkte. 

8)  Alien  Kreisen,  welche  bloss  durch  die  beiden 
Hauptpunkte  i?,  B'  (oder  gehen,  entsprechen 
gleichseitige  Hyperbeln,  welche  bloss  durch  die  Haupt- 
punkte Bit  Bi  (pder ß,  B")  gehen  und  dieselben  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  haben. 

8- 16.. 

Zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen  (E,  €i. 

Denkt  man  sich  die  Ebenen  ^,  aufeinander  gelegt,  so  ist 
ihre  geometrische  Verwandtschaft  am  Allgemeinsteh  durch  zwei 
Kegetoehuitte  K,  K  (Taf.  II.  Fig.  I.)  bestimmt,  deren  einer  die  zug. 
Ifauptpunkte    j^i  uttddieDurclischnittederentspreehenden  Strahlen 

ff,  «i;    h,    der  andere  zwei  andere  ziv^;.  H  iiijit]M]nkfe 

Bi  und  die  Durcbschoitte  der  eotsprecheudeu  iStrahleu  a,  «i'; 
6',  W'—  enthält 

Fallen  mti  entsprechende  Pnidtte  n,  Oi  beider  Ebenen  «zusam- 
men,  so  gehen  die  Strahlen  a,  df  tf] ,  ü{  durch  einerlei  Punkt 
(ooi),  und  folglich  ist  letzterer  den  Kegelschnitten  iC,  K  gemein- 
schaftlich, und  da  zwei  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  entweder 
vier  oder  zwei  oder  keinen  Punkt  «jemein  haben,  so  folgt: 

1)  Zwei  aufeinander  gelegte  geometrisch  verwandte 
Ebenen  besitzen  im  Allgemeinen  entweder  vier  oder 
swei  oder  keine  Punkte,  und  nur  in  gewissen  Grenzla- 
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seil  auch  drei  odereinent  in  welchen  sich  entApreciieDde 

Punkte  Vereinisen. 

Sind  inshosondere  zwei  Sfrnljlhüschel  B,  B'  perspektivisch, 
■I.  h.  ist  K  eine  Gerade,  so  \\ erden  sowohl  in  den  iiurchschnitten 
Uli  A  uiiil  K  f  als  auch  iu  denen  des  gemeinschaftlichen  Strahlet^ 
BBi  und  des  Kegelschnittes  entsprechende  Punkte  vereinigt; 
md  sind  zugleich  B,  Bi  und  B' ,  B^  perspektivisch,  so  glebt  es 
solcher  Punkte  allemal  vjer,  es  sei  denn,  uass  einige  zusanimen- 
ialleri,  nämlich  im  Durchschnitte  der  perspektivischen  Durchschnitte, 
in  dem  der  Geraden  BB^ ,  B'ßi ,  und  in  den  l^utikten,  wo  allemal 
£e  eine  der  beiden  letzteren  den  persp.  Durcl)schnitt  der  beiden 
anderen  Strablbfischei  schneidet« 

Dahingegen  kSnnen  im  Allgemeinen  keine  zwei  entsprechen- 
den (Geraden  zusammen fal Ion ,  weil  mn  den  Sfrrthlen  der  Hau^« 
punkte  wiederum  j^eradc  Linieti  entsprechen,  öiiud  aber  z.  B.  B, 
ßi  perspektivisch ,  so  taiien  längs  BBtZwe'i  ents]>rechende  Gerade 
zosammen;  und  sind  zugleich  auch  jv,  Bi  perspektivisch,  und 
ist  der  gem.  Strahl  des  einen  Paares  zus;leich  der  perspektivische 
Darcbschoitt  des  anderen ,  so  müssen  sich  in  jedem  Punkte  dieses 
Strahles  zwei  entsprechende  vereinigen.  Sind  endlich  zwei  Strahl- 
büschel B,  Bi  concentrisch,  so  fallen  nach  Archiv  ThI.  IV. 

XXX.  9.  a.  entweder  zwei  oder  bloss  ein  oder  kein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  derseiliett  zusammen* 

Man  denke  sich  ferner  zwei  Punkte  a,  o*,  welche  sich  in  dop- 
peltem Sinne  entsprechen,  d.  h.  sfrrvoni  uonn  n  tu  (£,  a,  zu 
<f  1 ,  als  auch  wenn  üi  zu  ^,  n  zu  irerechnet  wird ;  und  es  seien 
Qf  a;  a,  €c  ;  Oi;  cci\  resp.  die  nach  a,  d«  {gehenden  Strah- 
len von  By  Bi,  Bi';  so  liegen  einerseits  die  Durchschnitte 
roD  a  und  Oi ;  a  und  «i  auf  dem  Kegelschnitte  K,  und  die  Ge- 
rade A,  welche  dieselben  verbindet  ,  trifft  die  Gerade  BBi  in 
einem  Punkte  f,  welcher  der  harni.  Pol  der  Geraden  ddi  für  K 
ist;  folglich  geht  attj  durch  den  harm.  Pol  von  BB^  für  K; 
aber  auch  andererseits  durch  den  harm.  Pol  von  B'B/  für  K; 
alse  ist  sie  die  Gerade,  welche  den  Durchschnitt  der  Taneenten 
in  B  und  Bi  mit  dem  der  Tangenten  in  B'  und  Bi  verhindet 

Da  nun  die  Punkte  By  Bi  und  der  Durchschnitt  von  «,  (h 
aal'  K  liegen  .  und  BB^  den  harmonischen  Pol  f  von  aa^  für  K  ♦ 
enthält,  so  sind ,  nach  Archiv  ThI.  IV.  Nr.  XXX.  §.  4.  2.  die  Punkte 
fl,  Ol  zwei  zugeordnete  harm.  Pole  für  K;  aber  auch  für/T;  also 
das  den  InyolutioneD  zug.  harm.  Pole  fDr  K  und  JE*  gem^jnschaft- 
liebe  Paar« 

3)  In  zwei  aufeinander  gelegten  geometrisch  ver- 
wandten Ehene'n  gieht  es  im  alli;emeinsten  Falle  ent- 
weder nur  ein  einzii?<*s  o  d  e»  r  koiii  1^  a  ;i  r  P  unk  te»  welche 
sich  in  dopi>eitcin  Minne  entsprechen. 

Fällt  der  Pol  von  BB^'  für  K        dem  von  BB^  für  K  zu- 
sammen,  so  ijiehen  durch  dieselben  unzählige  Gerade,  deren  jede  ' 
zwei  Punkte  a ,      besitzt.    Im  Archiv  Thl.  V.  Nr.  XVIIL  §.  6.  U. 
ist  gezeigt  wurden,  dass  in  dem  Falle,  wenn  jener  Pol  auf  einer 
gemeinschaftlichen  Sekante  von  A:,  K'  liegt,  die  Punktenpaare  a, 

welche  den  verschiedenen  Strahlen  desselben  angehören,  einen 
Kegelschnitt  bilden  nn^ssen.  In  jedem  anderen  Falle  aber  bilden 
iiie  keinen  Kegelschnitt,  sondern  eine  Curve  höherer  Ordnung. 
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Sind  zwei  Strahlbuschel  JB9  Bi  perspektivisch,  so  mm\  der 
Punkt  f,  wo  ,  vom  nors[).  Durchschnitt  derselben,  und  der 
Punkt  f , ,  wo  BBy  von  \ier  Geraden  a^i  geschnitten  wird,  mit 
den  Punkten  Bf  B,  harmonisch;  und  ausserdem  bind  die  Punkte 
a,  tti  mit  ti  und  dem  dem  persp.  Durchschnitt  K  angehorigeu 
PuDKte  harmonisch.  Im  Fall  nun  auch  J3^,  B'x  perspektivisch 
mndi  lind      F/,      analoge  Bedeutung  als  f,  haben,  so  giebt 

es,  so  lange  weder  die  j>er?5p.  Durchschnitte  ÜC,  K  noch  auch  die 
Punkte  f,,  f,'  zusamiiu  nialien,  nur  eine  Gerade  flfli  und  entweder 
zwei  oder  keine  Punkte  a,  a,.  Fallen  nur  K  und  K  zusammen« 
also  auch  f^,  f«',  so  giebt  es  keine  Punkte  a,  Ot,  die  zugleich 
mit  f,y  und  mit  f,',  harmonisch  sind;  und  fallen  nur  ri,  tx 
zusammen,  so  besitzt  aus  demselben  Grunde  nur  ein  einziger 
»Strahl  derselben  Punkte  n,  ni,  dann  aber  unzahlit^e  Paare  solcher 
Punkte-  Fallen  endlich  sowohl  A,  A'  als  ti ,  fi  zusammen,  so 
giebt  es  aut  jedem  Strahle  der  letzteren,  d.  b.  des  Durchschnit- 
tes von  BBt  und  BB-^y  unzShlljee  Punktenpaare  a>  Oi;  aber  dann  ' 
geht  der  gemeinsame  persp.  Durchschnitt  nach  dem  Durchschnitte 
der  Geraden  BB  und  BiB^' .  und  dorn  Strahle  BB'  entspricht 
sowohl  in  B^  als  in  Bx  der  Strahl  BxB^  %  ein  Fall,  der  noch 
nicht  hierher  gehört. 

Wenn  im  allgemeinen  Falle* die  Kegelschnitte        K*  sich 
decken,  so  gieht  es  auf  der  Geraden,  welchedieharm.Poole  von 
und  verbindet,  unzählige  Punktenpaare  a,  0«;  nSmIich  je 

zwei  zui^eordtiete  barm.  Pole  derselben  sind  ein  solches  Paar. 

Sin<l  eiidÜch  zwei  Strahlbüschel  B,  Bt  concentrisch ,  so  sind 
die  Strahlen  a,  (ly  derselben,   welche  nach  zwei  Punkten  a, 
^ehen,  in  doiipeltem  Sinne  entsprechend ^  also  sind  nach  Archiv. 
I^hl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  1.  b.  die  Strahlbfischel  involutoriseh;  hier- 
aus folgt: 

3)  Sind  die  beiden  Paar  Strahibüschel /j,  ;  By  B^, 
in  Ansehung  derer  zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen 
geometrisch  verwandt  sind,  concentrisch,  so  entspre* 
chen  entweder  alle  oder  kein  Paar  Punkte  derseloeti 
einander  in  doppeltem  8inne. 

Gilt  letzteres  von  allen  entsprechenden  Punktenpaaren,  so  sol- 
len die  Ebenen  involutoriseh -verwandt,  uml  je  zwei  ent- 
sprechende Systeme, derselben  zwei  luvolutions-Systeme  heis- 
sen.  Im  Ganzen  bleiben  dann  noch  alle  Erscheinungen,  wie  frtt* 
her;  einer  Gurve  der  nten  Ordnung  entspricht  eine  der  2nteD 
Ordnung  u.  s.  w. ,  doch  ist  es  einerlei,  in  welcher  der  beiden  Eber 
nen  liegend  eine  jede  von  beiden  Curven  vorjjestellt  wird;  es  fal- 
len nämlich,  was  bei  bloss  concentriischen  praj.  Strahlbüscheln 
nicht  stattfindet,  jetzt  auch  das  dritte  Paar  zugeordnete  Haupt- 
punkte zusammen. 

I». 

Zwei  Systeme  von  Geraden* 

§.  36. 

Sind  in  citier  Ebene  zwei  Gerade  A,  A'  mit  den  Punkten 
a,  b,      C)....  uud  a  ,  b,  c,  6....,  in  einer  zweiten  Ebene  zwei 
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Gerade  ,  Ai'  mit  den  Punkten  a^«  b|,  Ci,  5i....  und  <^i',  bi',  Ci', 
tg.:.  gegebeu;  und  ist 

so  entspricht  jeder  Geraden  a  der  EImmm'  (5,  wolche  A,  A'  in  a, 
o'  schneidet,  eine  Gerade  Oi  der  Ebeue  ,  weiche  durch  die  ent- 
sprechenden Punkte  Ol,  fli'  gt-'ht;  insbesondere  entspricht  der 
u  n  e  n  d  I  i  eh  o  n  t  fer 0 1  e  n  Geraden  einer  jeden  Ebene  diejenige 
Gerade  der  anderen,  welche  die  soj^enannten  Durchschnitte  der 
l^ara  1!  e  I  s  tra  hl e  n  verbindet  Dem  Durchschnitte  p"  von  A,A' 
entspreche  in  ein  i*unkt  /?/  .  und  in  A^'  ein  Punkt  «  ""d 
umgekehrt :  dem  Durchschnitte  pj^'  von  A^ ,  A^  entspreche  in  A 
ein  Punkt  p*,  in  A*  ein  Punkt  und  es  seien  A^*,  Ai"  die  Gera- 
den, welche  resp.  p  und  p'y  /?,  und  pi  verbinden.  Dies  voraus- 
gesetzt, so  entsjvricht  jedem  Strahle  von  p"  die  Gerade  Ai" »  und 
jedem  »Strahle  von  pi"  die  (Gerade  A", 

Es  sei  H  irgend  ein  Punkt  von  dessen  Strahlen  a,ö,c,d.... 
die  A  in  a,  b,  c,  6....»  die  A'  in  a',  b',  q',  scimeiden;  soiiat 
man : 

il'(a',  h'y  c',  D'....)  -  .1, '  (ai',&/.  fi',  also 

Liegt  B  auf  so  entspricht  dem  Strahle  A"  von  ^  ein 
doich  pi"  gehender  Strahl,  also  sind  die  Geraden  A^,  A^  in  An- 
sehung der  den  a,  b,  c,  d„„  entsprechenden  Geraden  ,  hi ,  üi» 
dl-.',  perspektivisch,  und  da  demjenigen  Strahle  von  welcher 
durch  p"  geht,  die  Gerade  Aj"  entspricht,  so  iiej^t  <ler  Projek- 
tionspuokt  i>'i  von  Ai^  A^  aui  Ai",  In  jedem  anderen  Falle,  wo 
B  auf  keiner  der  Geraden  A,  A*,  A"  liegt,  umhCiilen  die  Geraden 
«1,  ^>  Ci,  dl.,.,  nebst  Ai,  Ai' ,  Ai"  einen  Kegelschnitt  [B^], 
Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Geraden  r,  welche  die  Durchschnitte 
der  Parallelstrahlen  von  A,  A'  verbindet,  so  wird  der  Kegelschnitt 

iBi\  von  der  unendlich  entfernten  Geraden  berührt,  ist  also  eine 
^arabei;  und  ist  B  selbst  unendlich  entfernt,  so  berührt  [Z>]]  die 
Gerade  tx  9  welche  die  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen  von  Ai, 
Ai*  verbinclet. 

Die  drei  Geraden  il,  A',A"  und  AxtA%\  J,"  werden  Haupt- 
Ii  nien,  die  Punkte  p,  />',  p"  und  nj,  pi  ,  71,"  Haupt [1  nn kte, 
die  von  ihnen  gebildeten  Dreiecke  Hauptdreiecke,  und  je  zwei 
gleichmarkirte  UaupÜinieu  und  Hauptpunkte,  wie  A'*,Ax\  p',P\  \ 
-4",  pi",  zugeordnete  genannt. 

1.  Einem  Jeden  Punkte,  w elcher  aui  einer  Haupt- 
liuie  der  einen  Ebene  liegt,  entsoricht  wieder  ein 
Punkt  der  zugeordneten  Hauptlinie  der  anderen  Ebene* 

2.  Eiuera  jeden  Strahle  eines  Hauptpunlctes  der 
einen  Ebene  entspricht  ein  und  dieselbe  Gerade,  nftm- 
lieh  dte  sugeordnete  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 

Tlieil  Vn.  10 
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3.   Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  keiner  Haupt 

Iniip  üo^rt.  entspricht  ein  KeirelscliDitt,  eich  er  von 
den  ilrei  Hau  |)  1 1  i  n  i  e  n  der  anderen  Ehene  und  von  den. 
den  Strahlen  des  rrsteren  entsprechenden  Geraden 
berührt  wird,  und  umgekehrt.  Dieser  Kegelschnitt  ist 
eine  Parabel,  wenn  jener  Punkt  auf  der  mit  r  (r^)  be- 
zeichneten Geraden  liegt. 

Es  würde  langweilig  sein,  diese  Liitersuchung  noch  weiter  /u 
verfolgen ,  indem  man  sich  bereits  ans  diesem'  Anfaii^  derselben 
fiberzeugt;  dat»  dieselbe  kaum  mehr  als  eine  wiederholte  Erzäh- 
lung der  unter  tt,  gewonnenen  Resultate  in  anderem  Gew  ände  lie- 
fern würde.    Der  Leser  kann  sich  sogleich  in  den  Besitz  des  hier 
zu  («ewinnenden  setzen,  wenn  er  in  den  früheren  Betrachtungen 
und  Lehrsätzen  die  Ausdrücke:    Punkte  HauptpuT»kt,  Gerade, 
Hauptlinie.   Curve  wter  Ordnung  oder  Klasse,   Punkt  oder  Tan- 
geute einer  Curve,  »facher  Punkt,  Kückkehrminkt  u.  s.  w.  resp. 
mit  den  Ausdriicken:  Gerade,  Hauptlinie,  Punkt,  Hauptpunkt, 
Curve  7iter  Klasse  oder  Ordnung,  Tangente  oder  Punkt  einer  Curve. 
»fache  Tangente,  Wendungstaugente  u.  s.  w.  vertauscht.    Nur  in 
einem  hesonderen  Falle  stellt  sich  Eigenthümliches  heraus :  Sind 
n.'inilich  sowohl  die  Geradort        Ax  als  die  Geraden  A'y  A^'  pro« 
jt  k  I  ivisch- ahn  lieh  oder  2;!eicn,  so  entsprechen  sich  die  un- 
enillich  entfernten  Punkte  deriielben,  und  folglich  auch  die  unend- 
lich entfernten  Geraden  ihrer  Ebenen  gegenseitig;   die  Geraden 
A"  und  Ai"  sind  also  in  Ansehung  ihrer  entspradhenden  Punkte 
ebenfalls  ahnlich;  jeder  Parabel,  weiche  die  drei  Hauptlinien  der 
einen  Ebene  berührt,  entspricht  ein  unendlich  entfernter  Punkt 
der  aitderen,  und  jeder  Parahel,  welche  bloSS  twei  Hauptliulen 
berührt«  entspricht  wieder  eine  Parabel. 


Ein  System  von  Punkttn  und  ein  System  pon 

Geraden, 

«.  17. 

Von  der  Betrachttmq  dieser  beiden  »Systeme  gilt  fa*it  dasselbe 
als  von  der  der  beiden  vorigen.    Man  erhält  die  Eigenschaften  der- 
selben, wenn  man  in  a*  die  iVusdrücke  für  die  Elemente  der  einen 
Ebene  unverändert  lässt,  dagegen  die  für  die  Elemente  der  ande- 
ren mit  den  so  eben  genannten  Tertanscht.  Nur  dem  .§.  14.  steht 
hier  durchaus  kein  älmlicher  zur  Seite,  und  das  Analogen  der 
Fraise  über  die  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  dürfte 
wenigstens  kein  besonneres  Interesse  dMrbietcTj,    Wichtiger  dage- 
gen w;ire  es  zu  untersuchen:  welchem  Orte  diejenigen  Punkte  der 
einen  Ebene  angehören,  deren  entsprechende  Geraden  durch  diese 
i'unkte  selber  gehen?  und  umgekehrt;   indem  dieselbe  Frage  für 
reciprok-venvandte  Figuren  von  oesonderer Bedeutung  ist.  Schwer- 
lich aber  dfiffte  diesewe  hier  ohne  Hfilfe  der  alsebralschen  Ana- 
lysls  beantwortet  werden  künnen,  wesshalb  Ich  sie  tibergehe« 
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der  hdfaereD  geometrUchen  Verwandtschaften. 

18. 

spien  jetzt  <Iie  la  4.  hetrarhteten  zwei  Paar  [»rojektivischc 
Str;ilillH'ischei  /?,  Ä|  und  Ä',  /^i'  üc»  beschaflfei),  da^^s  zwar  dem 
geiaeinschartlicheu  Strahle  P**  von  i^',  insofern  er  zu  Ii'  ue- 
recliDef  inrd.  in  Bi  wiederum  der  gemeinschaftliche  Strahl  P,^ 
\'on  Bi ,  Bi  entspreche,  d.  b.  dass^  sewohl  P  mit  P'  als  aueb 
Pi  mit  Pi"  zu^runnienfalle ;  dass  dairoiffMi  dem  StrafiN»  I*"  de» 
»Strahlbiisrliels  Ii  ein  von  /^/'  vers(  fiiedcner  Strahl  I\'  in  li^, 
und  umgekehrt :  dem  Strahle  Pi"  von  ein  von  P'  verschtedu- 
ner  Strahl  In  ^  entspreche,  in  diesem  Falle  mus8  einem  jeden 
Pnnirte  von  P'  der  einzige  Punkt  Bi ,  und  einem  jeden  Punkte 
von  P*  der  einzige  Punlct  Bi  ;  und  ebenso,  einem  jeden  Punkte 
Vrtn  Pi"  Hör  l*n!)kt  ß,  und  einem  jeden  von  P/  der  Punkt  B' 
entsprechen     Einer  jeden  Geraden  A  der  Ehene      ents|»richt  in 

offenbar  ebenso  wie  fniher  ein  Kegelschnitt  [A^l,  welcher 
dateb  die  Punkte  Bi,  Bi  geht;  weil  aber  jetzt  denjenigen  zwei 
Strahlen  von  BjB',  welche  nach  dem  Durchschnitte  von  A  nnd 

gerichtet  sind.  In  /i,  ,  li^  die  Strahlen  P{ ,  P^"  entsprechen, 
so  muss,  zufolijo  Archiv.  ThI.  IV.  Nr.  WX.  11.»"  «ler  Kcijolsrhnitt 
r^ij  die  Hau|)tlinic  in  /?,  berühren.  Und  unigekelirt:  wird 
jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Hauptpiuikte  B,  B  geht 
und  die  Ktupttinie  P'  betfibrt,  in  der  anderen  Ebene  eine  Crerade 
entsprechen.  Dagegen  entspricht  jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch 
ß,  B  geht,  aber  P'  nicht  hcriihrt,  zwar  wiederum  ein  Kcirol- 
schnitt,  welcher  durch  i^j^,  B^  geht,  der  aber  die  Hauptlinie  P^ 
Dicht  berührt 

Es  sei  C  eine  Curve  der  nten  Ordnung,  welche  durch  keinen 
der  Hauptpunkte  By  B  gehe,  und  es  sei  die  ihr  entsprechende 
Curve;  so  entspricht '  den  n  Punkten,  welche  mit  P"  gemein 
hat,  ein  ^/facher  Punkt  /^,,  und  den  n  Punkten,  welche  <J  mit  P' 
gemein  hat,  ein  wfacher  Punkt  B^-  Einer  jeden  Geraden  der 
Ebene  ^  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  €  Im  Aligemei- 
nen  2n  Punkte,  welche  nicht  In  1^,  ^  fiiUen,  gemein  hat;  also 
wird  d  von  dieser  Getaden  in  2n  Punkten  geschnitten,  ist  folglich 
von  der  *2/?ten  Ordnung.  Demnach  hat  jeder  Strahl  fies  Pmiktes 
B\  ausser  diesem  /?far}icn  Punkte  noch  v  Punkte  mit  (^i  gemein. 
Der  Strahl  P^  aber  kann  keine  Punkte  der  Curve  besitzen,  welche 
nicht  mit  B^  zusammenfallen,  weil  sonst  die  Curve  €  durch  den 
Punkt  Bf  gehen  mQsste,  was  gegen  die  Annahme  ist;  also  sind 
ISngs  P|  ausser  jenen  v  Punkten  noch  n  Punkte  mit  B^  veret- 
niet.  Dennoch  aber  ist  /?,  kein  2?ifacher  Pnnkt;  weil  sonst  auch 
alle  ühri  gen  Strahlen  det-iseiben  ausser  ihm  keinen  Punkt  mit 
^euieiu  haben  könnten. 

Denkt  man  sieh  nSmlich  die  jetzt  In  Rede  stehende  Art  der 
Verwandtschaft  aus  der  ersten  durch  allmühligen  üebergang  ent- 
*;taTHlen  .  inrlem  tlic  Haii[»trmien  P,  Py  immer  kleinere  NN'inkel  mit 
P',  Pj  bilden,  so  sielit  man,  dass  zwar  lauijs  der  festen  Geraden 
Pj'  ein  jeder  der  w  Punkte,  welche  den  2iiaciien  A^uukt  i^j"  bilde- 
ten, sich  mit  einem  der  Punkte,  welche  den  ttfachen  Pnnkt  By 
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bilden .  nämlich  mit  dem  demselben  Zweige  ungehürendea,  vere 
nigt  hat,  und  fulglich  längs  2n  Punkte  der  Curve  liegen;  doss 
jiber  eine  solclie  Vereinigung  zweier  Paiikte  auf  keinem  anderen 
Strahle  des  Punktes  stattfindet.  Ferner  ersieht  man  hieraus, 
dass  die  Hauptünie  Pi  die  n  Zweige  der  Curve,  welche  durcli  Bi 
(und  Bi)  liehen,  im  Pnnlto  berührt,  nnd  fol'^lirb  diese  Zweige 
selber  einamler  in  /?,  bcnilii  en,  gleichwohl  aber  dieser  Punkt  kein 
liückkehr|)unkt.  soudeiu  nur  ein  vielfacher  Punkt  überhaupt  ist, 
weil  dersseibe  nicht  den  unmittelbaren  Uebergang  von  einem  Zweige 
zum  anderen  bildet,  vielmehr  der  die  Curve  beschreibende  Punkt 
sich  continuirlich  und  auf  demselben  Z^\  ei^re  verharrend  durch  Bi 
hindurch  bewegt  uud  erst  später  wieder  .nif  einem  anderen  Zweige 
nach  B^  gelangt.  Dies  letztere  erhellt  auch  aus  dem  Um6tao(ie, 
dass  bei  jenem  allmäbligen  Uebergange  nur  die  Geraden,  welche 
den  Punkt  mit  den  Durchschnitten  von  (£  und  verbiodeo, 
sich  zu  vereinigen  streben,  diese  Durchschnitte  selber  aber  unver- 
rückt  nnd  getrennt  von  einander  bleiben,  weshalb  auch  die  in  Bi 
vereinigten  n  Piitikto  noch  immer  als  diskrete  Punkte  der  Curve 
anzusehen  sind.  Mau  nennt  diejenige  Tangente  einer  Curve,  längs 
welcher  mehr  als  eine- Berdhrung  stattfindet,  eine  viel&ebe  Tan- 
gente derselben ,  und  zwar  Id  dem  Falle,  wenn  zwei  oder  mehreie 
derBer(ihninq;spunkte  zusammenfallen,  eine  Wendungstangente, 
und  den  gemeiijsrhaftlichen  Berührungspunkt  einen  VVendungs- 
punkt  der  Curve;  insbesondere  gelten  die  beiden  letzten  Aus- 
drücke mit  Vorzug,  wenn  alle  Berührungspunkte  einer  vielfachen 
Tangente  sich  vereinigen.  Man  sieht  soneich,  dass  die  vielfachen 
Tangenten,  die  Wendungstangenten  una  die  Wendungspunkte  fSr 
Curven  einer  fCIasse  dasselbe  sind,  als  die  vielfachen  Punkte,  die 
liück  kehr  punkte  und  die  Tangenten  in  derselben  für  Curven  einer 
Ordnung.  Im  Falle  der  Curve  Q!^  ist  demnach  der  Punkt  Bi  ein 
vollkommener  Wendungspunkt,  und  die  Hauptlinie  P/ ist  eine  voll* 
kommene  Wendungstangente.  Es  gibt  aber  auch  Fälle,  wo  Bi 
nur  theilweise  ein  viel&cher  Punkt  und  theilweise  ein  Wendungs^ 
punkt  ist. 

Geht  nämlich  die  Curve  ^  />mal  durcl»  B  und  ^mal  durch  B^ 
so  ist  die  entsprechende  Curve  von  der  ,('2«  —  (/?  +  ^))ten  Ord- 
nung, besitzt  in  Bx  einen  (ra— ;9)fachen  und  in  Bi  einen  (it—^^racben 
Punkt,  und  län^s  Pi  vereinigen  sich  n  —  {p-\-q)  Punkte  mit  einer 
gleichen  Anzahl  der  bereits  in  Bi  vcrcinlijtpn  Punkte.  Es  müs- 
sen sich  also  iu  Bi  n~~(p-^^)  Zweige  der  Curve  berühren,  wäh- 
rend die  übrigen  p  Zweige  die  letzteren  und  einander  in  diesem 
Punkte  durchschneiden. 

Verfolgt  man,  wosu  hier  kein  Raum  mehr  ist,  die  in  {.  10- 
und  §.  12.  angestellten  Be'traclitungen,  so  wird  man  finden  .,  dass  ein 
Punkt  einer  Curve,  in  welchem  sirb  w  —  (p~\-q)  Zweige  berühren 
und  von  p  Zweigen  geschnitten  werdeu,  dieselbe  Geltung  hat,  als 
zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  ein  (n — 9)facber  und  der  andere 
ein  (ii<—(;^+9))facher  Punkt  Ist. 
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XIV. 

lemerkungeii  Uber  die  Aiifl9suiiir  der 
tfileleliiuiseii  des  dritten  CJrade«  !■ 
land  VI.  Heft  1.  dieses  Arcblves. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberldirar  «m  GytmuMiani  Fridericlaiiaiii  lu  Sehwerin« 


l>cr  Herr  Herausgeber  dieses  Archives  hat  die  Auflösung  der 
Crleicliurigen  des  dritten  Grades  in  einer  Weise  gegeben,  welche 
\iJü  den  Älängeln  der  Darsteüuni»  dieses  Gegenstandes  i»  unsern 
liebrbü'chern  zwar  frei  ist,  in  mir  aber  ein  Bedenken  darul^er  zu- 
ricicgelassea  hat,  ob  dieselbe  für  den  Schulunterricht  durchweg 
geeignet  aeh  Mao  soll  nfimiicli»  um  die  Gleichung  x^^iix-^o 
asizultoeo« 

setzen,  darauf  , 

jr»=  3(p + 7  viri)     f   V  ZTi)  [p  \pi  +  (V  f  Vi)  V  \ 

=  3(p  +  y  fZZi)  (pi  +  qi  t^:ri):r 

«Iwickelu ,  und  hierauf  j6ur  Besümmuiig  von  p,  pi,  q 9  qi  die  vier 
(ileicliungeo 

ftpi  —  qqi  =  Ja,  pqt  4^ r=0 ; 

WcIteD.  Nnn  erst  richtet  sich  die  Uotersuehung  auf  die  Auffin- 
dug  einet  reellen  Wnnel. 
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Dieser  Antan^  srliciut  mir  Tur  Schüler  sclmierii^  und  ,\\ 
.schreckend.  Die  Auflüsiing  (luadrutl.scher  (ileichiingea  lat  ilinc 
so  leicht  geworden  und  beruht  auf  einem  jso  einfachen  Oedaiiki  t 
der  sich  innen  mit  Nothwendigkeit  aufgedrängt  hat,  dass  sie  Aehi 
liebes  auch  bei  den  cubischen  Gleicbuugen  erwarten.  Die  sofoj 
tige  Einführung  de.s  Imaginären  mus8  sie  nothwendig  befremdet 
da  ihnen  dci88elbe  immernoch  als  Ausnahme  erscheint,  und  ihne 

der  Gedanke,  da$.s  die  Form  p^qY  1  ^'i^  allgemeinste  2taMfoTZ 

ist,  zwar  bekannt  aber  noch  nicht  geläufig  ist.  Sodann  er.srlirerkci 
sie  vor  den  Schwierigkeiten,  wenn  ihnon  statt  einer  leicht  aufzu 
ta.s8enden  Gleichung  vier  neue,  dem  Ansclieinc  nach  viel  schwie 
rigere,  entgegen  treten;  und  in  der  Muthlosigkeit,  die  i$ie  erfasst 
können  sie  keinen  Schritt  selbstständig  vurwärts  thun,  und  bücb 
steuB^  den  Lehrer  beivandern,  der  mit  geadiicktor  Hand  die 
Schwierigkeiten  zu  beseitigen  weiss. 

Wenn  ich  im  Folgenden  den  oft  behandelten  Gegenstand  ooch' 
mals  nTifiielune,  so  geschieht  dies  in  der  Absicht,  die  liesulfate  mei- 
ner Erla  Ii  r  u  rigen  über  denselben  mitzutheilen  ,  was  gevi'i^f!»  öfter 
von  den  Lehrern  geschehen  könnte,  zuni  Nutzen  und  Frommen 
unseres  Unterrichts  und  unserer  LeiiilHiclif r. 

Den  Schülern,  denen  man  cubische  Gleichungen  vortragen 
will,  sind  die  Sätze  jr»  —  (ar-«)  (ar^  +  aa  +  n«),  a?»+a»= 
(x^a)(se'^^ax-^a^  bekannt,  und  die  quadratischen  Gleichuageo ge- 
läufig; man  wird  also  ohne  Schwierig^keit  die  drei  Vii^urzein  der  rei' 
Den  cubischen  (Gleichung  finden. 

Wenn  man  die  gemischte  quadratische  (ileicliung  auch  zuerst 
dadurch  gelöst  hat,  dass  man  die  linke  Seite  zu  einem  voll.ständi- 
geu  Quaarate  machte,  so  wird  man  es  doch  nicht  versäumen  dürfeu,  • 

auf  eine  reine  quadratische  Gleichung  zu  reduciren,  irnlem  m:u\  r  //  f* 
setzt,  und  z  so  bestimmt,  dass  der  Coefticieut  von  y  Aull  werde. 
Dann  geht  man  an  die  Behandlung  von 

6af + c =0, 

so  werden  die  Schüler  den  Rath  geben,  a:=:t/-\-z  zu  setzen >  und 
z  so  zu  bestimmen »  dass      wegfalle.  Man  findet  dann 

Sieber  wird  nun  der  eine  oder  der  andere  den  Ratb  ertbeileo,  eine 
solche  Substitution  imchmals  vorzunehmen ,  y=u-\-t  zusetzen .  um 

[\uvh  dip  erMi'  Poferiz  der  Unbekannten  wegzuschaffen,  nml 
ein«'!  rein  (Ml  (  uhi^(  lit  ii  (vleichung  zu  gelangen.    Ich  pflege  sol- 
chem liatbe  zu  loli^en,  und  setze 

folglich : 

2)  0~ttHSp.tt»+(3tH|>)«+(»Hl»«4-^)* 


d  by  Google 
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In 

'  Es  erhellet  dann ,  dase»  fimit  dun  Ii  '\v^  i  p  -0  zu  einer  Glei- 
diuug  u^-^au^'^ß=0  |relaugen  würde,  6«»  wie.  iluss  nicht  zui^leich 

f^-f  p=0  npd  39=0  sein  kann,  wenn  nicht  p  selM  Null  Ut, 
iL  wenn  man  nicht  schon  eine  reine  eubische  Oleich«ne  hat 

Man  niuss  der  Lehrer  weiter  helfen:  Die  Aufgabe»  die  Wur* 

wAo  Fou  y^-\-pi/-i-q=^0  zu  linden,  ist  u:elöst,  wenn  man  u  und  v 

99  beütiiimien  k.tTM» ,  dass  der  (ilejr  hnfiLr  *?)  CM'fifflje  i»;eschieht. 
Zur  Beätiuuiiutig  zweier  Ufibekaimtn)  u'<'l'i aiuiit  man  zwei  Glei- 
ciiuugen.  Diese  ergehen  sich,  weiiu  uMiu  die  Gleichung  2)  so 
«doet: 

3)  (i*Ht"*  +  g)  +  (3«r-i  />)(ii  +  ü)=0. 

^  in  der  Gl.  1)  das  absolute  Glied  nicht  Null  ist,  so  kann  Aull 
ine  Wurzel  derselben 'sein,  mitbin  kann  man  nicht  u-{-v=0  set* 
Es  bleibt  also,  freoo  man  der  Gl.  3)  Genfige  leisten  will, 
fibrig 


n  setzen. 

Ich  habe  absichtlich  vermieden,  die  Herleifung  so  sn  ordnen: 
■an  eetze  jf=v>|-e,  dann  ist 

3i3ki;  (tc  4- 1^)  *f  +e*, 

^0  auch 

y  >^  3ite  •  y -|- -|- e^ 

Vfruleicht  man  dies  mit  "  -~py  ~  fj  y  «o  erhJilt  man  3wü—  />, 
n? \^c^r=:-~q,  Da^s  man  nämlich  statt,  ti-ft?  wieder  rilekn.'irls  v 
schreibt,  nachdem  man  eben  erst  «fr  statt  iy  gesetzt  bat,  imd 
dabei  u  und  v  doch  noch  beibehält,  erscheint  den  Schülern  immer 
all  ein  Knnst griff.    Sehreiht  man  nun  die  Gl.  4)  In  der  Form 


oder  g 


ar  a-f —  —  </♦         — «o  sind   die  Schüler  aui  ganz 

bekanntem  Kodeii  und  seilen  das  Ziel  schon  vor  An^jen.  Man  kann 
also,  ehe  man  weiter  gebt,  die  Frai,'e  annverfen:  werden  a  und  (?, 
mithin  u  und  e  uumer  reell  sein,  wid  durch  den  ihucu  geläuli- 
geii  6atz 

^  jeoe  Frage  dabin  beantworten  lassen,  dass  u.  und  ß  reell  sein 
^Wffden,  wenn  ^-{^f  posltlr  oder  Noll  ist,  imaginür  dagegen. 
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weno  dieier  Werth  Mgativ  tot  Für  alle  FfiUe  aber  ist  doch 


und  u-^v  eine^  Wurzel  der  Gleiebong  y^-^py-{^q=:0. 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  zu  finaen,  subtraliirt  man  ent- 
weder von  dem  Ansdrucke  dep  Werth 
welcher  Null  ist,  und  erhält 

y^-^py + 9'  ==  (y — (« + (3^^ + + +p) ; 

oder  man  (livldlrt  y^^pp-{-f(  durch  y  —  und  ich  ziehe  die» 

letztere  vor,  nril  die  Schüler  hierbei  sicherer  gehen.  Man  er- 
halt so  den  (Quotienten  y'^i  (ff^  7')}f-\-(u^  vy^-i-py  und  den  Rest 
(u-{-vy-{-p{u-^v)-{-(j,  welcher  iNuU  ist,  mithin  i'üT  y^-^pif-^-q  das  obige' 
noduct. 

Sucht  man  die  Werthe  von  y,  welche  deasen  auadrattschen 
Factor  zu  Null  macheu«  so  erhält  man»  mu:h  Berflcfasicbtigttng  von 
p=— Sa», 

also  imaginäre  Wurzeln,  wenn  u  und  v  reell  sind.  Es  ist  gut, 
wenn  man  den  Grund  hiervon  dadurch  aufzeigt «  dass  ruau  jeaen 
quadratischen  Factor  auf  die  Form  bringt: 

<y+-^)  +3(-3r)  • 

Nun  wird  man  den  irreducibeln  Fall  betrachten  milssen,  und  gleich 
darauf  himveisen  ,  dass  n  und  v  zwar  imaginär  sind  ,  dass  aber  ti* 
und  conjui^irte  imaginäre  Ausdrücke  sind,  und  dass,  wenn 
eine  genauere  ünterisuchung  auch  u  und  v  als  solche  erkeoneD 
liesse,  nicht  bloss  u-i-v,  soodem  auch  (u^v)ir-^i  reell  sein, 
dass  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden  sein 
würden,  deren  Berechnung  man  sich  entweder  noch  vorbehält, 
oder,  was  ich  vorziehe,  sofort  ausführt,  indem  man  den  bioonoi» 
sehen  Lehrsatz  zu  Hülfe  nininit.  Die  Erfahnini^  hat  mir  gezeigt, 
dass  die  Imlc  1  k;nini  irgend  einer  KeihenentvvickeliinEr  mit  «ge- 
spannterem Jntere.'<s>e  lolgen,  alü  gerade  dieser.  Es  liegt  dies  n  ohl 
mit  durin ,  dass  sie  eine  so  lebhafte  Ueberzeugung  von  der  Noth- 
wendii^keit  der  Aufgabe  selbst  haben. 

Hierauf  habe  ich  gewöhnlich  erst  die  Vereiofachung  der  car- 
danischen  Formel  durch  die  goniometriscben  Functionen  vorgenom- 
men ,  nnd  liess  mich  dann  durch  den  Versuch,  dem  irreducibelo 
Falle  dieselbe  Wohlthat  zu  erzeigen,  zum  Ausdruck 

»   

VlrCcosiD^sincof^.  |)] 

führen ,  um  bei  dieser  Gelegenheit  von  den  imaginären  Auödrückeo 
der  Form  coso-fsinoflZI  das  Wenige  wa  lehren,  wa«  man  ge- 
braucht, um  fiir        die  belnonte  Formel  zu  finden.   Ffir  die 
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beiden  andero  Wurzeln  ergeben  sich  die  efn£tu;fien  hekanoten  Aus« 
glücke,  wenn  man  beachtet,  da»«  com sin (K)"  =  J ist. 

Die  Bezi<'hune:  zwisrhen  den  tfoniometrischen  Functionen  des 
dreifachen  und  einfachen  Winkels  pflei^e  irh  beim  Vortrage  der 
Trigonometrie  zu  benutzen,  um  die  Gleichung  .r^ — pxJt:q~0 
aofzulosen.  So  natürlich  dies  den  Schülern  erscheint,  und  so- 
iM  Freude  ee  ihnen  macht,  von  den  eine  cnbleche  deiehong  Ml- 
^HideD  goniometrischen  Formeln  diese  Anwendung  sn  machen,  gerade 
so  wunderbar  kommt  es  ihnen  vor»  wenn  man  umgekehrt  bei  der 
AufKisung  der  cubischen  Gleichunc^en  in  dem  Momente,  wo  ihnen 
ifts  Imainnäre  im  Wege  steht»  düe  ihnen  vieUeiclit  wieder  ent« 
Wene  Formel 


4 


Hülfe  ruft.  Diese  Art  Bewunderung  soll  die  Mathematik ,  wie 
wSn  scheint,  eher  vermeiden  als  erstreher» ,  denn  sie  stählt  die 
Kräfte  der  Lernenden  eben  so  wenig,  als  sie  ihren  Muth  hebt. 
£twaij  ganz  Anderes  ist  es,  wenn  man  bei  der  Auflösung  der  Glei- 
diUDgen  den  Umstand  benutzt,  dass  jeder  positive  ächte  Bruch 
ion  Quadrat  eines  Sinus  gleich  bt,  und  die  Lernenden  dum 
sehen,  wie  in  Folge  dieser  Substitution  eine  überraschende  Ver- 
MufachuDg  gewonnen  wird;  denn  hier  wird  der  Ausgang  von  einen 
einfachen  Gedanken  gemacht,  von  dem  man  einsient,  dass  er 
anch  iu  andern  Fällen  die  trefflichsten  Dienste  leisten  muss. 


Velber  Poinsot's  methode  zur  Bestim- 
■mns  des  irrttssteii  semelnseliaftlichen 

Haasscä  zweier  Grössen. 

Von 

r.  dem  Herausgeber. 


In  dem  Journal  de  Math^matiques  pures  et  appli- 
eaees ,  pnblie  par  J.  Liouville.  F^vrier.  1845.  p.  49.  hat 
Peiosof  eine  Methode  zur  Bestimmung  des  grossten  gemein- 
sehäftiichcn  Maasses  zweier  Grossen  vorgetraj?en ,  deren  Princip 
se  einfach  ist,  dass  es  sich  kaum  denken  lässt>  dass  dieselbe 
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»iclit  Bthtm  einmal  anderswo  entwickelt  worden aein  sollte.  Poin- 

sot  f»f zeichnet  die-^e  INlethode  aber  als  neu,  und  jedenfalls  ist 
tlicsplbe  nicht  so  allgemein  bekannt,  wie  sie  nach  nieiTier  Meinuug 
'in  gewisfiior  Rffcksicht  zu  sein  verdient,  weshalb  wir  ihr  hier, 
mit  mehreren  eigeueit  üfineikungeii  und  Zusätzen  und  überhaupt 
in  grufisteptheils  eigeuthümllcher  EDtwIckelüng^  die  folgeo4en  Sel- 
ten widaMD  wolleQ. 

Wenn  Ä  und  B  zwei  beliebige  glefchartige  GrOnmin  beneidh 
Den,  deren  griisstes  gemeinschailtlidhes  llfoaes  gefonden  werde» 
soll,  so  nehme  man  die  eine,  etwa  A,  von  der  anderen      Bo  öü 

wes^,  als  es  riDi^ehf,  Bleibt  Hann  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A 
ist,  so  hiide  man  das  Z^^  ei  lache  '2ß  von  und  nehme  A  von 
2B  wieder  so  oft  weg,  als  es  angeht.  Bleilit  bei  dieser  Opera- 
tion wieder  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  so  bilde  man 
das  Dreifache  3^  von  B,  und  nehme  A  von  dB  so  oft  weg,  als 
es  angeht«  Findet  man  nun  bei  der  Fortsetzung  dieser  OperatidD 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  B,  von  welchem  A  mteh  n  Mal, 
wo  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  wegnehmen  lässt,  ohne  dass 
ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  lifmg  bleibt,  d.  h.  findet  man 
endlieh  ein  Vielfaches  mB  von  B,  welches  von  A  genau  gemes- 
sen wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist, 
und  ist  mß  das  niedrigste  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A 
gleiche  Vielfache  von  B,  welches  es  giebt,  so  ist  der  /wte  Iheil 

von      d.  h*      das  grüsste  gemeinsebaftliclie  Maass  der  beide« 

Grossen  A  und  B,  und  dasselbe  also  anf  diese  Weise  gefunden. 
Kommt  man  aber  bei  Fortsetzung  des  obigen  Verfahrens  niemals 

auf  ein  Vielfaches  von  B  j  welches  von  A  genau  gemessen  wird 
oder  einenj  ^ewisseTi  \'ie!fachen  von  A  gleich  ist,  so  >sind  die  bei- 
den Grössen  A  und  /i  incommensurabel ,  d.  b.  es  giebt  für  die- 
selben gar  kein  gemeinscbaftliches  Maass. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  zuerst  annehmen,  dass  man 
bei  der  Anwendung  des  obigen  Verfahreos  ein  Vielfaches  ?nB  vou 
B  gefunden  habe,  welches  von  A  genau  gemessen  wird»  oder  eiaem 
gewisseo  Vielfachen  nA  von  A  gieich  ist,  und  dass  mS  das  oie- 
drigste  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleiche  Vielfache 
von  B  sei»  welches  es  sieht.   Dann  Ifisst  sich  auf  folgende  Art 

leicht  zeigen,  dass  der  wie  Theil  von  A,  d.  h.  — ,   das  grusste 

gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  Grössen  A  uod  B  i&U  Da, 

nämlich  A—mj^  ist,  so  wird  Ä  von  ^  gemessen.    Weit  feroer 

A 

nach  der  Voraussetzung  mB^^nA  ist,  so  ist  ^=:n— ^undeswird 

A  A 
folglich  auch  B  von  ^  gemessen.  Also  ist  ^  ein  gemeinscliaiUi* 

ches  Maass  von  A  und  B,  Gäbe  es  nun  ein  gemeiuschaftliches 
Maass ill>j^  von  A  und  J7,  'so  dass»  wenn  |t  und  v  zw«  gaas« 

Zahlen  bezeichnen,  A—fnM  und  B-=vMwän,  sowSre,  weilns^ 
der  Voraussetzung  A<,mM  ist,  uM<^mM,  folglich  i*<f«  Weil 
aber  B=vM      so  ist  ^i?=:fMrifs=y.fftilf:=t»J,  undes^fibeaJ«« 


'y  Google 


US 


äkiMngeMW  VI«lfa«liM  (fßy^nBtlM  mB,  weldm  von  Ä 
jAoau  gemessen  nird  oder  einem  geiTissen  VieU'ucheii  von  A  gleich 
«bSVM  gegen  die  ^^)rllusse(zang  streitet  Daher  kann  es  kein 
MmeB  gemeinscluifüiciiee  Maass  iler  beiden  GrDeseo  A  und  B  ab 

-eeben,  und  —  ist  loIeUch  das  urosste  sromeinschaftliche  Maass 

VOD  A  und  /?,   welches  der  ovsiv  unserer  J>cli;iup(uni;  uar. 

Wenn  die  drössen  A  niid  /i  (oniiiK'usuraliel  sind,  d.h.  neun 
<Jleäeli>en  überhaupt  ein  gemeinächaitiii-hei»  Maust»  ;)/  haben,  so 
4m,  wenn  ^und  v  ganze  Zahlen  bezeichnen,  A=^M  und  Bz^vM 

so  lst  jiB  —  fiiiMssv,(iM—vA,  tind  es  giebt  also  unter  der 
iMacbten  VorawsseUnug  immer  eio  Vielfacbes  i^B  von  uel- 
#M  Ton  A  p^enau  gemessen  fvird  oder  einem  gewissen  V^ielfachen 
*A  roTi  A  lifeich  ist;  man  miiss  fidsrlicli  ir)  diesem  F?ill(»  l)ei  An- 
«rfivdiiny;  des  obigen  Verfahrens  offenbar  immer  endlich  eirinjal  auf 
m  \  ieifaches  von  ß  koninuMi ,  ^\  ('lrlies  vou  A  genau  gemessen 
wrd,  oder  einein  geuissoj»  V  iellachen  von  A  gleich  ist.  Wenn 
WD  also  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahren  niemals  auf  ein 
VitUaches  von  B  Icomrat»  welches  von  A  fenhu  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die 
beiden  Grdssen  A  und  B  incommensurabel,  welches  der  zweite 

Theil  ntjsorer  f?ch;ui[*f(iri*j:  Mar. 

Bei  Anwendutiij;  des  oliiireii  \  erfahren.«;  auf  zwei  ungleiche  ganze 
2dhlen  n  und  />  dividirt  niao  mit  der  eiTien,  etwa  mit  rf,  in  die  an- 
dere Ii  hinein.  Bleibt  bei  dieser  Division  ein  nicht  verschwinden- 
der  Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  b  und  dividirt  in  die  Summe 
wieder  mit  a  hinein.  Bleibt  auch  bei  dieser  Division  ein  nicht 
verschwindender  Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  wieder  b  und 
di^ldirt  in  die  .Summe  mit  a  hinein.  Diese  Operation  setzt  man 
so  lange  fr)rt,  bis  man  auf  einen  vers(  hwindendcrr  Rest  kommt, 
J^as  na<li  dem  Vorhergehenden  im  vorliej^euilen  Falle  uttenbar 
iwnier  endlich  einmal  Statt  linden  muss,  weil  zwei  i^anze  Zahlen 
jederzeit  commensurahel  sind.  Dann  dividirt  mau  mit  der  Anzahl 
der  ausgeführten  Divisionen  in  a  hinein,  und  der  auf  diese  Welse 
criiidtene  Quotient  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  das  gesuchte 
{rtsste  gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  ganzen  Zahlen  a  und  b, 

-Folgendes  Schema  stellt  diese  Operation  im  Allgemeinen  dar: 

1)    r3  +  A  =  ai74  +  r4,  0<r4<a; 

n.  s.  w. 

Weil  die  Anzahl  der  ausgeführten  Divisionen  m  ist.  so  ist  ~ 

m 

dju«  'gesuchte  i;riis«te  genieinschaHlirlje  IMaass  vrm  tr  iitk!  A. 

\  erwcclistlt  man.   ^vas  natürlich  verstattet  ist,  a  und  6  mit 
Vuiauder,  so  erhitit  man  iulgemies  Schema: 
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2)  {  r3'+a=6^4'  f  V,  Üsr* 

U.  8.  W. 

Weil  die  AnmU  der  ausgefalirten  Dividoiien  m'  tot,  so  ist 

2  das  gesuchte  grüsste  gemeioschafüicbe  Maass  von  a  und  6. 

Weil  also  eowoU  ak  audi  ^«  das  grosste  gemelnscbaft- 
Ucbe  Bfaaaa  von  a  mid  b  ist»  so  ist  natfiilieh 

also  m'a= Jfi6;  und  weil  min 


oder 


r/1  M 


isty  HO  mmam  m  und  m'  nothwendig  relative  Primzahlen  seifig 
weil»  wenn  dies  Dicht  der  Fall  wäre.  ^  =  ~   offeabar  nicht  das 

Srtete  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  seia  kOnote.  Wegen 
er  Gleichung  m*a=mb  geht  aber  m  in  m'a  und  mf  In  7/16  auf; 
also  niuss  nach  einem  sehr  bekannten  Satze ,  ueil  m  und  m'  rela- 
tive Primsablen  sind»  1»  in  a  und  m'  In  b  aufgehen,  oder  das 

grosste  gemeinschaftliche  Blaass  ~~^~/  der  beiden  ganzen  SSahlen 

a  und  ö  ist  jederzeit  eine  ganze  ZM. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  1)  erhält  man»  wenn  man  auf- 
hebt« was  sich  auiheben  lässt,  me  GleichuDg 

und  eben  .so  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  2),  wenn 
man  ^vieder  aufhebt»  was  öiüh  aufliebeu  lässt,  die  Gleichung 

5)  «i'as^i'+^a + 
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Also  ist  nach  A): 

«_  *  

m   Vi+9'f  +  9's  +  5^4+""-KW 

und  nach  5); 

7)  }^  «  

jNach  3)  und  7)  ist 

a  a   

und  nadi  3)  und  6)  ist 

6    6 

»»' ~"  + ^ ■ + + + • . . . + ^r» 

Folglich  ist  jederzeit 
und 

9)  iii'=9i+ga  +  ^a  +  5r4+....H-g«. 
Also  ist  aveh  immer 

nnd 

uod  der  in  den  kieinsteo  ganzen  Zahlen  ausgedrückte  Werth  de» 
firachs  ^  ist  folglich  Jedefaseit 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wäh- 
len wir  die  beiden  ganzen  Zahlen  77  and  91,  und  setzen  densn- 
folge  a=77  and  6=91. 

Bringen  wir  nnn  zuvörderst  das  j^hema  1)  in  Anwendung^  so 
haben  ^  ir  die  folgende  Rechnung  auszulShren.  Die  derselben  im 
Nachstehenden  gegebene  Anordnung  hat  man, sich  ffir  alle  fihnllcben 

Fälle  zu  merken,  da  nach  unserer  Üeborzeni^wnf'  «chon  der  grossen 
Einfachheit  der  »Sache  wegen  sich  eine  bessere  nicht  finden  lassen 
dürfte. 


158 

77191(1 

77 

U 

91 

iimi 

77 

28 
91 

77ill9jl 

TL 

42 
91 

77j  13311 
77 

56 
91 

77jU7|l 
77 

70  . 
91 

77116112  a  77 

154     — =^1=7  da»  grüsste  ge- 

7    meiDscIiaftliche  Maa«s  Ton 


a=77  und  6=91. 


91 

77|96|1 
77 

31 
91 

77ill2|l 
77 

35 
91 

77112611 
77 

49 
91 

77114011 
77 

63 
91 

77115412 
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ilas  äciiema  2)  fährt  su  der  folgenden  RechnuBg; 


m 


91|77iO 
0 

77 
77 

9l|l54|t  ' 
91 

63 
77 

9i|iisii 

91 

49 

77 

91|i26|l 
91 

77 

91111311 
91 

2t 

77 

91|96|1 
91 

7 

77         Hier  ist  m'=13.  AUo  ist 

57  niein^eiiaitliclie  MaasK  von 
77    az=77  und  6=91. 

91116111 
91 

70 
77 

911U7II 

56 

77 

91|133jl 
9t 

42 
77 

91111911 
91 

28 
77 

91|105il 
91 

14 

77 


91i9l|l 
91 

0 
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iin  ersten  Falle  Ut  die  Summe  der- Quotietiteii 

r=l+l  +  l+l+l  +  2+l  +  l  +  l  +  l+2=ria=m'; 
im  ssweiten  Falle  ist  die  SSmmne  der  Quotieoten 

I 

=0+l+l+l+l+l+ü+l+l+l  +  l  +  l+l=Jl=:iII, 

^nz  den  Gleichungen  9)  uin\  8)  entsprechend.   Der  i\.u8druck  des 
77 

Bracbs      in  den  kleinsten  Zahlen  int 

77 i7^1^ _, _ gl'  +     -f  Va'  4^ +    + fj'm' 
91:7    13""»»'      9i4-9a+9]i+94+*— +  9iit  ' 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  mnss. 

Bei  der  Aufsuchung  des  possten  s^emeinschaltlicfaen  Maasses 

z^veier  ganzen  Zahlen  Vxww  die  obige  Methode,  wie  leicht  in  dip 
Allüren  fällt,  in  vielen  Fällen  sehr  weitläufig  werden,  und  steht 
der  gewöhnlichen  Methode  in  jeder  Beziehung  nach.  Im  obigen 
Falle  erfordert  die  gewöhnliche  Methode  nur  die  folgende  äusserst 
leichte  und  kurze  lUcbnung: 

7719111 

TL 

1417715 
70 

•  7|14|2 
14 

a 

Also  ist  7  das  ^rösste  gemeinschaftliche  Maass  von  77  und  91,  wie 
vorher.  Sind  die  beiden  gesehenen  Zahlen  1313i  und  269087,  si» 
braucht  man  nach  der  gewöhnlichen  Methode  bloss  die  folgende 
Rechnung  zu  machen: 

43134126908716^ 
258804 

10283143134(4 
41132 

20021 102S3 15  ,  , 

273)200217 
1911 

*"9ri273|3 
273 

0 

Also  ist  91  das  grusste  gemeinschaftliche  Maass  von  43134  und 
269067.  IndiesemFallewäre,  wenn  man  a=:43134>  6=269087  setst« 
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-=  —91,  m=-in— =474; 

m       m  vi  ' 

m       m  *  ^  9] 

Hei  Arifveiidiing  des  »Sclipinas  l)  würde  man  also  474,  bei  An- 
weodung  des  Schemas  2)  dagegen  sogar  2957  Divisionen  zu  machen 
haben ,  und  die  praktische  Anwendung  der  obigen  Methode  wfirde 
folglich  so  gut  wie  uimiöglich  sein« 

Oagecen  liin  ich  der  ^ItMuiinp:,  dass  in  allen  den  Fällen,  wo 
man  durcn    wirkliche  Ahnicssung  dan   grossfo  liemeinschaftlirbe 
MaasK  zweier  geraden  T^inien  A  und  Ii  niit  mügiichster  Anualic- 
rung  bestimmen  soll,  Poinsots  Methode  nicht  ohne  AVerth  ist» 
undvor  der  gevpohnlicben  Methode  des  £  u  kl  i  d  e  s  entschiedene  Vor- 
zuge besitzt  Man  braucht  nlimlich  nur  eine  der  beiden  gegebenen 
Linien,  ct^va  die  Linie        auf  einer  unbestimmt  iirtigen  geraden 
Linie  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  mehrere  Male,  und 
10  einer  des  Folü^endeo  wegen  hinreichenden  Anzahl,  neben  einan- 
der auizutrogcn ,  worauf  man  voo  demselben  Anfangspaukte  an  aut 
derselben  geraden  Linie  die  zweite  gerade  Linie  A  so  oft  neben 
einander  aufträgt,  bis  ein  Punkt  dieser  Sevelten  Theiiung  mit  einem 
Punkte  der  ersten  Theiluni;  enhreder   völlig  genau  oder  d'x  Ii  so 
genau,  dass  der  FritcTschied  nicht  mehr  sinnlich  wahrnehmbar  ist, 
zusammen f^llt.     Findet  dies  nun,   indem  man  sich  den  gemein- 
8chaftiiciien  Anfangspunkt  der  beiden  Theilungen  mit  0  bezeichnet 
denkt,  zuerst  bei  dem  //iten  Theilpunkte  der  ersten  Theilung 
Statt,  so  theilt  man  die  Linie  ii  in  f»  gleiche  Theile  ein,  und 
ein  solcher  Theil  Ist  dann  das  gesuchte  ^rösste  gemeinschaftliche 
Maass  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  A  und  J5  entweder 
völlig  genau  oder  doch  mit  einer  so  ijrossen  Annäherung ,  als  die 
Genauigkeit  der    angewandten   Instrumente   und   die  zu  Gebote 
stehende  Scharfe  der  Sinne  zu  erreichen  gestatten. 

Dass  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  auch  bei  der  Aufisuchung 
des  grossten  gemeinschaftlichen  Maasses  zweier  Kreisbogen  in  An- 
wendung gebracht  werden  Icann,  fällt  auf  der  Stelle  in  aie  Augen, 
wenn  man  nur  überleut,  dass  man  von  jedem  lieliebigen  Punkte 
in  der  Kreislinie  an  die  ganze  Peripherie  ungehindert  wiiikübriich 
oft  durchlaufen  kann. 

Endlich  frägt  sich  noch ,  oh  man  auf  die  Im  Obigen  entwickel« 
ten  Principien  nicht  mit  Vortheii  für  die  Kürze  und  Deutlichkeit 
die  Beweise  mancher,  die  locommensurabilität  betreflfender  Sätze 
ernnden  kann,  was,  wenn  es  der  Fall  wäre,  der  obigen  Methode 
jedenlalls  in  dieser  Rücksicht  zu  besonderer  Empiehluns  gereirben 
würde.  Desfallsige  Versuche  zu  machen,  überlasse  ich  den  Lesern, 
werde  denselben  aber,  wenn  sie  gelingen  sollten,  jederzeit  gern 
eine  Stelle  im  Archive  einräumen. 


Theil  m 


JI 
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f 

1 


Ueber  eine  Auflösung  der  nnbestimm- 
ten  Cll^eliiuigen  des  ersten  Clrades 
zwiseben  zwei  nidbekannteii  Orttssen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ab  die  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  aogeetelUen  ßetrach- 

fimf^en  lässt  sich ,  wenn  man  dieselben  noch  etwas  weiter  als  dies 
in  diesem  Aufsatze  geschehen  ist  vorfolgt,  die  Entwickelun^  einer 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleit  Ii urii^en  des  ersten  Grades  au- 
schliessen,  welclie  von  mir  bei  Atiiertinung  des  vurhergehenden 
AninAxieB,  der  auch  mehrere  mir  eigenthttmiiche  Betrachtungen 
enthält,  gefunden  wurde,  und  mir  der  Beachtung  nicht  ganz  iin- 
Werth  zu  sein  scheint,  wenn  eie  auch  öfters  in  siemlich  weitläufige 
Rechnunjjon  führt. 

Betrachten  wir  nämlich  wieder  das  aus  dem  vorhergehenden 
Aufsatze  bekannte  Schema 

b=:aqi-^ri^  0<ri<ii4 

vu  s.  \v.  « 

so  überzeugen  wir  uus  auf  der  Stelle,  dass  die  nicht  verschwin- 
denden Keste 

in  allen  Fällen  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sein  müssen, 
weil,  wenn  unter  diesen  Krston  zwei  einander  gleiche,  die  wir  im 
Allgemeinen  durch  r/,  und  vh^-i  bezeichnen  wollen ^  vorkämen  .  nach 
der  Natur  des  obigen  Verfahrens  offenbar  die  nicht  verschwinden- 
den Reste 
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rk,  fJH-if  «*iH-«*  1*^-39 •••f4fl*-i 

ins  TTnendlicho  wiederkoTiron  Tnüssten,  man  also  nieuKils  auf  eincti 
verschwindenden  Hesi  koniiDoii  konnte^  uelcbes  doch  bekauDtlich 
jeilerzeit  endlich  einmal  der  Fall  Bein  muss. 

Sind  nun  a  und  b  relative  Primzahlen ,  so  Ist  deren  grössten 

gemeinschattüches  Miu&ss     (m.  8.  den  vorheri;e}ieuden  Aufsatz)  die 

Einheit,  und  folglich  m  =  a.  Also  lEunnen  offenbar  die  a—1  nicbt 
verschwindeodeo,  sämmtiich  unter  einander  ongleichen  Reste 

Iä*       r4,....r«— 1 

welche  alle  kleiner  als  a  sind»  nur  die  in  einer  gewissen  Ordnung 
•  genommenen  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4,....,  a—1 

Min,  und  es  muss  also  unter  den  Resten 

ri*  T4,«««-r«— i 

iD  allen  FSIIen  die  Einheit  vorkommen. 

fieMicbnen  wir  jetst  denjenigen  unter  den  Resten 

J*i  >  Tu ,     ,  r4, ....  r©-i 

t 

weicher  der  Einheit  gleich  ist,  durch  n*  und  setzen  also  n^h 
w  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen ; 

VL.  8.  W. 

+  6  —  aqk- 1 4-  rk_i , 
durch  deren  Addition  sich  die  Gleichung 
oder 

— a  (flrx -|- ^ra  +  gs  +  9^4  +  "  •  +  «'Jt)  =  1 

erglebt. 

Haben  wir  nun  die  unbestimmte  CUeichung  desperaten  Grades 
zwisclien  zwei  unbekannten  Grüsseo 

wo  tt  und  6  relative  Primzahlen  sind,  anfzulOsen^  so  liefern  nach 
dem  Vorhei^eheoden  offenbar  die  Werthe 

11* 
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eine  Aufläsung  dieser  lYleichunp^. 

Haben  wir  ferner  die  unWs^Hmmte  Gleichung  des  ersten  (ira 
des  zwischen  zwei  unliekuiinten  Grossen 

wo  a  und  6  wieder  relative  Primzahlen  sind,  auizulösen ,  so  liefern, 
weil  oäch  dem  Obigen 

ist,  offenbar  die  Werthe 

eine  Aufliisung  dieser  Gleichung. 

Ist  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades  awischeu 
zwei  unbekannten  Grössen 

bx  —  ay  —  —  l  > 

wo  wieder  a  und  6  relative  Primzahlen  sind ,  gegeben ,  so  kann 
man  dieselbe  immer  auf  die  Form 

bringen,  und  nun  auf  gans  ähnliche  Weise  wie  vorher  die.Gi^chung 

aul  lösen. 

8oll  endlich  die  unbestimmte  Gleldiiii^  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

bx-{-ay:^ — 1, 

^  wo  auch  jetzt  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  aufgeldst  werden, 
^so  liefern,  weil  nach  dem  Obigen 

6(-/;)+a(9i  4-9a+9s -l- 94+-*  +  9'^)=— i 
ist,  offenbar  die  Werthe 

asst-'k,  y=9i-l-9a+9s+94-f —+9* 

eine  Auflösung  dieser  Gleicbunsr. 

Um  das  Vorhergehende  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  wollen 
wir  die  Gleichung 

12ar— 7y=l 

betrachten.  Da  hier  a=7,  ä  — 12  ist,  so  hat  man  Behufs  der  Auf- 
lösung dieser  Gleichung  folgende  Rechnung  zu  machen: 
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711211 

7 

12 

71171-2 
14 

3 

Ii 

7il5i2 
14 

T 

Weil  ituii  und  ^j  — 1 -f-2-f  2=5  Jet,  so  Ut 

^=3,  ^=5;   und  wirklich  ist 

12.3-7.5  =  1. 

Für  die  Gleichung  12a;  4-  7^  =  l  ist  nach  dem  Obigen  —  3, 
t/= — 5  eine  AnflSsung;  und  wirklich  ist  ttucli 

12.3+7.  (—5)=1. 

Mau  kunu  dic^e  Gieichiing  aber  auch  auf  die  Form 

7v  I  lia:  =  l 

bringen,  und  durch  folgeode  llechouug  eine  neue  AuiiööUDg  der- 
selben finden: 

12|7t0 
0 

•   

7 
7 

1211411 
12 

2 

J 
i2[9i0 
0 

9 
7 

12|lÜ|l 

12 

1 
7 

12|Tr|0 

_0 

11 

_7 

1211811 
12 

*  12I13II 
12  . 

1 
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Mao  ist  k:=^l  und 

Vi+^a+^'a  +  '/i  I  (^5  i  //6  +  ^rr  =  0+1+0+1+0+1+1=4, 

foljrlicb  nach  (Inn  Ohigen  x  —  —  i,  v=z7  eine  Auflötiung  unserer 
Gleichung;   und  iu  der  That  ist  auch 

.12.(-4)+7.7=L 

WeoD  die  Gieiebung 

12a?— 7^=-l 
gegeben  ist,  so  bringt  man  dieselbe  auf  die  Form 

und  erhält  durch  eine  der  unmittelbar  vorlH^rijehenden  ifanz  ult  irhe 
Rechnung  die  Aullööung  j7  =  4,  .v=7;   und  in  der  That  i«i  auch 

12.4— 7,7=— 1. 

Hat  man  endlich  die  Gleichuni^ 

12a?+7y=— 1  oder  7y+12ar=— 1 

aufzulösen,  so  lindet  man  nach  dem  Obigen  leicht  die  beiden  Auf- 
lösungen  j:=— 3,  ^=5  und  a^A,  y=s— 7;  und  to  der  That 
Ist  anch 

12.(— 3)+7.5=--l  ündi2.4+7.(— 7)=— 1. 

Eine  Auflösung  der  Gleichung 

l&r+$iy=l 
crgiebt  8ich  durch  die  folgende  Rechnung: 

22|13|0 
_0 

15 

il5 

2213011 
22 

8 
15 

2212311 
22 

1 

Weil  nun  ife=3  und 

«^i+9»+^=0+l+l=2 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  a:=3,  y= — 2  eine  Auflösung  unse- 
rer Gleichung;  und  in  der  That  Ist  auch 

15.3+22. (—2)  =  !. 

Eine  zweite  Auflösung  crgiebt  sich  mittelst  der  Tolgenden  R^hnung : 
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I5r22|l 
15 

7 
22 

1512911 
15 

14 

22 

1513612 
30 

6 
22 

1512811 
15 

13 
'  23 

15|l5|2 
30 

5 

15I27I1 

15 
12 
22 

1513412 
30 

4 

22 

15i26|l 
15 

*  11 

15j33|2 
30 

3 

SS 

15]^  jl 
15 

10 

15  32  2 
30 

Ii» 

1 


Digilized  by  Google 


168 

I 

Also  ist  ik=13  ttod 

■ 

f/l  +  fi'l  +  9^3  +      +  Vö  +  ^6  +  •••  +  Uli 

=1  +  1+2+1+2+1+2+1+2+1  +  2+1+2=19, 

folglich  nach  dem  Obigen  xr=— 19,  ^=13 ;  und  in  der  Tfaat  ist  auch 

15.  (—19) +22. 13=1. 

Dass  durch  das  Obige  die  vollständige  AuiliKsang  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  zwei  unbekannten 
Grdssen  gegeben  ist,  kann  aus  den  Elementen  der  Algebra  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden ,  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  £r- 
l£uterun";. 

Es  irSgt  sich,  ob  sirh  das  obip:©  vöMia;  allgeinelno,  und  in 
theoretischer  Rücksicht ,  uie  ich  j^l.udie,  höchst  einCacIie  Verfah- 
ren, nicht  durch  zweckmässige  Ahkiir/ungen,  deren  es  in  vielen 
FSlIen  allerdings  sehr  bedarf,,  ßlr  die  Praxis  brauchbarer  machen 
lässt  Desfallsige  Mittheilun^en  von  Seiten  der  Leser  würden  mir, 
da  anderweitige  Arbeiten  midn  zur  Zeit  hindern,  das  Obi<^e  noch 
^veiter  zu  verfolgen,  sehr  angenehm  sein,  und  immer  so  bald  als 
irgend  möglich  im  Archive  abgedruckt  werden. 


s 


Uelier  Poinsot's  neue  Be  weii>»e  einig»  er 
Hauptsätze  der  Zalüeniehre. 

Von 

dem  Herausgeber« 


In  der  Abhandlung:  Reflexions  siir  les  principes  fon- 
dament.'iux  de  la  theorie  des  nombres.  Par  M.  Poin- 
6ot,  welche  in  dem  Journal  de  Mathematiques  uures 
et  appliqQ<$es,  publik  par  J*  LiouTiIle.  Janirier  et 
F^vrier  1845.  p.  l.--p.  101.  abeedrackt  ist,  hat  der  berühmt© 
Verfasser  die  ßeweise  mehrerer  mr  wichtigsten  Sätze  derZablen- 
lehre  Hilf  so  cigenthiunliche  und  art  sich  so  einfache  Betrachtun- 
gen gegründet,  dass  wir  durch  eine  I >aistelli]ii!4  dieser  Beweise, 
die  wir  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  wolien ,  die  Leser  des 
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Archivs  un«  zu  verl/mden  hoffen.  Ausser  «lifseti  von  Poinsot 
„Demonstratiuiiä  nouvelie;»  ürees  de  ia  cousideratiou 
de  r ordre"  genaDnten  Beweisen,  auf  die  wir  uns  In  deiii  vor- 
liegenden Anfsäze  absichtlich  beschränken  werden,  enthfilt  flbrl- 
gens  <lie  s^cnannte  Abhandlung  noch  mehrere  andere  neue  Be- 
weise und  eigeothümliche  Uotersuchungen ,  deren^  MUtbeiiuDg  in 
dem  Archive  wir  uus  für  die  Folge  noch  vorliehalten« 

§.  I. 

Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  denken  wir  uns  in  einer  be- 
stimmten Ordnung  und  sämmtlich  in  gleichen  Abständen  von  eitt« 
soder  eine  beliebige  Anzahl,  etwa  n,  Punkte,  welche  also  den 

Umfan-?  des  Kreises  in  n  gleiche  Theile  theilen. 

Einen  dieser  Punkte  werden  wir  immer  als  den  Anfansis|(imkt 
oder  den  Nullpunkt  annehmen  und  durch  0,  die  imi  denselben  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Ordnun«^  .nller  Punkte  folgenden  Punkte 
aber  nach  der  Reihe  durch  1,  2,  3,  4,....,  n — l,  w,  ii-Fl, 

tt-f  2,  ,  27t— 1,  271,  2it+l,  2n-^2,,,,,  beseichnen,  so  dass 

Dämlich  mit  den  durch 

0,  1,  2,  3,  4....,  «-1  ^ 

lieseicbneten  Punkten  respective  die  durch 

hezeiciineten  Punkte,  femer  wieder  die  durch 

2»,  2tt-|-l,  2nH-2,  2»-h3,....,  3ii— 1 
bezeichneten  Punkte,  eben  so  wieder  die  durch 

bczeiciiiieten  Punkte ,  u.  s.  w.  zusaninienfalieu. 

Wenn  nun  die  in  Rede  stehenden  Punkte  von  dem  Oten  an 
nach  der  zu  Grunde  gelegten  Ordnung  aller  Punkte  so  dsrchlaufen 
werden,  dass  man  von  dem  Oten  zum  item»  vom  tten  zum  2tten, 
vom  Siten  zum  Sites,  vom  3tten  zum  4iten  u.  s.  w.  übergeht,  so 
wollen  wir  im  Folirendeii  der  Kürze  neigen  sagen,  dass  man  die 
Punkte  mit  <lem  Intervalle  /  d  u  i  <  fi  I  a  ii  fe  n  habe,  oder  wir 
wollen  dies  ein  Durchlaufen  der  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  nennen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt,  lässt  sich  nun  zuvürderst  der  nach« 
stehende  Lehrsatz,  welcher  als  die  Hauptgmndhige  alles  Folgea- 
den zi|  betrachten  ist,  beweisen. 


5.  2. 

Itehrsatz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Intervalle 
i  durchlaufen  werden,  so  trifft  man  immer  endlich  ein- 
mal wieder  auf  den  Nullpunkt;  bevor  msn  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  Ist  .man  auf  keinen  Punkt 
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mehr  als  etit  Mal  i^^ot rol ten;  wenn  man  das  zweite  Mal 
auf  den  Nullpunkt  trifit,  hat  man,  wenn  wir  das  ^rdsste 
gemeinschaftliche  Maas»  von  71  und  z  durch  fi  bezeichnen, 

die  ganze  Peripherie  "Mal  durchlaufen;     bevor  man 

das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  Ist  mit  Ein- 

n 

rechnung  des  iNuilpuuktes  -  die  Anzahl  der  überhaupt 
getroffeaen  verschiedeneD  Punkte. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  ganze  Peripherie  mit  seist 
jeder  der  n  gleichen  Theile ,  in  welche  die  Peripherie  durch  die 
n  Punkte  getheilt  wird.  Durchläuft  man  also  die  Punkte  mit  dem 
Intervalle  i,  so  geht  man  dabei  jedesmal  fiber  den  Theil  der 
Peripherie  hinweg,  und  weil  nun 

.n   .  n 

m—  =  m—  =  tii 
•  it  It 

ist,  60  muss  man  offenbar,  .spätesten»  nachdem  mit  Eiiirerh- 
nung  des  Nullpunktes  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  71  P[/nkte 
getroffen  worden  sind,  jederzeit  wieder  auf  den  Nullpunkt  zurück- 
'  kehren  y  womit  der  erste  Theil  unsers  Satzes  bewiesen  ist. 

Entsprechen  die  Zahlen  ki  und  k^i,  wo  k'  «grosser  als  ^  sein 
soll,  einem  und  demselben  von  dem  Mullpunne  yerochiedenen 
Punkte,  so  ist  offenbar 

eia  VteUadie.  mH  von  J7,  also 

(A'-*)*^=«ir, 

und  folglich 

d.  i.  ifc'  —  k)i  ein  Vielfaches  von  n.  Daher  trifft  der  Puokt,  wel- 
chem die  Zahl  {k—k)i  entspricht,  mit  dem  Nullpunkte  zusammen» 
\\m\  ♦»«  niiiss  also,  %veil  (k'-^k)i  kleiner  als  /- /  ist,  bevor  man 
auf  (U'n  Punkt,  weichem  die  Zahl  k'i  entspricht,  trifft,  der  Null- 
punkt mindestens  schon  ein  zweites  Mal  getroffen  worden  sein. 
Hieraus  ergiebt  sich  aber  unmittelbar  der  zweite  Theil  unseres 
Satzes,  dass  nämlich  j.  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt 
triily  kein  Punlct  zwei  Mal  getroffen  werden  kami. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehmen,  dass  man,  wenn 
man  das  zweite  Mnl  auf  {]pn  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie 
g  Mal  durchlaufen  hahe,  so  ist  offenbar,  da  die  ganze  Peripherie 
in  n  gleiche  Theile  getheilt  ist  und  jedes  Intervall  i  solcher  Theile 
enthSIt,  qn  das  niedrigste  Vielfache  Ton  n,  welches  von  t  ge- 
messen wird.  Also  ist  ~  der  grüsste  aliquote  Theil  von  i,  von 


Digilized  by  Google 


m 

!  Mkbfoi  n  MncsM  wiid»  wie  «ich  leidit  auf  folgende  Art  aei* 
|M  lisst«  Weil  gu  ein  Vlel£wlite  von  t  iet»  ao  aei  gnsspu  Dann 

W  n=p^9  und  n  wird  also  von  -  gemeaaen«  Wfirde  nun  fi  auch 

{    ^  ^  i 

na-,,  wo  q  <,fjf  sein  soll,  gemesaen»  ao  sei  n^p'-^,.  Dann  wäre 

üH=p'i,  und  f/n  nSre  loli^lich  offenbar  nicht  das  nieilrii^iste  Viel- 
von  tiy  welches  von  t  geraessen  wird,  was  gegen  ^as  Obige 

li^iitet«  Folglich  ist»  wie  vorher  behauptet  wurde»  ^dergrOsste 
l'.Apete  Theil  von  <»  von  welchem  ii  geneasen  wird»  d*  h«  ^  ist 

■  i  ' 

^Vgröaste  gemeinschaftliche  Maaaa  von  n  und  i,  also  T^f^»  and 
i 

IlgUch  9=-»  welches  der  dritte  Theil  des  zu  beweisenden  Sat- 
m  war. 

Bezeidinen  wir  endlich  die  Anzahl  aller  verschiedenen,  bevor 
man  das  ziveite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft»  getroffenen  Punkte» 
mit  Finrechnun:^  den  Nullpunkts  als  Anfangspunkt  der  Bewegung» 
4arch  jc,  tio  ist  offenbar 

4 

n 

woraus  auf  der  jSteüe  folgt»  wie  Im  vierten  Thelie  des  m 

(* 

beweisenden  Satzes  liehauptet  wurde. 

Unser  Satz  ist  also  jetzt  vollstiindig  bewiesen. 


Wenn  ji  und  i  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  «1=1,  also 

in  '  ' 

-=l  und  -==11»  was  unmittelbar  auf  den  folgenden  Satz  führt« 

Erster  Zusatz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  durchlaufen  werden  und  it  and  i  relative  Prim« 
tahlen  sind,  so  hat  man,  wenn  man  das  zweite  Mal  aui 
den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie  /  INlal 
durch  lau  ff  ri ,  und  bevor  man  das  7:woit«»  Ma!  ntif  d  o  u 
Knllpiinkt  trifft»  ist  man  auf  jeden  der  n  Punkte  £i» 
Mal  |i;e  t  ro  f  fe  n. 

Dieser  Satz  kann  aber  auch  aut  iblgende  Art  umgekehrt  werden 
Zweiter  Zusatz,  'Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle t  durchlaufen  werden,  und»  bevor  man  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  jeder  der  71  Punkte  ge- 
troffen worden  ist»  so  sind  n  und  i  jederzeit  relative 
Vrimzah !  e  tk 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nämlich  offenbar  in 
das  nied  r igst e  Vielfache  von  n,  welchcf*  \  on  i  ^eniessen  wird, 
mViI,  wenn  i  \  i  und  i'n=^pi  würe»  p<^n  sein,  und  daher  schon 
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wemi  man  die  ganze  Peripherie  nur  f  Mal  duKhlanfeD  hStte«  der 
Nttllpankt  wieder  getroffen  werden  wurde,  naclidem  man  Torlier 
Ober  nur  p ,  d.  h.  weniger  als  u  Punkte  hinweggegangen  wSTe, 

Wii^  gegen  die  \  üriiussetzuiig  streitet.    Also  ist*  der  s^rtisste  ali- 

uote  Theil  von  /,   von  welchem  n  gemessen  wird,  was   sich  aul 
ieselbe  Weise  wie  in  dem  ähnlichen  Falle  in  dem  dritten  Theife 
des  Beweises  des  vorhergehenden  Lehrsatzes  zeigen  lä^st.  Dabei 

istT=:l  das  grciaate  genieinecbafUiche  Maas  von  n  und  i,  und  i 
und  i  sind  folglich  relative  Primzahlen,  wie  behauptet  wurde* 

Dritter  Zusatz.  Wenn  daher  bei  jedem  Intervalle, 

mit  welch e m  man  die  71  Punkte  auch  d  u  rrh  f  a  u  r<> n  mag, 
bevor  man  das  zweite  Mal  nnf  den  Nullpunkt  irlftt, 
alle  n  Punkte  getroffen  werden,  so  ist  n  jederzeit  eine 
Primzahl. 

Vierter  Zusatz.  Die  Anzahl  der  teraehiedenen 
Ordnungen  der  n  Punkte,  welche  man  erhält,  wenn 
man  dieselben  nach  und  nach  mit  allen  Zahlen^  die  zu 

71  rehitive  Prunzrihlen  sind,  als  IntervnUen  durchläuft, 
i s t  j  e d  e  r  z  e  i  t  der  A  n  7,  a  Ii  1  d  <  r  Zahlen  gleich,  w e i cb e  zu 
n  relative  Primzahlen  und  kleiner  als  n  sind. 

Für  jede  zwei  ^  Intecvalle,  welche  zu  n  relative  Primzahlen 

und  kleiner  als  u  sind,  milaaen  die  Ordnungen,  in  denen  die  n 
Punkte  djurchlaufen  werden,  nathwendig  von  einander  veracbiedeo 

sein,  wie  auf  der  ISteile  in  die  Augen  fällt,  wenn  man  nur  über- 
lec:t,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  unmittelbar  auf  den 
Nullpuakt  folgenden  Punkte  in  den  Ix  ideri  Ordnungen  offenbar 
jederzeit  von  einander  verschieden  sein  müssen.  Wenn  aber  1  zu 
n  relative  Primzahl  und  grüsser  als  ti  ist,  so  ist,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  i'</i  sein  soll,  offenbar  auch  i'  zu  w  relative 
Primzahl;  und  da  ein  Durchlaufen  der  ji  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle /  aui?enscbeifdich  ganz  zu  der  nfhulichen  Ordnung  dieser 
Puukte  führen  muss,  wie  ein  Durchlaufen  derselben  mit  dem  In- 
tervalle I',  ao  ist  klar,  dass  jedes  Durchlaufen  mit  einem  Inter- 
valle, welches  zu  n  relative  Primzahl  und  grösser  als  n  ist,  zu 
einer  Ordnung  der  n  Punkte  führen  muss,  welche  schon  früher  bei 
einem  Durchlaufen  die^^cr  71  Punkte  mit'  einem  Intervalle,  das  zu 
n  relativ*»  Primzahl  und  kleiner  als  n  ist,  herbeiirefubrt  wurde. 
Verbindet  man  dies  mit  dem  Obigen,  .so  erheilet  die  Kichtigkeit 
des  zu  beweisenden  8atzes. 


§.  4. 

Lehrsatz.  Wenn  n  mit  a  und  b  relative  Primsalil 
ist,  so  sind  auch  n  und  das  Product  ab  relative  Prlm* 
zahlen. 
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Bew^U.  Wenn  man  auf 'dm  Umfange  eine«  Kreism  n 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorhen^elienden  bekannte  Weise  anoid- 
Hl  imd 'diese! (»eil  dann  mit  dem  Inlervalle  a  durchläuft,  so  wer« 

den,   weil  nach  der  V(»rnti.Hsetzuncr  7t  tind  a  relative  I^riinzahlen 
,  nach  §.  3.   Erster  Zusatz,   alfe  n  Punkte  tretroffefK  bevor 
mn  da«  zweite  Mal  nul*  den  Niilljuinkt  triflt.    iNimiiit  man  jetzt 
4ie  Ii  Punkte  in  <ler  Ordnung,   in  uelrher  sie  bei  diesent  Dtirch- 
ItdtD  mit  dem  lutervaJJe  a  nach  und  nach  p;etroffen  werden ,  und 
iMshlänft  sie  In  dieser  Ordnuni?  mit  dem  Intervalle  6 ,  so  werden« 
.  jM  nach  der  Voraussetzung  auch  n  und  b  relative  Primzabieo 
»•dU»  nach  $.  3«  Erster  Zusatz,  \\  ieder  alle  n  Punkte  getroffen, 
"^  wror  man  das  zweite  l^lal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Auf  der  Stelle 
j   fAclIet  aber,  dass  diese  beiflen  Operationen  ziisanimen  ganz  auf 
iieciiir  hinauslaufen,  nenn  luan  die  n  Punkte  in  ihrer  urisprüng- 
«eheii  Drihuiiii:  mit  deui  Intervalle  ab  durchlSutt ,   mul  man  sieht 
ik)  au8  dem  V  orbergeheuden ,  dass,  wenn  man  die  n  Punkte  in 
btr  ursprOoglichen  Ordnung  mit  dem  Intervalle  ab  durcblftafV 
alle  n  Fnnlcte  getroffen  werden ,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf 
im  Nollpunkt  trifft.    Daher  sind  nach  §.  3.  Zweiter  Zusatz,  n  ^ 
midas  Prodact  a6>elative  Primzablen»  wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  5. 

Aus  dem  vorhergehenden ,  für  die  ganze  Zahlenlehre  bekannt- 
fieh  höchst  wichtigen  Satze »  der  sicbf  wemi^aach  notereiner  etwas 
anderen  Form»  schon  im  siebenten  Buche  der  Elemente- des  Euklides 
fibdet,  lassen  sich  viele  Folgerungen  ziehen,  von  denen  wir  bier 
m  die  folgenden  in  der  Kürze  hervorheben  wollen. 

Erster  Zusatz»  Wenn  n  mit  jeder  der  Zahlen  a,  b, 
Ci  6,....  relative  Primzahl  istj  so  sind  auch  ji  und  das 
Product  abcde.,,.  relative  Primzahlen. 

Weil  naniiich  nach  der  Voraussetzung  n  mit  a  und  b  relative 

Primzahl  ist,  so  sind  nach  §.  4.  auch  h  unrl  das  Product  ff^f  rela- 
tive Primzahlen.  Weil  also  v  m\t  c  und  ah  relative  Primzahl  ist, 
^0  sind  nach  §.  4.  auch  w  und  das  Prodiu  t  abc  relative  Primzah- 
len. Weil  folglich  mit  d  und  abe  relative  Primzahl  ist,  sind 
Wkch  §.  4.  auch  11  und  das  Product  ubvd  relative  Primzahlen. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  Ist  klar,  und  die  all- 
gemeine  Gültigkeit  unsers  Satzes  föllt  daher  in  die  Augen. 

Zweiter  Zusatz*    Wenn  n  mit  a  relative  Primzahl 

k 

>8t,  80  sind  auch  n  und  die  Potenz  a  jederzeit  relative 

Primzahlen. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergebendep  Satze,  wenn 

inao  a= 6 =€s=i{ setzt. 
♦ 

Dritter  Zusatz,  Wenn  die  Zahl  w,  welche  mit  jeder 
der  Zahlen  a,  b,  c,  e,.,..  relative  Primzahl  ist,  in  dem 
rrodacte  aabcde...  aufgeht,  so  gebt  »Jederzeit  in  erauf. 

Bezeichnen  wir  das  grusste  gemeinschaftliche  iMaass  von  a  und 
nttvmli  und  setzen  a=jl|ft  und  ii=:A'^,  so  sind  A  und  il'  rela* 
^>ve  Primzahlen.  Weil  nun 
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n      -      TfT  V 

ist,  und  nach  der  Vorauseetzno^  n  in  aabede.,^  aufgellt,  so  geht 
auch  V  in  labcde...,  auf.  8a  wie  aber  71  mit  a,  b,  c,  d,  e,...*  re- 
lative Primzahl  ist,  so  ist  natiirlic}i  auch  X'  mit  a,  h,  c,  d,  e,.... 
relative  Primzahl,  und  V  ist  folglich  mit  A  ^  u,  t* ,  d,  also 
nat  h  dem  vorlH'ri?eh<»riden  Erste»  Zusätze  auch  mit  Xabcde.,.,  re- 
lative Primzaiil.  Daher  kann  X'  nur  dann  in  Xabcde,;.  aufgehen, 
wenn  ist  Folglich  ist  X'=t,,  also  nach  dem  OhlseD  n=(h 

und  daher  nt^kup  so  dass.also  tt  in  er  aulgeht»  wie  behauptet  wurde* 

Vierter  Zu$atu  Jede  Zahl  n  kann  nur  auf  •ine  ein* 
alge  Art  in  von  der  Einheit  verschiedene  Prlmfacto- 
ren  zerlegt  werden. 

Sei  nämlich,  wenn  sowohl  cz,  6,  c,  c/,....,  als  auch  a^,  bn  c^, 
dl,.,,.,  sämmtlich  untereinander  und  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahlen  bezeichnen,  und  die  ganzen  Zahlen  er,      y,  ö,..,.  und 

»%»  ßi»  Yif  s&mmtlich  grosseres  Null  sind,  n=:a 

uod  n  =  ih^^bJ^^c/^di^\„.;  so  lüsst  sich  auf  folgende  Art  zeigen, 
dass  die  Prodncte 

oVc^/....  und  a|"^Äi^»c/»di*».... 

identisch  sein  müssen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

und  «  eriisser  alsNuU  ist,  so  ist  a^^b/^cJ^di  durch  a  theil- 
bar*  läme  nun  die  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  a  unter 
den  von.  der  Einheit  verschiedenen ,  unter  einander  unj^leicheo  Prim» 
zahlen  Ch,  Ca,  ßi,*»*^  nicht  vor,  so  wäre  a  mit  Jeder  der  Zah- 
len Ol,  Ol,  Ci,  «1,....,  also  nach  dem  vorhergehenden  Zweiten  Zu- 
sätze auch  mit  jeder  der  Potenzen  a^"',  bi^\  fj^',  rfi^*,  ,  uod 

folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten  Zusätze  auch  mit  dem 

Producte<%**Äi^*C|^'di^'....  relative  Primzahl,  könnte  folglich  natOr* 
lieh  in  diesem  Producte  nicht  aufgehen,  was  gegen  das  Obige 
streitet.  Also  muss  die  Primzahl  a  unter  den  PriniznhNMi  rr, ,  ^, 
ßj,  dt,,,,,  vorkoiiunei).  Auf  dleselhe  Art  muss  aber  (iberhau|it 
jede  der  Primzahlen  a,  b,  e,  d,..  unter  den  Primzahlen  Ui,  bi,  tj, 
dl,,,.,,  uod  ebenso  umgekehrt  jede  der  Primzahlen  a^,  bi,  Ci,  ai,.... 
unter  den  Primzahlen  o,  b,  c,  d,,*..  vorkommen,  woraus  sich  un- 
mittelbar ergiebt,  dass  die  beiden  Producte  a6c<2...  und  «fi^xCiA... 
identisch  sind.  Also  kdnnte  eine  Verschiedenheit  der  einander 
gleichen  Producte 

aVc^'d*.;..  und  ai'^Vi/^c/'  rf/» .... , 

in  denen  wir  nun  a=iii,  6  =  61,  c=Ci,  rf— f/j,  u.  s.  w.  zu  setzen 
berechtigt  sind,  nur  in  einer  Verschiedenheit  der  Exponenten  a 
und  «i,  ß  und  ßi,  y  und  r^,  ^  und  (5^ ,  u.  8.  \v.  begründet  sein.  Wäre  aber 
z.B.  a>€r|,  80  würde  sich  aus  der  Gleichung 
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«Vt^d*  =  «."'a/'c/'»/,^'  

die  Gleichung 

o«-«**c^/  =  6,'''c/'rf/'  

WO  ai  >0  ist,  ei^eben,  und  das  Product  Ä^^^r/'ff.  wünle 
also  durch  a  thpÜIiar  sein.  WoII  aber  <!'ip  \v>t\  «Irr  Einheit  ver- 
schiedene Primzahl  a  unter  den  von  der  Kinficit  verschiedenen 

Primzahlen  b,  c,  d,..,.  oder     ,  Tj  .  €/|        nach  dem  Oijigen  nicht 

Torkouiiat,  so  ist  a  mit  jeder  der  Zahlen  bi,  c^,  c/j,.... ,  also  nach 
dem  Torhergehenden  Zweiten  Znsatie  auch  mit  jeder  der  Potenzen 

fti^',  ^i^S  ^i^S"  .»  wnd  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten 

jjüsatze  aiK  Iniiit  fif  rn  Producte  Ai'^*  Cj^'  r^,^'        relative  Primzahl, 

kann  also  in  (lie.seiuPioducte  natürlich  iiiciit  aufgehen,  nas gegen  das 
Obige  streitet.  Daher  ist  «=ax>  und  ganz  ehen  so  ß=ßi,  y=yi>  ^=^> 
iLB,w,  Weil  nun  b=bi,  c=c^,  db=fA ,  u.  s.  w«  iiiid«=«iy  ß=ßu 
f^fif  9^^9  n*     w.  igt»  00  tdnd  die  Prodnete 

aVc^il^....  und  ai'^'bi^WW^^^' 

identisch,  und  die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Primfactoren  ist  folglich  immer  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, wie  bewiesen  werden  sollte. 

n 

Fünfter  Zusatz.  Wenn  die  Wnrzelgrösse  V«  durch 
keine  lyanze  Zahl  a u 8 ü c d  r ü ckt  erden  kann,  so  giebt 
es  auch  keinen  d i es e r  >V  u r zel g r össe  gleichen  Bruch. 

Wäre  Va=->  wo,  wie  anianelimett  offenbar  verstattet  Ut»  x 

and,  V  relative  ^rimsahlen  sein  sollen,  und  der  Vorausfletsunff 
dee  Satzes  gemäss  y  grosser  als  die  Einlieit  angenommen  wird, 

80  wäreö=:(  —  )  =  — ,  und  folijlich  —  —  ay*-^ ,  also  — eineganze 

Zahl.  Weil  aber  x  und  y  relative  Primzahlen  sirul,  ko  isind  nach 
dem  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch      uml    relative  Prun- 

mlen,  und  —  kaxxn  also,  weil «  grösser  als  die  Einheit  ist,  offen- 

bar  keine  ganze  Zahl  sein,  was  gegen  das  Vorhergeltende  streitet. 

Polglich  kaim  unter  den  gemaciiteo  Voraussetzungen  nicht  Va  =  ~ 

aein,  wie  behauptet  wurde. 

Lehrsatz.  Wenn  x  und  n  relative  Primzahlen  sind, 
uud/^  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  klei- 
ner als  ?{  und  mit  71  relative  Primzahlen  sind,  so  ist 
^  —  1  i  m  m  e  r  d  u  r  rh  n  t  h  e  i  1  b  a  r  o  d  e  r  e  i  n  \  i  e  1  f a ch  es  v  o  n  w. 

Beweis,  Auf  dem  ümfaniio  tiues  Kreises  ordne  man  n 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art.   Diese  n 
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Punkte  durchlaufe  man  mit  dem  iuteivailo  a',  t»o  trifl^t  man.  weil 
nach  der  VorausNetzuiiij  u  und  .r  relative  Priiuzahlen  sind,  nach 
§.  'i.  Erster  Zusatz,  auf  alle  n  Punkte,  bevor  man  das  zweite  Mal 
auf  den  Nullpunkt  tiifft  Nun  nehme  niau '  die  n  Punkte  in  der 
Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  «getroffen  worden  sind,  und  durch- 
laufe sie  von  ISVnem  mit  dem  Intervalle  ;r,  so  trifft  man,  weil 
nach  der  Voraussetzuiiir  und  .v  relafne  Primzahlen  sind,  nach 
§.  3.  Erster  Znsatz.  wieder  auf  alle  //  Punlvte.  Iievor  man  das 
zweite  Mai  uui  den  ^iullpunkt  trifft.  8etzt  mau  aber  dieses  Ver- 
fahren  auf  dieselbe  Art  weiter  fort,  so  erbSit  man  dadurch  offen- 
bar gaojB  dieselben  Ordnungen  der  n  Punk-te,  welche  man  erhält, 
wenn  man  dieselben  nach  und  nach  mit  den  Intervallen  as,  a^, 
ar*,....  durchlauft.  Da  nun  nac!»  der  Vnrnns;«etzun<2^  .t,  und  nach 
§.  5.  Zweiter  Zusatz,  also  auch  die  sämnitliclien  Potenzen  von  x 
mit  n  relative  Primzahlen  sind,  so  kann  nach  3.  Vierter  Zusatz, 
die  Anzahl  der  yerschiedenen  Ordnun^^en  der  n  Punkte,  welche 
man  auf  die  obige  Weise  erhält,  nicht  grösser  als  p  sein,  und  es 
muss  folglich  immer  eine  Ordnung  der  u  Punkte  .wiederkehren. 
Die  erste  wiederkehrende  Oidiinng  der  ?/  Punkte  muss  aber  noth- 
wendig  die  erste  urs|»rüniiliclie  OrdnuriL: derselhen  sein,  weil  offen- 
bar ganz  aus  densellten  Gründen,  aus  Avelchen  eine  spätere  von 
I  der  ersten  ursprünglichen  Ordnung  verschiedene  Ordnung  wieder- 
gekehrt sein  sollte ,  schon  früher  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
seihst  wiedergekehrt  sein  mfisste. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  der  auf  die  i^ige  Webe  er« 
haltenen  verschiedenen  Ordnungen  der  n  Punkte  durch  p',  so  ist 

P'<P'   ^^^cnn  äher  p'</'  ist,  so  lässtsich  auf  folgen  de  Art  leicht 
»      fibersohf  II .   dass  p  jederzeit  ein  Vielfaches  von  p'  sein  muss. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  beliebige  unter  den  auf  die  ol)i2:e 
Weise  erhaheiieri  sänmitlich  untef,  einander  verscfiiedenen  p'  Ord- 
nungen der  n  Punkte  nicht  vorkommende  Ordnung,  so  führt  diese 
Ormmng,  wenn  man  auf  dieselbe  das  nSniliche  Verfahren  wie  vor- 
her anwendet,  natfirlich  auch  auf  p'  sammtüch  von  einander  ver- 
schiedene Ordnungen ,  welche  aber  nothvvendig  auch  sämmtlich  voo 
den  ersten  unter  einander  verschiedenen  p'  Ordnungen  verschie- 
den sein  müssen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  w.'ire ,  wie  leicht 
erhellen  w  ird ,  die  ersten  Ordnungen  in  den  beiden  iS\stemen  noth- 
wendig  identisch  sein  mOssten,  was  gegen  die  Voraussetzung 
streitet    Gäbe  es  nun  noch  eine  weder  in  dem  ersten,  noch  m 
dem  zweiten  Systeme  vorkommende  Ordnung  der  u  Punkte,  so 
würde  diese,  wenn  man  sio  dem  obigen  Verfahren  unterwirft,  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  wieder  zu  p'  ^vede^  in  dem  ersten, 
noch  in  dem  zweiten  Nysteme  vuikunnnenden,  unter  einander  ver-  * 
schiedeneo  Ordnungen  föhren.    Setzt  man  diese  Betrachtungen 
weiter  fort  und  fiberlegt,  dass  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  p  die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Ordnungen  der  n  Punkte  ist,  so 
ist  ersichtlich  ,  dass  p  ein  Vielfaches  von  p*  sein  muss,  und  daher 
p:szjnp'  gesetzt  werden  kann. 

W'eil  nun  nach  dem  Vorhergeliendcri,  wefui  man  die  n  Punkte 
mit  dem  Intervalle  aS*'  durchläuft,  deren  ursinüngliche  Ordnnni; 
wieder  herbeigeführt  wird,  so  muss  die  Potenz  xP'  offenbar 
nothwendig  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n 
gleich  sein.    Durch  successive  Multiplication  oder  auch  mittelst 
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des  Binomischeo  Lebrsaties  erhellet  aber  sui^leich»  diws  cUum 

auch  jptle  Potenz  von  :rl*\  und  folglich  auch  (tp')"*  ~a:^P' .  rl.  h. 
oach  dem  Obi'jpn  jp  ,  pinein  um  die  Einheit  vpritiehrten  ViellWehei» 
von  n  »leich,  oder.  \\.is  dasselbe  iäst,  J'P~\  durch  n  tbeilhaf  oder 
ein  Vielfaches  von  n  ist,  wie  behauptet  Bürde. 

§.  7. 

Wenn  //  eine  in  .r  nicht  aufgehende  Primzahl  Ut»  «o  sind  w 
ood  n  relative  Primzahlen,  und  die  Zahlen 

1,2,  3,  4,  5,...,  w  — 1 

shid  offenbar  alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  zu  ?i  relativ» 

Primzahferi  sind.  Di  nun  ??  —  1  die  Anzahl  dieser  Zalilen  ist.  so 
ergiebt  sich  aus  dem  vorhei^eheodeu  Lehrsatze  uomittelbar  der 
folgende  Satz. 

Zusatz.  Wenn  u  eine  in  .r  nicht  aufgehende  Prim*  • 
zahl  ist,  so  ist  a^i  — 1  jederzeit  durch  «  theilbar. 

Ist  z.  B.  ar=:12,  ii=7,  so  Ist  12<^-l==2985983uDd  (12«-1):7 
-=426569i 

Dieser  wichtige  und  merivwürdii^e  Satz  wird  bekaiintiich  iu 
der  Zahlenlefare  Vermafa  Satz  geoanot. 


Lehrsatz,  Wenn  a,  6,  r.  r/,  /,  .'^»•♦'  sämmt- 
lichen  Zahlen  sind^  welche  kleiner  als  7i  und  zun  rela- 
tive Primzahlen  «ind,  «o  Ist  immer  die  eine  der  bei- 
den GrCssen 

abcdefg.,.,  i  1 

dnrcli  n  theilbar  oder  ein  Vielfachen  von  wobei  wir 
n  grSsser  als  die  £in.heit  annehmen. 

Bew  eis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  auf 
die  aus  dem  Vorher<;e!ienden  bekannte  Art  n  Punkte,  und  durch- 
laufe dieselben  mit  dem  Intervalle  a,  so  ^verden,  weil  nach  der 
Voraussetzung  a  und  n  relative  Prinizahlen  sind,  nach  §.  3.  Erster 
Zusatz,  alle  n  Punkte  »etroffeu,  bevor  mau  das  zweite  Mal  auf 
den  Nullpunkt  trifft.  Durchläuft  man  nun  die  n  Punkte  In  der 
neuen  Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  nach 
ttod  nach  mit  jeder  der  Zahlen 

a,      c,  d,  e,  f,  #7,.... 

d.  h.  mit  jeder  Zahl ,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative  Prim- 
ttbl  ist,  als  Intervall ,  so  erhält  man,  wenn  p  die  Anzahl  der  obi- 
gen Zahlen  bezeichnet,  alle  p  verschiedenen  Ordnungen  der  si 
Punkte,  welche  nach  §.  3.   Vierter  Zusatz,  jetzt  überhaupt  nur 

nio[;Iich  sind.  Manz  zu  denselben  Ordnortsreii  uiuss  man  aber 
offenbar  geführt  werden  ,  werni  man  die  n  Punkte  in  ihrer  Ursprung* 
liehen  Ordnung  mit  den  Intervallen 

ThfeU  VII.  IS 
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a«r,  ab,  aet  adtoe,  af,  a^,....,'     j.i  -mti 

\relche  nach  4.  Käinmtlich  zu  ?«  relative  Primzahlen  sind,  durch- 
iimih  Wenn  man  also  die  u  Punkte  iu  ihrer  ursprüngüchea  Ord* 
aung  mit  deti  Intervallen 

aa,  ab,  ae,  ad,  at,  af,  Offf,,, 

durchläuft,  so  erhiijt  man  nach  dem  Vorhergehenden  p  sämmtlich 
von  einander  verschiedene  Ordnungen  der  n  Punkte ;  und  da  nun 
nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  überhaupt  nur  p  verschiedene  Ordnun- 
gen der  n  Punkte  in  ihrer  ursprGn^licben  Ordniini»  rafiglicb  sind, 
so  muss  unter  den  p  verschiedenen  Ordnungen ,  welche  man  erhält, 
n'enn  man  die  »  Punkte  in  Ihrer  UTspräoglichen  Ordnung  mit  den 
Intervallen  .  .  K-r^ 

äa,  ab,  ae,  ad,  ae,  af,  äff,.**,  ;,jt|v 

durchläuft,  jederzeit  uothvvendig  die  erste  ursprüngliche  OrdnuDgj 
der  n  Punkte  seihst  vorkommen.  Also  muss  unter  den  obij^eo 
Producten  immer  eins  vorkommen,  welches  einem  am  die  Einheit 
vennehrten  Vielfachen  von  »  gleich  ist.  Wäre  dieses  Product  aber 
das  erste  Glied  der  obigen  Reihe ,  nümlich  aa,  und  wfire  also^ 


so  wfire ' 

a(7i—a)  =  an  —  ua=ia-A)n-i ,  V.'jf^lh 

und  folglich  das  Product  a(n— a)  einem  um  die  Einheit  verminhm'-" 
ten  Vielfachen  von  n  gleich.  7i—a  ist  offenbar  kleiner  als  it,  und 
kann  nicht  gleich  «sein,  weit,  wenn  n  —  a=a  wäre,  nare. 
und  daher  »  nur  dann  mit  a  relative  Primzahl  sein  konnte,  wenn 
a^i  wäre;  dann  wäre  aber  n=:2,  welchen  Fall  wir,  weil  in  dem- 
selben die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Sah^s  auf  der  Stelle 
erhellet,  auszuscnllessen  berechtigt  sind.  Ferner  Hillt  leieht  in 
die  Augen,  dass  n^a  jederzeit  mit  n  relative  Primzahl  ist,  weil, 
wenn  ?/  —  n  —  la  .  77— A^,  wo  fi  grösser  die  Einheit  sein  soll, 
wäre,  offenbar  a—{k'—X)^iy  und  daner  amit  n  nicht  relative  Primzahl 
sein  würde.  Hieraus  öieht  man,  d«iss  n—a  jederzeit  in  der  Reihe 
der  Zahlen  6,  c,  d,  e,  f,  17,....  vorkommen  muss,  und  es  erhellet 

nun,  dass  siöh  die  Zahlen  a,  b,  e,  d,  e,  /*,  g  immer  so  zu  Prodne- 

ten  mit  zwei  ungleichen  Factoren  untereinander  verbinden  lassen,  dass  , 
jedes  dieser  Producte  entweder  eir>eni  um  die  Einheit  vermehrten  oder 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vipirnrben  von  11  gleich  ist. 
Leiclit  lässt  sich  endlich  auch  zeigen ,  da.ss  unter  diesen  Producteo 
nicht  zwei  von  der  Form  aö  und  ac ,  wo  a,  />,  c  unter  einander 
ungleich  sein  sollen,  Torkoromen  können.  Sollte  nämlich  mit  Be» 
Ziehung  der  obem  und  untern  Zeichen  auf  einander 

sein  kSnnen,  so  wSre 

und  folglich  a(6 — c) ,  also  nach  §.  5.  Dritter  Zusatz. ,  weil  nach  der 
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Vorauflsetxuog  tt  und  a  relative  Primzahlen  sind»  6— c  durch  n 

theifbar,  \vr\s  ungereimt  int.  da  unter  Jon  sjtMuarhten  Voraussetzun- 
gen (las  TJK  ht  \  erschwiodende  b — c  offenbar  ideioer  als  das  die 
Eioheit  übersteigende  n  laL   Sollte  aber 

sein  küDueo,  so  wSre,  wie  aus  dem  Ohioron  sich  unmitteiiiar  er- 
giebt,  a-f  €  =  »9  also  c^n^a,  und  folglich 

abo,  wenn  maii  addirt: 

o(ii-ra+6) = o(n— (a— 6))  =  (v  +  9')«. 

Daher  wäre  a(n — iu'-^b)),  und  folglich  nach  {•  5«  Drittsr  Zu« 
»te.,  weil  nach  der  Voraassetzuiig  n  und  a  relative  Primzahlen 

sind,  — b),  also  auch  o — b  durch  7i  theilbar,  was  gans  aus 
(ieoselben  Gründen  wie  vorher  bei  6 — c  ungereimt  ist* 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
^cli  auf  ganz  unzweideutige  Weise,  dass  man  jederzeit  das  Pro- 
duct  abcaefff..**  auf  eine  solche  Weise  in  lauter  Prodiicte  mit 
zwei  Factoreo  zerlegen  kann,  dass  Jedes  dieser  Producte  mit  zwei 
Factoreq,  durch  deren  Multiptication  in-  einander  das  Prodnet 
abcdefg..,.  entsteht,  entweder  ein  um  die  Einheit  Tennehrtes  oder 
eio  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n  ist ,  woraus  fer- ' 
ner  durch  suc€essi\e  Multiptication  auf  der  Stelle  folijt,  dass  immer 
<ia8  Product  abcdefg...,  selb.*<t  enf weder  ein  um  die  Einheit  ver- 
pebrtes  oder  ein  uiu  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n 
ist,  oder  dass  immer  eine  der  beiden  Grössen 

durch  »  theilbar -sein  muss,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


«.»• 

Wenn  tt  eine  Prunsahl  ist,  so  sind 

X,  2»  3^,  4j  hf,,  »—1 

jSt  «Smmtllchen  Zahlen ,  welehe  kleiner  sIs  n  und  mit  n  relative 
PrimEahlen  sind.  Kommt  nun  unter  den  Producten  mit  zwei  Fac- 
toreo, in  welche  sich  auf  die  aus  dem  Toriiergehenden  Paragraphen 
bekannte  Art  das  Product 

1.2.3.4.5....(n— 1) 
mlegen  iSsst»  das  Prodnet 

so  Ut 
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und  e«  muss  also  die  in  dem  Producte  (j: — l)(.r-|-l)  aufgehende 
Primzahl  n  entweder  in  x — l  oder  in  :r-f  1  aufiiehen.  Geht  aber  n 
in  an — 1  auf,  und  ist  also  a:  —  l  =  iy'w,  so  ist 

\^e  nun  7'>0,  so  wäre  ar>>7»,   was  gegen  die  Voranssetzun^ 
ist,  und  es  ist  folglich  f/'  —  O,   also  x  =       Geht  ferner  n  in 
auf,  und  ist  also  j:-\-iz=  q"n,  so  ist 

a:  =  ?i  — !  +  (</"  — 1)71.  ' 

Wäre  nun  so  wäre  x^n — 1,   was  gegen  die  Vorausset- 

zung ist,  und  es  muss  folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar^ 
nicht  verschwinden  kann,  <y"  =  l,  also  x^v  —  1  sein.  Folglich 
ist  entweder  a.  =  l  oder  x  =  n  —  1.    Für  ar  =  l  ist  ' 

x(n — x)  =  1 .  (71 — 1) , 

und  für  x  =  7i  —  1  ist  auch  , 

x{7i  —  x)~i.(n — 1), 
80  dass  also  immer  ,     TV»/  . 

x{7i—x)  =  l,{n  —  i)  . 

ist.  Nimmt  man  hierzu,  dass  offenbar,  wenn  ??  —  l:  irgend  ein 
Glied  der  Reihe  2,  3,  4,  5,...,  n  —  l  bezeichnet,  niemal« 

sein  kann ,  und  dass  sich  also  1  mit  keiner  der  Zahlen  2,  3,  4,  5,...., 
7»  — 1.  zu  einem  Producte  verbinden  lässt,  welches  einem  um  die 
Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  7i  gleich  ist,  so  wird  leicht 
erhellen,  dass  unter  den  Producten  mit  zwei  Factoren ,  in  welche 
sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragra|)hen  bekannte  Art 
das  Product  1.2.3.4....(/z> — 1)  zerlegen  liisst,  immer  das  Product 
1.(71  — 1)  =  1.7« — ^1  vorkommen  muss,  dass  aber  jedes  andere  die- 
ser Producte  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  » 
gleich  ist,  woraus  sich  ferner  mittelst  successiver  Multiplication 
sogleich  ergiebt,  dass  das  Product  1 . 2.  3 .4 .  5....  (77— 1)  ^mnie^ 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  ti  gleich ,  oder 
dass  jederzeit  die  Grösse 

1.2.3.4.5....(7?— 1  ,.    •  J', 

durch  n  theilbar  ist,  welches  uns  zu  dem  folgenden  l!*atze  führ*- 
Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist  ^ie  Grösse 

1.2.3.4.5....(77— 1)+1 

jederzeit  durch  n  theilbar. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  in  der  Zahlen- 
lehre bekanntlich  Wilsons  Satz  genannt. 
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Ble  Kpoehen  der  Oesebichte  der 
nenisclilieU;   eine  historisch -pliiloso« 

phlsche  HliiMo^e 

von 

Dr.  E.  F.  Apelt, 

anMerordeDtliclieiii  PtofeMor  in  Jena. 
Erster  Band.  Jena.  Hochhaiiseii  1845  *)/ 


Die  Le?»er  des  Archive«  werden  sich  vielleicht  wundern ,  hier 
die  Anzeige  eines  Werkes  zu  finden,  das  dem  Titel  iiuch  nicht 
Hilter  diejenigen  zu  geboren  echeiot,  welche  in  demselben  besprochen 
zu  werden  pflegen.    Gleichwohl  ist  dasselbe  der  Mathematik  und 
Pbysik  sehr  nahe  verwandt,  in  so  fern  es  das  Verhältniss betrach- 
tet, in  wf»-lf  fieni  die  «jenanntoTi  Wissen sclia ff ett  zu  (}em  Ganzen  iin- 
tserer  wist=;eii.schaitlichen  Erkenntniss  ül)erliau|(t  stehen  und  den  im 
Verlaufe  der  Geschichte  hervortretenden  Einüuss  schildert,  wel- 
chen die  fortschreitende  Ausbildung  der  Naturwissenschaften  (im 
weitesten  Sinne)  auf  die  geistige  Cultur  aus<^eübt  hat  nnd  noch 
ausübt.     Am  meisten  macht  sich  dieser  Einäuss  da  geltend ,  wo 
^vir  es  mit  geschichtlichen  Ueberlieferuncren  zu  thun  haben,  die 
Bach  unserer  jctzii^en  Kenntniss  der  Naturgesetze  viel  von  ihrer 
sonstigen  Glaubwürdigkeit  verlieren  müssen.     Seit  die  iSaturwis- 
WDflcnaften  aufkamen,  haben  die  Wunder  aufgehört  und  die  Weis- 
Mumen  sind  verstummt;  der  teleskopische  Blick  bat  das  schein- 
bare Dach  des  Himmels  dürchbrochen >  hinter  welchem  sonst  der 
fromme  Glaube  die  Wohnung  der  unsterblichen  Geister  suchte, 
jenes  Firmarnoiit  der  Alten,  das  man  als  die  gemeinschaftliche 
Kranze  der  sichtbaren  Kürperwelt  und  der  uosichtbaren  Geister- 


*)  Schon  aus  Archiv.  ThL  I.  Kr.  XU.  und  Nr.  XXXIV.  ist  bekannt 
lui  eniditlich»  duM  auch  antführliehere  Anzeigen  WMaenscJiafilichcr, 
In  dai  Gebiet  des  Archivs  einschlagender  Werke  in  die«e  Zeitoebrill 
•ellMt,  nicht  bloss  in  den  Tiitfirnrischen  Berirbt.  hu f|C!^enomiiien  worden 
raUea.  Obgleich  nun  Torliegende  Anzeige  von.  ihrem  unterzeichneten 
Bwni  Vf.  mir  ffir  deoLlterariscihon  Beriditing^Midtwar,  «ohabe  idies, 
des  interessanten  Inhalts  derselboa  wegen  9  doch  vorgraogeO;  «ie  dem 
Aidiiye  «elbit  eloniverleibeii.  G. 
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weit  zu  betrachten  gewohnt  war;  die  sn'ossen  astronoiiirschen  und 
geologischen  Periocfen,  welche  man  durch  diis  Studium  der  Natur 
kenuen  gelerot  hat,  haben  den  harmloeen  Erzäblangen  der  VSter 
von  den  vergangenen  und  künftigen  Zeiten  Anfang  und  Ende  ge- 
raul)t;  die  Naturgesetze  endlich  haben  den  vertraulichen  Umgang  i 
aufgehoben,  in  welchem,  jenod  Sagen  zufolge^  das  Menschenge- 
schlecht mit  liöherpTi  Wesen  stand  *), 

Aber  nicht  nur  die  lyeschi  cht  liehen  Ceberlieferungen ,  selbst 
die  eigenen  religiösen  Ueberzeugungen  und  ewigen  Hoffnungen 
scheint  der  Naturalismus  der  Physik  zu  bedrohen.  Was  soll  uns 
ein  Gott  bei  einer  Welt,  die  den  Gesetzen  der  Mechanik  gehorcht? 
Diese  Gesetze  sind  selbstständig)  werden  mathematisch  erkannt 
und  erleiden  eben  desswegcn  keine  Ausnahme ;  d!o  Gottheit  bllfbo 
nur  ein  müi^Higfr  Zuschauer,  der  den  Gantij  der  lievvegunü<Mi  in 
keiner  Weise  wiiikiihrlich  ändern  kann.  Was  soll  uns  die  Frei- 
heit da,  wo  es  nur  die  eiserne  Nöthivendlgkeit  des  Naturgesetzes 
giebt,  wo  selbst'das  Leben  Inder  organischen  Welt,  dieses  grüsste  ! 
aller  physikalischen  Kathsel  ,  nach  und  nach  unter  die  Herrschaft 
eben  der  Kriifte  genith,  we  lche  den  Krystall  formen  und  den  (ire- 
Stirnen  des  Himmels  ihre  bahnen  zeichueu?  Wo  endlich  soll  das 
Jenseits  sein,  auf  das  wir  hoffen,  da  der  Kaum  mit  der  ganzen 
Gresetzmässigkeit  der  Geometrie  sich  ins  Unendliche  hioauserstrecfct 
und  keine  GrSnze  gedacht  werden  kann ,  die  das  Diesseits  von  den 
Jenseits  trennte? 

Diess  sind  (Vip  Fragen,  welche  als  letzte  Consequenzen  der 
Mathematik  und  Physik  sich  uns  aufdrangen  und  mit  deren  histo- 
risch-philosophischer Entwickelung  sieh  der  Verfasser  des  oben 
eeuannten  Werkes  beschäftigt  Zuvörderst  giebt  er  uns  eine 
Uehersicht  der  Cniturgeschichte  im  Allgemeinen ,  ein  Bild,  dessen 
schönste  Partie  die  Zeichnung  der  griechischen  W^eltansicht  aus-  [ 
macht,  in  welcher  noch  physikalische  und  religiöse  Ideen  in  fried- 
Ucher  Vereinigung  ein  ästhetisches  Ganzes  bilden.  Der  Blick  d^r 
Griechen  reicJite  nur  über  das  MKtelnieer  und  Vorderasien  und 
verlor  sich  ringsum  im  Unbegrän^ten.  Die  menschliche  Einbil- 
dungskraft Ist  von  selbst  geschäftig,  den  leeren  Raum  ausznföUev 
und  das  lOckenbafte  Bild  zu  ergänzen.  Dichterische  und  religiöse 
Phantasieen  des  Volks,  pbillsophische  Ansichten  der  Denker  ünd 
geologische  Mnthmassungen  vereinigten  sich  ,  den  fehlenden  iJtoÖ 
berhi  iznschaffen ,  dem  die  Elnbildungskralt  leicht  eine  passende 
und  asthetisehe  Form  verleihen  konnte.  Aber  schon  die  ersten 
geographischen  Entdeckungen  änderten  dieses  Bild.  Soweit  auch 
der  Bbck  des  Menschen  vorwärts  gedruiHi;en  war*  filienill  fiind  er 
die  Erde  vom  Meere  umflossen,  und  so  konnte  leicht  der  Gedanke 
entstehen»  diass  ausser  der  bekannten  Zone  noch  andere  LSader- 


•)  M.  8.  „Anti- Orion  asum  Xutxen  und  Froramen  de«  Herrn  ron 
Schaden**  vom  dem  nämlichen  Verf.  Diene  Broch  uro  i»t  gerichtet  gegen: 
Antwort  aul  den  Angriff  eines  Herrn  £.  Apelt  in  der  neuen 
leaaleehen  I^tevatnrzeitang  von  Dr.  Sdiaden  (Privatdosenten  an  ^ 
Üniverisitftt  KU  Erlangen) ;  dicKcr  Angriff'*  ist  nämlidi  eine  hodist  orlei 
Helle  Recension  Avh  Orion  des  Herrn  v.  Schaden.  M'clche  auch  in  der 
Antwort"  «les  letzteren  ub>ccdruckt  ist.  Uef.  erinnert  sich  nicht)  etwa» 
£rgöt%UcIieres  K^les<^n  zu  haben,  als  Herrn  t.  Schadens  iiijstlldl* 
Bttronomifche  "mume  und  die  Polemik  gegen  feinen  Heccoientan. 
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muaen  j0iiselt8  des  Oceao«  vorhaadeD  würeo.  Unbemtrkt  «cbmol* 
MD  die  geoffrapbischeD  Vorstellungeo  von  dem  Vorhandensein  an- 
derer be^vonnbarer  Zonen  mit  der  ren2:i'*'»'^<*"  Idee  einer  anderen 
Welt  zus.ininien  und  zo^reii  sich  in  <len  ;ithFtis<lieii  Duft  dirhtfri- 
«cher  Phantasieeo  zurück.  Der  Garten  der  HeMieriden,  das  ElyNiuiii« 
die  glflckaeligeD  Inseln,  das  Paradies  der  Christeo  «ind  geo^a- 
phische  Phantftsiegehildey  nrdche  aus  ;>eligiusett  Ideen  entstanden 
Qnd  hier  bestimmter,  dort  unbestimmter  an  eine  gen-isse  Oertlich* 
keit  gebunden  Maren. 

Die  grossen  ireoi^ranhlsciien  Entdocknn^(M),  nainpntru'h  die  Erd- 
umsegelungen, haben  diese  Phantaüiegebilde  zeri<t«irt;  die  Dich- 
tung wurde  von  der  Anschauung  verdrangt,  die  nivthische  Kosmo" 
sntpbie  yerwandelte  sich  in  uhysiache  ^Geographie.  Die  letste' 
Folge  hiervon  war  die  Flucht  der  guten  Geister  von  der  Erde. 
Die  seligen  Gefilde,  die  sclion  anfangs  über  den  Ocean  zuriirlcsre- 
wichen  ^vr^ron,  erhoben  8irh  von  der  Erde  2U  den  Wolicensitzeo 
umI  [liic  iiteten  unter  die  Sterne. 

Aber  auch  von  da  sind  sie  vertrieben  worden.  Die  Gesetze 
Kepplers,  dea  Ersten,  der  die  Natur  richtig  zu  befragen  ver* 
steht  und  dem  sie  antn  ortet ,  zerbrechen  die  kristallenen  Sphfiren 
der  Alten  und  rauben  den  Planeten  ihre  Führer;  Newton  zeigt« 
dass  die  Kraft,  welche  in  den  Tiefe?»  der  himmlischen  f?äiime 
waltet  und  die  Planeten  in  ihren  Halmen  tVifirt  ,  keine  andrre  ist, 
als  die  Schwere  an  unserer  Erde.  Die  Geheimnisse  schwinden 
ans  der  Sternenwelt,  die  fortschreitende  Theorie  greift  sogar  in 
einigen  Fällen  der  Beobachtung  vor  und  LapI  ac  e  l^ont  das  rühm- 
vfirilig  begonnene  Werlc  mit  der  Mechanik  des  Himmels.  So  zer- 
störte die  Astronomie  sogar  im  Bau  des  Himmels  den  architekto- 
oischen  Zauber  und  das  Land  der  Verheissung  schwand  ans  den 
Räumen  des  Aethers.  Wohin  auch  das  Fernrohr  den  Blick  des 
Menschen  trug,  überall  folgte  ihm  die  Nothwendi^keit  des  Calcüls, 
Raum  verweigernd  einer  ätherischen  Welt.  Die  Mechanik  des 
Ifimmels  hat  aes  Aristoteles  Lichtuelt  der  Gestirne,  den  Himmel 
unserer  Väter  zertrümmert  und  uns  dafür  ein  Weltgebaude  mas- 
senhafter schwerer  Körper  gesrhenkt.  Die  schutzenden  Etiüel  des 
Menschengeschlechts,  alle  Genien  und  ufitiitH»  Feen  verlie^sen 
dessen  Gesellschaft  und  wanderten  in  das  Land  der  Sage  oder  der 
Bicbtttng. 

Diess  ist  eine  uni^efithre  Skizze  der  vier  ersten  Kapitel  des  , 
Buches,  bei  der  siqh  Ref.  zum  Theil  der  Worte  des  Verl.  bedient 
hat  !iu  fünften  Kapitel  (II.  4.)  giebt  er  uns  eine  historische  i>ar- 
stellimo;  der  verschiedenen  Stufen  religiöser  Ausbildung  im  Völker- 
leijen  und  ihres  Verhältnisses  zur  Philosophie  und  Naturwissen- 
aehaft  Eine  sehr  schätzenswerthe  Zugabe  bildet  der  Anhang, 
welcher  drei  bemerkenswerthe  Aufsätze  enthält:  I.  Erläuterun- 
gen fiber  die  EpicN^kelntbeorie  und  das  Verhältniss  der  drei  Welt-  ^ 
«ysteme;  II.  Ke])]ilers  Mysterlutn  ros!uoi;ruphicum  und  III.  Kepp- 
lers  liidukttnn  zur  Entdeckung  der  wahren  Gestalt  der  Planeten- 
Iwhnen.  In  diesem  Anhange  zeis;t  sich  der  Verf.  als  gjiter  Ken« 
Mr  der  Mathematik,  was  um  so  benierkenswerther  ist,  als  sich 
<ile  Philosophie  ungeflihr  seit  dem  Anfange  dieses  Jabrhnnderts 
der  Mathematik  asu  schämen  scheint  und  namentlich  die  sogenann- 
ten Philosophen  mancher  Schulen  auf  unsere  Wissenschaft  mit 
^'mt  Gtringschätaung  herabblicken »  wie  sie  nur  aus  grober  Igno- 
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rsnz  darin  enlStoli^A  kaon.  Jener  Anhang  hat  das  Verdienst,  eine 
zwar  gedrftitgte,  aber  voU^täiMlige  Uebersicht  über  die  Arbeiteo 

Keppiers  zu  geben,  Movon  man  selbst  in  den  grösseren  astrono- 
mischen Lehrhürhern  kaum  iiielir  als  eine  Notiz  findet.  Hierbei 
hat  der  Vf.  kejiplcr  mit  iv echt  gegen  Lupiace  und  Oelambre 
in  Schutz  geDommen,  die  ihn  wie  einen  Scnüler  Newton's  beur- 
theiien  und  seine  Spekufattonen  über  dieKosmophysikund  dieWelt- 
harraonie  fSr  blosse  Trhuniereien  halten,  welche  müssi^  neben 
seinen  astronomisrhen  Forschunjren  einhergehen  und  (iieselben  öfter 
beeinträchtigt  haben  :  in  dor  Tbat  sind  sie  aber  dir  Quelle  sei- 
ner i^iossen  Entde(  kun.i<'M  ,  indem  gerade  die  mystistiie  Naturan- 
sicht die  £ründuiig:$iktait  Kepi)lers  leitete.  Den  eigenthümlicben 
Gedankengani»  desselben  theilt  uns  der  Verf.  in  der  heutigen 
Sprache  der  Mathematik  mit. 

Diese  Anzeige  nirige  hinreichen^  um  die  Mathematiker  und 
Physiker  auf  ein  Work  aufnierksam  zu  machen,  das  sie  des 
bescheidenen  Titels  \\tücn  leicht  übersehen  könnten.  Der  zweite 
Band,  welcher  u.  A.  die  historische  £ntwickeluDff  der  Entschei- 
dung jenes  Streites  zwischen  dem  Nataralismus  der  Physik  und 
den  religiösen  Ideen  enthalten  ivird,  seil,  wiees  heisst,  dem  ersten 
rasch  nachfolgen«  Möge  derselbe  ein«  seinem  Inhalte  nach  ebenso* 
cedlegenes  und  seiner  Form  nach  eben  so  ansprechendes  Ganzes 
nilden,  wie  der  erste.  « 

Jena.'  *  Scblu  milch. 


XU. 

Auf  lö§im(p  des  Kepl  er  f^eben  ProMems 
naclilirewtoiit  Terfrllelieii  null;  der  JetKt 
nocb  gebräuchlichen  numertechen 

AuflSsung^. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

,  MtronomiAchen  Rechner  an  der  K.  Sternwarte  zu  Berlin« 


Jeder,  welcher  sich  auch  nur  mit  den  ersten  Theilen  der  theo* 
riechen  Astronomie  beschäftigt  hat,  kennt  das  Problem,  wovon 
hier  die  Hede  sein  soll.  Die  Gleichungen,  welche  zwischen  den 
einzelnen  ixrüäseo  stattüudeu,  werden  in  der  neuem  Zeit  gewohn- 
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lieh  auf  dem  kiirzern  ui)alyti«>€lieij  Wege  hergeleitet  und  aui  deiii' 
«Ato  gelangt  man  zu  den  verscbiedeoen  indur^cteo  AuflßHiiiigen, 
da  eine  0fBcte,  der  Natur  der  Sache  nach,  nicht  nitiglich  tut* 
Wenn  so  acicli  die  analytisrhe  Darstellung  volikoromen  genügt,  nm 
die  lu  der  tbeori8chen  Astronomie  vorkommenden  Aufgalien  zu  losen» 
80  glaube  doch,  d.iss  es  für  nianrhen  T.*'sor.  welcher  New- 
tons Principi.i  mathematica  pliilosoiihiae  naturalis  ni<'fif 
ktent.,  interessant  und  vielleicht  aucJi  Ichrre icn  sein  u  ird,  die  syntheti- 
«ciie  Weise  kennen  zu  lernen,  auCweiclie  iSevv  to  n  zu  denselben  Hesul- 
ÜM  gelangt  ist,  die  noch  heute  gelten.  Ich  werde  daher  hier 
.  dpige  8itse  aus  Abschnitt  VI.  des  ersten  Buches  jenes  Werkes 
nttheilen  und  die  Resultate  mit  den  Ausdrücken  von  Gauss 
%  der  Theoria  motus  corporum  coelestium  vergleichen« 

Zuerst  zeiift  Newton  in  einen»  l^ehnsatze  durch  RaisoTinoment, 
4ss  keine  ellinttsrhe  Ki«njr  existire,  deren,  durch  beliebige  gerade 
Linien  ahirescln)ittener  Flächenrauni  allgemein  mittelst  GIcirf)iui- 
gen  dargestellt  uerden  krmue,  ^^  eiche  in  der  Zahl  ihrer  («litnlor 
tnd  Dimensionen  begrenzt  sind.  Er  schneidet  daher  den,  der  Zeit 
proportionalen  Tbeil  der  Fläche  einer  Ellipse  mittelst  einer  geo- 
ttmiscfa  irrationalen  Cnrve  ab,  und  zwar  folgenderinassen. 


Anfanlßc.  Ein  Körper  bewegt  sich  in  einer  Ellipse, 
man  isoll  seinen,  einer  gegebenen  Zeit  entsprecbeodeu 
Ort  in  derselben  finden. 

Auflösuncr.  In  der  Ellipse  APJi  (Taf.  Ii.  Fig.  3.)  sei  A 
4er  Hau|»ts€hf'it<>l|M:ukt,  Ä  der  Hreriripunkt.  O  das  Centrum  und  P 
der  zu  tindende  Ort  des  Körpers.  Alan  verlängere  OA  ülier  A 
kioaus  bis  G,  so  dass 

OGiOÄ=iOA.08 

wird,  und  errichte  hierauf  CH  perpendikuliir  auf  AfÜ.  Hierauf 
beschreibe  man  auis  O  als  iMittelpnnkf  und  mit  dem  Hadius  Of» 
den  Kreis  EFG ^  lasse  den  letztern  auf  der  geraden  Linie  GII  als 
Basis  fortrollen ,  dass  der  Punkt  A  die  gestreckte  Cycblde  AU 
beschreibt.  Ist  diess  geschehen,  so  nehme  man  die  j^inie  (HK  in 
dem  Verhältniss  zur  Peripherie  GFE  des  Kreises  an ,  in  welchem 
dM  Zeit»  worin  der  Körper  den  elKptischeii  Hogen  AP  smrücklegt, 
rwr  o^nnzen  T'nilnnfszeit  iti  dor  Ellipse  striit.  Errichtet  man  nun 
tut  Cll  (Ins  Perpendikel  KL,  welches  die  Cycloide  in  Jj  schnei* 
(iet,  und  zieht 

LP  parallel  OK-, 

m  ist  der  Durchscbnittspunkt  P  der  erstem  mit  der  £llipse  der 
verlangte  Punkt. 

Man  beschreibe  ntolich  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 
OA  den  Kreis  AQBf  so  dass  dieser  und  Lfi  sich  in  Q  schneiden, 
und  ziehe  die  Linien  SQ  und  OQ,  endll  li  fälle  man  von  5  auf 
die  Richtimg  der  letzteren  das  Perpendikel  SR.    Oer  elliptisch^^ 
Soctor  ASP  ist  alsdann  proportional  dem  Kreissector  ASQ*  V«iyF 


/ 
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längert  man  nämlich  QP  bis  zum  Durchschoittspunkt  IV  mit  Aß^ 
und  setzt  die  halbe  groMe  Aze  der  Ellipse  die  halbe  klein» 
=  6;  80  int 

ASP^  SP  WiASQ  +  SQ  Tr=  6:  a , 
SP  W:  SQ  fF=  P  U  ;  Q  yV=  bi  a, 

albü  ASP:ASQ  =  ö:a  oder 
Es  Ist  aber 

mithin,  da  ^0(i^  ^e^eften  und  constant  =^\a  i»t,  der  Flächenin- 
halt von  APS  proportional  dem  Unterschiede 

QA-'RS, 

Nao  ist  aber  KStam  AQ—OSi  OQ  . 

=^0SzOA 

-OAiOG  ' 
=  AQ:aF; 


iüso 


nod 


AQ^BSi  GF -^slu  AQ=2AQi  GF=z  OSi  OA 


AQ^RS=^(GF^tAnAOi. 

Der  Flächeninhalt  des  Sectors  ASP  ist  demnach  proportional  dem 
Unterschiede  sin^Q»  d.  h.«  nach  der  Gleichung  der  Cycloide» 
der  Linie  GK. 


§.2. 

Zusatz.  In  der  Darstellung  des  vorigen  Paragraphen  kann 
man  dieselbe  Gleichung  wiederfinden«  welche  in  der  Theoria  motuM 
arischen  der  excentrischen  und  mittlem  Anomalie  aufgestellt  lat 
Setzt  man  nämlich  wie  dort  OA=2a  und  ausserdem  OS  =  a»t, 
Vf.QOA^Ei  so  wird  aus  der  Proportion  QGiOA^OA.OS 


Femer  wird 


e 


a 


GF=OG.E=:-.E,HmAQ^a9i^nE: 

e 


also  der  Sector  ASP  proportional 
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DicMr  Sector  Uit  aber  .der  Zeit  propoftioual ,  weiche  te  KtHrper 

gebraucht  hat,  um  vom  Perihel  A  ms  cum  Punkt  P  wa  gelange; 
ilglicb  ist  auch  diese  Zeit  proportional 


DasH  man  ana  der  Torliegenden  Figur  auch  alle  die  Relationen  her- 
leiten k<5nne,  welche  in  der  Tlieoria  motus.  pnir.  ^.  ziisaninjen!re* 
stellt  sind,  ersielit  man  leicht  fc)li;endenua>srii.  Fügt  Diao  zu  d^li 
iMsreitö  eingeführten  Jiezeichnuugeu  noch  hinzu: 

0=sinip,  a«.e*=a*— oder6*=a«— 

d.  h.  h  —  aco8  (f , 
SP=r  und  W.  ASP=c  ; 
so  wird  ^ 

5  IF==-*r  C08  e  :=  iSO  -f  O  W^ae-^  aeosE, 

älao 

r  cos  =  a  (cos    — e),  wie  Nr.  IX.  a.  a.  O. 

Ferner 

P  |F=  r  sin  W=a  cos  9  sin  E,  wie  Nr.  Vlll. 

sp^^^iA^iSw^-^pm  . 

■=    (cos     +  sin  ^ — 2c  cos  E + cos  qp^  sin  E^ ) 
oder  r=a(l — ecosE),  wie  Nr,  III.  u«  s.  w. 

Wegen  der  Uehereinstlnunung  der  vorstehenden  Gleichungen 
mit  denen  in  der  Theoriamotua»  muss also  auch  die  dortige  Glel- 
^ung  zwischen  der  mittlem  und  ezcentrischen  Anomalie 

ilf=£—e8in£ 

hier  stattfinden*  Da  femer  nach  9.  I. 

ASQ=l  OQ .  (g^  -ÄÄ)  =  io2  (£—  e  sin  E) 
und  , 

ASP:^^ASQ=ia'cosfp(E—e  sin  £) ; 

so  wird  auch 

ASP=:^\a*eoa  q>.tll}^  (Theor.  mot  pag.  6«) 


iiiSP  ist  also  der»  in  der  Zeit  t  beschriebene  Sector. 

§.  3. 

Annier hunfi'  We^en  der  srhwierii^en  (^onstruction  dieser 
Curve  (der  Cycloide)  ist  in  der  Praxis  zweckmässiger  eine 
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Constnictioa  anzuweudiNi  >  welche  der  Wahrheit  «sehr  oabe 
kuniDit. 

Man  suche  einen  besUnimteD  Winkel  welcher  eich  zu  dem 
Wioicel  ö7<>>^78-2062fU^808,  den  ein  dem  Radius  gleicher 
Bogen  unteiepann^  verhält,  wie  die  Entfernung  SH  (Taf*  II.  Fig.  4.)  bei- 
der Brennpunkte  von  eioander  zur  grossen  Axe  AB.  Ferner 
«uche  man  eine  Liriu-  ,  welche  sich  zum  Ua(]iiis  verhält,  wie  AB 
zu  SH.  Hat  mau  beide  einmal  gefunden,  su  iüst  man  die  Aufgabe 
durch  folgende  Analyse.  ' 

Nach  irffend  einer  Methode  oder  Conjeetur  bestimme  man  den 
Ort  P  /lemlich  nahe  und  flUle  von  ilim  auf  die  grosse  Axe  das 
Peq»en(Iiliel  PR ,  so  erhält  man  die  entsprechende  Ordinate  QR 
des  unt  <Vw  l^^llipse  beschriebpüen  Kreises  AQB  aus  dem  Verh&it- 
niss  beider  Axen  der  Ellipse,  und  es  ist  alsdann 

QR=AC.8mACQ. 

Aus  dieser  Gloichnnfi  (ludet  man  den  Winkel  ACQ,  welchen  man 
nur  nahebei  durch  iierhnun^  zu  bestimmen  braucht.  Man  kennt 
ferner  auch  den  der  Zeit  proportionaleu.Wiiikel,  welcher  sich  uäui* 
lieh  zu  360^  verhält»  ,wie  die  zur  Beschreihung  des  Bosens  AP 
erforderliche  Zeit  zur  ganzen  Umlaufszeit.  Dieser  Winkelset s^iVl 
Hierauf  bestimme  man  die  Winkel  £,  F,  G,  h,  J,  etc.  aus  den 
Proportionen: 

D  .  B  =:  sin  ACQ :  Radius ; 

E:N-  ACQi  D^L:L^coaA VQ,  ^ jeuachdem ACQ^ 90«; 
FiB^miACQ'\^E)i'EMkaB%  , 
GiN^ACQ^E'{'F^LiL^eQ9{ACQ^^E), 

^jenachdem  JCQ  4-        1>0^  j 
H:B  =  6iu{A  CQ  +A-|-6):h  adius ; 
J :  iV— ^  C  Q  - 1;  —  6  +  Ä    Z : /- T  CO«  ( C<? + A  +  G) , 
T  jenacbdem  ACQ  i- Ei^  G^9{fii 
.  tt.  s.  w.  f. 

Man  kann  auf  diese  Weise  beliebig  fortlahren,  und  nhnmt  man 
zuletzt  den  Winl^el 

ACg— ACQ + £  +  G  +  J+  etc. , 

so  ergibt  H\rh  aus  seinem  rdsinns  s^Cf  Und  der  Ordinate  fir> 
welche  letztere  aus  der  Proportion 

liekannt  wird,  der  verbesserte  Ort  p  des  Körper». 
Wifd  in  einem  einzelnen  Falle  der  Winkel 

N^ACQi^D 

negativ^  so  muss  bei  E  überall  das  Zeichen  -f  in —  und  umgekehrt 


u, 

V. 
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V 

—  in  4-  verwandelt  werdrn.  Dasselbe  gilt  ?•»  d«n  ZeidMa  der 
Winkel  G  uod  •/»  wenn  respective 

N^ACQ-^E^F  und  N^ACQ-^E-^G-^^H 

negativ  werden. 

Die  anendiiche  Reihe 

eonirergirt  übrigens  sehr  scbaelly  so  dass  man  kaum  jemals  über 
das  z%veite  Glied  E  hinaus  zu  gehen  nuthig  haben  wird.  Die  Rech- 
nung irründet  sich  auf  den  Satz,  das«  «ler  Flächenraum /lÄP sich 
verhält,  wie  der  ünters(  }iird  zwischen  dem  Bogen  AQ  und  dem 
Perpendikel  von     aul  C^. 


$.  4. 

Ztfsfiiz.    In  dem  Verfahren,  welchei^  Newton   nach  d<»m 
vorhert»eiienden  Paragraphen  aiifp^e^tellthat,  ist  vollständig  da^sjeuige 
enthalten  j  welches  man  in  der  Hegel  gegenwärtig  bei  nome- 
riseben  Recfaoinigen  anzuwenden  pflegt.    DanaeUie  Irt  im  Berll 
ner  astronomisehen  Jahrbuch  von  1838.  pap^.  281.  darge- 


stellt uod  daoelbot  n^eich  gezeigt  worden,  dass  c»  mit  dem^in 
der  Theoria  motus.  pag.  11.  n\iti?ptl)^ Ilten  kU  ritisch  ist.  Von  der 
Uebereinstinimung  des   erstem  \  erlahrens   mit  dem  im  vorigen 
Paragraphen  enthaltenen  überzeugt  man  sich  leicht  folgeudermassen 
Setzt  inan  der  früher  eingelülirten  Bezeichnung  gemäss: 

iV=jlf,. 
ACQ  =  E\ 
,     Aß  I 


80  wird 


AE^ 


iiM-E-i-e''uinE')     M^E'  +  e"sin£' 


|Tcos£'  1T«oos£' 

i=  jenacbdem  E'  ^ 
Wir  baben  bereits  oben  die  Gleichung 

==  ilf =•£; — e  sin  iE 

bebraehtet.  Da  nun  der  Flächenraum  ASP  proportional  der  Zeit 
f  >  also  nach  dieser  Gleichung 
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ist;  so  iolgt,  weii  AQ=a.E'  uud  das  Perpendikel  vou  iS  auf 
CQ  oder 

S       SC .  Bin  SCQ = ae  sin  E^, 

also 

dw  auch  iIiSP  proportional  dem  Unterachiede 
aoin  wild. 


XX. 

Welche  liase  muss  man  einem  Stahle 

stalle  geben,  damit  er  tla;^  Maxim  um 
der  magnetteirenden  Wirkung  eine« 
krefefitnnigren  eleeiriselien  Strome» 

erfahre? 

Tob  den 

Herrn  Doctor  Dippe, 

OWrl^rer  am  GjmnMium  Fridericianoiii  lu  Schwerin. 


5.L 

Zu  der  BeaotwortuDS  dieser  Frage  wurde  ich  gel  (ihr  als  ich 
dasio  Pog^.  Ano.  LXII.  S.  249,  beschriebeDe  Verfabreo  zorMaj^ 
Dotioiron^  eini^r  Stahlstäbe  anwandto.  Es  fiel  mir  dabd  nSmIiä 
•ioe  Stelle  im  Report,  der  Physik  von  Doyo  und  Moser  ein 
n.  S.  263.^,  wo  ein  von  Barlos  beschriebener  Veisncb  als  fast 
fabelhaft  klingend  bezeichnet  wird.  Jene  Stelle  heisst:  „So  kraf- 
tig ist  die  >Virkiing  einer  iSpirale,  das«,  vvenn  eine  kleine  Mag- 
netnadei  (or  bar)  in  sie  so  hineingelegt  wird,  dass  sie  auf  den» 
untern  Theile  der  Wimluiigen  ruht,  diese  Nadel  im  Momente  der 
Voibiiiduiig  der  Spirale  mit  der  galvaoiscben  Kette  aufspriogt,  und 
ia  der  im  der  Spirale  den  Gesetwn  der  Sehwere  enlgigenei^f 
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lienci  bleibt.  Die«e  ErMcheinung  zeigt  sieh  selh.<(t  bei  senkrechter 
^»teiluag  der  Spirale,  und  man  sieht  auf  (lie»«e  Weise  einen  schwe- 
ren Kurper  ohne  materielIeD  Zosammeohane  mit  aadeni  Körpern 

Sehalten  durch  eine  mislchtbare  Kraft  wie  äe  fabelhafte  Statve 
es  Dinochares.'* 

Tch  wlederbolto  mv\  diesen  Versuch  mit  meinem  iVIfi<rTietisir- 
cylincier,  einer  Sjuraie  aus  3Ü  Fuss  Kupferdraht,  welcher  auf  einen 
hohlen  hölzernen  Cylinder  von  l  Zoll  Hohe,  Ii  Zollinnereni  Durch- 
messer und  geringer  Wanddicke  gewickelt  war,  und  den  8trom 
etoes  PtatlD-Zinfc-EIeiiieDts  leitete,  uod  fand  die  Beedireibiing  al- 
lerdlngs  mindestens  uDgeoau.  £isenstäbehen  wie  Magoetnadeln 
blieben  ruhig  auf  dem  untersten  Theile  der  Windungen  li^^en» 
wenn  die  Axe  der  Spirale  horizorfta!  lai^.  Hielt  ich  ein  Eisen- 
stabchen  mit  dem  einen  Ende  an  die  innere  \Vand  des  Cylinders, 
so  wurde  es  im  Momente  der  Schliessung  der  Kette  lebhait  nach 
innen  gezogen,  so  dass  es  zu  beiden  Seiten  gleich  weit  aus  «dem 
Cylinder  henrorragtey  blieb  aber  wiederum  auf  dem  untersten 
Theile  der  inneren  Wand  Hegen.  Als  ich  die  Axe  des  Cylin- 
ders  vertikal  stellte,  s^^^^^e^to  der  Stab  in  dem  Cylinder  irr  verti- 
kaler Lage,  aber  immer  sich  an  die  Seiten  wand  anlegend, 
und  jeder  Versuch ,  denselben  in  der  Axe  des  Cylinders  frei 
schwebend  zu  erhalten,  war  vergeblich,  eben  so  vergeblich,  als 
weno  Jemand  versuchen  wollte  >  einem  Magneten  seinen  Anker 
prade  in  der  Entfernung  darzubieten,  in  welcher  die  anziehende 
Kraft  des  Magneten  und  die  Schwere  des  Ankers  im  Gleichgewicht 
sind  ,   so  dass  der  Anker  frei  in  der  Luft  schwebte. 

l>iese  Versuche  nun  ,  sowie  der  Umstand,  dass die  Dicke  eini- 
ger von  den  zu  magnetisirenden  Stäben  bedeutend  geringer  war 
US  die  innere  Weite  des  (Zylinders  fQhrten  mich  zu  der  obigen 
Frage,  deren  Beantwortung  für  die  vortheilhalleste  Benutzung  sol- 
cher Spiralen  zum  Magnetisiren  nicht  unwichtig  ist.  Da  ich  weder 
in  Püggen dorffs  Annalen,  noch  in  Gehlers  Wr>rterhurhe, 
noch  in  den  Lehrbuchern  der  Physik  Auskunft  fand,  so  versu<  hte 
ich  selbst  die  Beantwortung,  und  theile  diesen  Versuch  hier  mit. 


Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  uns  imf  den  Fall 
beschränken,  wo  der  Stab  mit  der  Axe  des  (Zylinders  parallel  ist, 
so  wie  dass  wir  statt  des  spiralförmigen  Drahtes  uns  die  Periphe- 
rie eines  Kreises  als  Leiter  des  electrischen  Stromes  vorsfi^eup 

Als  bewiesea  wird  Torausgesetat: 

1)  Ein  geradlinigter  electnscher  Strom  wirkt  vertbeilend  auf 
ein  ausserhalb  liegendes  magnetisches  Theilcheu  in  einer 
Richtune,  welche  auf  der  durch  dies  l'heilchen  und  den 

Leitungsdraht  £?elegten  Ebene  senkrecht  ist. 

2)  Denkt  man  sich  mit  dem  Strome  schwimmend  und  das  mag- 
netische Theilchen  anblickend,  so  wird  in  der  bezeichneten 
Richtung  der  Nordpol  links,  der  Sädpol  rechts  bewegt 

3)  Die  Wirkung  eines  jeden  Elementes  des  Stromleiters  ist  der 
Lim  dieses  Elementes  direct,  und  dem  Qaadftte  des  Ab* 
Standes  dieaca  Elementes  vma  magnetiseheB  TbcUcheA  m* 
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tjekpfirt  proportional,  ausserdem  aber  noch  dirert  propor- 
tiQual  dem  iSinus  des  Winkels,  welchen  iV\o  Vprbiridungsliuie 
jenes  Elementes  und  des  magnetischen  ihciichens  mit  der 
Stromesrichtui)^  bildet. 
i)  Bei  einem  krammeD  Leitungsdrabte  wird  als  Rlchtoog  jedes 
Elementes  die  entsprechende  Tangente  genommen. 

Nun  sei  (Taf.  II.  Fi^.  5.)  A  der  Mittelpunkt  des  KreiseSt  dessen 
Peripherie  den  Strom  leitet,  JS  der  Punkt  seiner  Ebene,  in  welchem 
dieselbe  von  dem  iStabe  durchstochen  wird.  Das  Element  />  des 
Kreises  wirke  auf  den  Punkt  F  des  Stabes  vertheilend.  Durch  F 
und  die  Tangente  ED  legt»  man  eine  Ebene,  und  auf  dieser  sei 
I-  G  senkrecht,  so  wird  das  nordaiugnetische  Element  des  Punktes 
F  Ton  F.  nach  G  bewegt,  wenn  der  Strom  von  C  nach  Deeht, 
wie  die  Pfeile  andeuten»  und  die  Bevregung  in  dem  obern  Theile 
des  Kreises  von  hinten  nach  vorn  geschieht.  Ks  messe  FG  die 
Intensität  (lleser  Zerleiinng,  und  G/f  soi  sonkrof  lit  auf  BF,  dann 
misst  Ff/  die  Intensität,  mit  welcher  das  tieniefjt  iiei  D  den  IVlag- 
uetismus  in      in  der  Richtung  der  Länge  des  Stabes  zerlegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  Radius  des  Kreises  mit  r,  AB  mit 
/,  und  den  zum  Winkel  DAC  gehörenden  Bogen  des  Normalkrei- 
ses mit  q),  endlich  mit  c  eine  constante  GrOsse,  welche  Ton  der 
Intensität  des  Stromes  abhängt ,  so  ist 

 c ,  rdq>  .  sin  FJJE 

rMjt —  DF'^ 

V 

und  weil  FHx=^FG.cxmGFH  Ist, 

_      c.r</<jp.sin  FDK .  cos  GFH 
 ^^.^  , 

Vermindern  wir  den  Abstand  BF,  so  wächst  sioFDE  und. 
cübGFH,  während  DF*  kleiner  wird;  also  wirkt  Alles  zusam- 
men, um  den  Werth  von  FB  wachsen  zu  lassen.  Es  ist  klar» 
dfiSR  Ton  allen  Punkten  des  Stabes  der  Punkt  B  d.is  Maximum 
der  Wirkung  erfahrt.  Nun  zieht  man  aber  in  der  Praxis  den  Stab 
iu  dem  Cylinder  hin  und  zurück,  so  dass  abwecliselnd  das  eine 
und  das  andere  Ende  des  Stabes  in  den  Punkt  B  kommt,  mithin 
jeder  Theil  des  Stabes  die  Wirkung  erfahrt,  die  in  B  ausgeübt 
wird»  und  dann  die  hier  hervorgebrachte  Vertheilung  nach  Maass- 

fibe  seiner  roercitivkmrt  beiheh?i!t:  al^n  h  ihon  wir  nur  nothig, 
ie  Wirkung  des  kreis  fürin  i  <;e  ti  Stromes  anf  ein  in 
seiner  Ebene  in  B  befindliches  magnetisches  Theil- 
chen  aufzusuchen,  und  dann  zu  bestimmen,  welche  Lage 
der  Punkt  B  in  der  Ebene  des  Kreises  haben  muss» 
damit  die  Wirkung  ein  Maximum  sei. 

Das  Element  bei  B  wirkt  auf  B  mit  der  Kraft 

-  cräg> .  sin  BDE_  crdq>. cos  BDA 

denn  die  irfibere  Ebene  FDE  ist  jetzt  die  Ebene  des.  Kreises^ 
und  das  Letb  FG  IHR  in  die  Richtung  BF,  mithin  ist  cm  GFH^U 
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Auo  ist 

„ .  AD— 'AB.  cos  DAJi    r — r'  cos  <p 

cos  Ä/)^ =  m—~ = ' 

and 

folglich 

Wird  dieser  Ausdruck  irite^rirt  und  das  lütegral  von  95  ^0 
bis  9>  =  277  genommen,  so  erhalt  man  die  gesammte  Wirkung  des 
Kreisstroüies  auf  den  Punkt  ß,  und  kann  nun  die  Veränderungen 
«nfsuchen,  welche  mit  diesem  Werthe  Forgeheo^  weDO  man  die 
La^e  des  Punktes  B  In  der  Ebene  des  Kreises,  also  r',  sich  ver- 
äDoern  lässt. 

Fs  ist  LHit,  i^leich  von  vorne  herein  auch  f}*'u  Fall  ins  Auge 
zu  lassen,  dass  r'>r  wird,  das  magnetische  'riulh  hen  also  aus- 
serhalb des  Kreises^  aber  doch  in  seiner  übene,  etwa  in  B^ 

Saf.  IL  Fig.  6.)»  liegt.  Man  ziehe  von  B  die  Taogeoten  BM^  Sh  an 
D  Kreis  >  und  verlängere  B A  bis  zur  Peripherie  in  P;  dann 
wirken  die  Theile  MCh  und  LPM  in  entgegengesetztem  Sinne 
auf  das  magnot'rsrbe  Theilchen  in  J5',  iukI  znnr  ist  die  von  IjPM 
bewirkte  Vertbeiliuis  des  MaG^netlsuius  i4lei<  h;»rtig  mit  der  von  dem 
Kreisstrome  bei  dem  innerhalb  des  Kreises  liegenden  l'unkle  B 
bewirkten  Vertheilung,  die  tod  dem  Bogen  MCL  ausgeübte  ist 
die  entgegengesetzte.  Ueberwie&rt  die  letetere,  so  kehrt  sich  in 
dem  Punkte  B\  der  Südpol  dem  Beschauer  zu ,  während  in  B  der 
Nordpol  der  zugewandte  Pol  ist.  Da  in  L  und  M  die  Tangenten 
mit  t  en  Yerbindunn^slinien  B'L,  B'M  zusammenfallen,  so  ist  die 
von  diesen  Punkten  auf  B'  ausgeübte  NV  irkung  Null. 

Unser  Differential  (1)  wird  nun  für  alle  Punkte  auf  MCL  ne- 
gativ, weil  r^r' cos 97  negativ  wird,  dagegen  für  alle  Punkte  auf 

LPJIf  positiv,  in  L  und  M  dagegen,  wo  (3p=arc(cos=^),  wird 

dasselbe  Null.  Die  Inteiiration  zwischen  den  Gränzen  0  und  2n; 
liefert  uns  die  algebraisrfio  SnTnine  der  Wirkungen,  mithin  die 
resultirende  Wirkung  der  Giiis.se  und  Richtunu  nach.  Es  ist  näm- 
lich die  Wirkung  des  ganzen  Kreises  offenbar  das  Doppelte  der 
Wirkung  des  Halbkreises  CLP,  mithin 

I  dW^z^l  dW=^2  \  I  dW  ^1  dW 

•/  y=o    %f  9=0        \*J  ^=0  */  9=arc(co«  =  ^)) 

§.  3. 

Wenden  wir  uns  nuo  zur  Integration  der  Gleichung  1) 

(r^— art^cosg^+O 
Theil  VII.  13 
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Dieselbe  wird  sich  aiisfuhreD  lassen,  wenn  man  iroStaade  ist, 
den  Werth 

 1  . 

in  eine  nach  Potenzen  von  cos  9,  oder  noch  besser  in  eine  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  ip  geordnete  Reihe  zu  entwickeln. 
Denn,  wenn  man  hat 


(,Ä_2iT'cos9+r''^) 

ö(»  wird 


r=z  A  -^B  COS  qf-i-CcoB^fp-^D  cos3qp-|-.... 


r^i^ cos q)        _  i  Ar ^  Br cos Cr cos2(p  \  Dr cos  dq>>»» 

— -^r'cos^  —  Är' cos  g) .  cos  g) 


(1.2 _ 2rr'  cos  cp  -|-  r'^)'^     {  —  Cr  cos  2<p .  cos  q>... 

und  wenn  man  hier  überall 

,cos|i9 .  cosy = 4  cos  (p  +1)  9  +  4  cos(p — 1)9 

setzt,  so  erhält  mau 

 r-rcosy  _  iAr-^iJSr^ 

{r^^2rr' cos  tp^r'^)"  A^C 

+  (Cr-^^')cos29 

n/>r-^±^')cos39> 
u.  s.  w. 

Mitbin  ist 

d  IF=  crdtp  \  (Ar^  kB/) + (Br  r')co8  9»  ^ 

+(C^  -  ^^-^)  cos2<p + (ör ^rOcosS?)"-.) 
also  das  Integral 

A4-  C 

W=  er  {Ar — iBr)  9  +  o-  {Br  sin  <p 

+icr  (Dr-^^ysin39' 
4-u.  s.w. 
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Da  dies  Integral  zwischen  den  GrSnzen 

9=0  und  9  =  2^ 

.m  nehmen  ist,  ho  reducirt  8ich  dasselbe  auf  den  äusserst  ein 
f/Ächen  Wertfi 

welchem  die  Grössen  A  und  B  uocb  bestimmt  werden  mCissen. 


.  4. 


Die  Bestimmqng  der  (  'h^Hk  t(  nteu  A  und  H  geschieht  durch 
Ausführung  der  Cntwickeluiig 


(r*— 2jT'cos9+r'*)  »=-4+Äcosy+Cco829+...., 

rofrhe  am  .sclincllsten  nach  dem  binomischen  Lebrsatzo  imtl  den 
»kannten  Ueihen  für  die  Potenzen  der  Cosinus  sich  ausfübren 


rraite  du  caicul  diff^rentiel  et  du  calcul  intdgral. 
L  112.  ff.  mir  als  Wegweiser  gedient  liat. 
Bezeichnet  man  VTZI  durch  i,  so  bat  man 


cos9»s= 


wo  e  die  bekannte  Bedeutung  hat.   Dann  ist 

4)  r«— 2iT'coS9+r'»=r«-r/(e^  +  «""'^)+r'« 

=  (r-^rVV)(r— 

=  (r  — re  ' )  (r  — -rc     ^  ). 

Nehmen  wir  zunächst 

ia^2n''cos9+r'2  =  (r— rVä^Xr-^r'e!''^). 

dann  ist 

(r«— Sit'  cos  9)+  r'«) = (r-  rV»^)  -  .  (r  -  r  e  "  "  "* 
and  dun  nach  dem  binomischen  Lubrsatze 


m(m-fl)(m  f2)  /r »  3*9  , 


13* 


4. 
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+  17273  W 

Miiltiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  und  setat 
man  in  dem  Resultate  überall  wiedei  e'^^+e"*^  =  2  cos  9  und 
e'"y+c""'"^==2cosp9,  so  erhält  ma« 

(-1-  Pees  2qf-^Q  cos  39  4-  i2  cos  49..«. 

uo  die  Coefficienten  P,        i2        nicht  entwickelt  (dnd,  da  wir 

ihrer  zu  unserer  Aufgabe  nicht  bedflrfeo.  Bezeichnet  man 

die  Reihe  l  +  m^.(^-j  {j.)  «  - 

(  u,  die  Reihe2(«t  .  j  'S^ijJ"^'^''^' 

r 

SO  hat  man 

(r2^ 2rr'  cos  y + r   ~ *»  =sr ""^'^  { « 4- /? cos  9.. .  | , 

und  da 

(r2 — 2rr'  cos  9  +  r'^)""  ^ = -4  +  ^  cos  9  +  Ccos  2y .. .  . 
sein  sollte,  so  bat  man 

wenn  mau  in  den  Reihen  6)  statt  m  den  Werth  i  sabstftnM,  nnd 
tt  und     dann  berechnet.   Sobald  aber  -  nicht  ein  sehr  kleiner 

Brach  ist,  convergiren  die  Reihen  in  ^  nur  langsam,  wesshalb 

man  so  unmittelbar  nicht  zum  Ziele  kommen  kann. 

Jene  Reihen  convergiren  nun  viel  schneller,  wenn  man  lo 
denselben 

setÄt  ,  mithin  {r'^^^rr  cos (p  +  r  '^V^  Hai- ß^osrp....)  gewinnt. 

Könnte  man  aus  den  Coefticienteu  dieser  Keihe  die  Coefficien- 
ten der  Entwickelung  von  (/  ^ -2rr' cos  (p+r'^)"  *^  herleiten,  so  würde 
die  oben  erwähnte  6chwierigkeit  vermindert  sein. 
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Dies  wird  aicU  tliuu  lassen,  vveou  mau  aus« 


—  m  — ^2«! 


ieizuleiten  weiss: 

sodass  mau  ,  ,  y,....  als  Fuiiclioiien  von  «,  y....  erhält. 
^Üeoii  alsdann  kann  man  auf  tlieselhe  Weise  v<»ii  — (wi-f  1)  zu 
>(m4-2)  übergehen,  mithin  vun  ä  zu  i— ^1,  von  da  zu  4 — oder 

•j.  Nun  ist  aber 

inithiu  auch 

^  ,  _  ^  r-'^"Hc^  f /3cosy4  ycos2y...) 
r»(»f  1)  K  +  A  cos9+yi  cos  29?...}=  ^2:::2iTC0»9+r*  ' 

und  wenn  der  Nenner  weggeschafft  \\  'n\\ : 

t-«  l«|  (r»+:ri«) + A  (r*+ri«)  0069-^^  (i^+n*)  cos  29?.... 

— 2airr'  cos  9 — 2ftrr'  cos  9C0S  q>^2yiT/  cos29»co6  9)....} 

Setzt  man  io  dieser  Entvrickeluog  statt  cos ^^9.  cos  9  seinen  Werth 

1  cos  (p  + + 4  cos  (p^l)q>, 

UDd  bringt  juau  dann  alle  Glieder  auf  eine  Seite,  so  erhalt  man 

(«i(ra+r'-^)-ftrr'-A) 
+  (ßi  (^^  +  ^"^)  —  2ofi  rr  —  yi  rr '  —  r'^ß)  cos  g> 
+(n  ftrr'— ^itr'— r2y)cos29 

-|-u.s.w.=0. 

Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  Coefficieiitcn  o(| ,  ßi,  •  •  •  •  die 
(fiftichungen 

U.  8.  W. 

^vuch  deren  Auflösung  man  erhält : 
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10,  ^  ft('-^+r"')-a%>r'-r«g 


rr 

O.  8.  W. 


Es  k5onen  also  die  Coefficienten  ß^,  Yi,  öi..,,  der  Entwlcke* 
long  von  (r*— 2lr/co89+r'*)-i»+»)  «liircn  die  Coeffideoten  der 
Entwickelung  von  (r*— 2rr' cos  gD-l  ?'^)—"*  ausgedrückt  «  erileu,  weoD 
nur  tler  erste  der  g  e  s  u  cli  t  e  d  (1 '  o  c  f  f  i  c  i  e  ri  t  e  n ,  n  ä  m  1  i  th  er j , 
bekannt  ist*  Die^eo  zu  erjuitteio  wird  mio  unsere  Däcftiste  Auf- 
gabe seio. 

§.  6. 

KuDtitcTi  wir  die  Ri'laflon  finden,  welche  z^vischen  den  Coeffi- 
cienten «,  ß,  y,  S.,.,  der  Entvvickelung  von  (r*— 2rr  cos^  +  r  ^)~"* 
besteh f .  so  tmhss  diesolbp,  nach  Substituirung  von  w+i  statt  m, 
auch  i;i'lten  lür  die  CoelticientcMi  cii  ,  .  ,  öi..,,  der  gesuchten 
Jjiitwickcluog.  Liesse  sich  z.  li>  y  durch  a  und  ausdrücken,  so 
hätten  wir  aucli  yi  durch  und  ausged rückt ,  und  da  auch  die 
Formel  10)  uns  yi  FuDction  veo  ai  und  ßi  liefert,  so  giebt  uns 
die  Gleiclisetzuog  dieser  beideo  Werthe  von  yi  den  A^rth  des- 
Coeffici enteil 

iNeliitieii  w  ir  nun,  um  jenen  Zusammenbang  zwischen  den  CoelU* 
cienteti  u,  ^,  y.,„  aufzufinden^  VOD 

(r* — 2it'  cos  ^ + =y~«w(a-fj5  cos  9)  -f-  y  cos  2^..  .•) 

die  TiOgaritbmeu«  uml  darauf  das  Differential  nach  q>,  so  kommt 

;cunuch6t 

2miT'siny  /3  si  n  y  -|-  2y  sl  n  2y  -f*  3  J  sin  3y».  ♦ 

t*— 2rr  cos  9 + r  *    o + jJ  cos  <p-\-y  cos  2^ + d  cos  S^../ 

Wenn  dann  die  Nenner  weggeschafft,  statt  sin 9. cos />9  und 
statt  c(>s(p  .s'mpq)  ihre  Werthe,  nämlich  l  s'm  (p  \^l)rp~]  s\n  ( p—l)(p 
und  i  sin(/>  ~|  J)g>4-4sin(/>  —  l)^,  gesetzt,  und  alle  Glieder  aul 
eine  Seite  geschafft  werden ,  so  erhalt  man 

|2ihit'«— (m— 2)rr>— (r«+r'*)i3|siD  9 
+ (iwrr'/J— (m— 3)rr'd— 2(r»+r'«)yl  sin  2^ 

+  Psin39D  I  QsiuA(p'\-,..^0* 

Der  Coefficient  von  sing),  den  wir«  wie  die  übrigen,  gleich 
NuU  setzen  müssen,  liefert  uns 

2jfiiT'«— (r^+r«)/? 

\  ( ifanscbt  man  m  mit  m-f-l  und      ^,  y....  mü  «j,  /^i,  yi«*»» 
hat  mau 
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13)  ^^!L±l)JTfiii(!f±!^ 

f  '1  (m— 1)]t' 

Setzt  man  Dun  die  beiden  Werthe  von  fi  in  10)  und  13)  gleich, 
80  erhält  roao  eine  GleichtiDg  für  oi ,  |3| »  und  aus  derselbeD 

Allein  es  war  nach  9)  auch 

ft="*  , 

folglich  kann  man  beide  i^Ieich  setzen,  inul  erUiilt  eine  Gleichung, 
in  der  ai  die  einzige  Unibekannte  ist.   Daraus  ergiebt  sich 

ttnd  weno  dies  berechnet  i^t,  aus  9)  oder  14)  auch  ßi.  . 

§.  7. 

Nun  verführe  man,  wie  §.  5.  schon  angegeben  ut^  indem  man 
auf  dieselbe  Weise  von  der  £ntwickeluQg 

(i*— 2rr'co8  (p  +  r'^)  -  1)  =:r-  «("•^-  D  [a^  +  cos  qp+yi  cos  | 
2U  der  Entwickelung 

(r*— 2rr'coS9  +  r2)-("»+2)— r— ^('»+2)|t^^_j_^^cos9+yjsCüs2qp...j 
übergebt.  Man  erhält  nach  Analogie  von  15),  9)  und  14) 

wirft -!-(///  +  t)  (r '  +  r'-^)ai 

17.  .  ^(i^±rV-«i»^ 
ifi^  4(m4'l)rr«a+mt^A 

In  unserni  Falle  sollte  nun  7n  =  —  l  gesetzt  werden  >  damit 
tn-f  2=1  werde,  und  aus  der  fiotwickeluog 

2rr  cos<p  f  r^)^~r(«| /3cos<;p4  ycos2(3P...)  V 

die  £ntwickelung 

(r* —  irr' cos  9  +  r'^)   *  =  r   '  («2 = Ä cos 9  +  y» cos  29?...) 
hervorgehe. 
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Führt  mao  dies  aus,  so  erhält  man  aus  15)  u.  9),  16)  u.  17) 


2r/ß  \  (r-  \  r"~)a  "  . 

1=  .  l  U 


 s?  • 

Jetzt  braucht  man  nur  in  den  beiden  letzten  Werthea  überall 
statt  ,  die  durch  die  beiden  ersten  Fmiiieln  gegebenen  Werthe 
zu  substituircn  und  die  Reductionen  ausznfiShreD,  um  folgende» 
sehr  einfache  Werth«  zn  erhalten:*  , 

ccr^  * 

^'^)  fia—  (y2^/a^* 
BiS  sind  mithin  von  der  Entwickeluug 

22)  (r* — W  cos  9> + r  2) "~  * = r  ^  ^  {«a + jS.^  cos  9  +  )^  cos  2g) ... } 
die  ersten  Glieder  gelhnden. 


5.  & 

Die  LusuDg  unserer  Aufgabe  hatten  wir  davon  abhSngig  gemacht 
(ci:  j.  3.),  daÄ  für  ^ 


(3.2— 2iT'cos9+r2)» 

die  Keihe 

'  ^+£cos9)>f  Ccos2^.... 

* 

gefunden  würde.  Dies  ist  in  f.  7.  geschehen,  wenn  wir  die  Paren- 
these auf  der  rechten  »Seite  von  22)  auflösen;  mithin  ist 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  20)  nnd  21) 
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Unser  lotegral,  welches  die  Gesamratwirkung  des  kreisförmi- 
gen  Stromes  aiu^rflckt,  war  nach  §.  3. 

dieser  Werth  verwandelt  sich  jetzt  in 

25)  W=2cr^^^. 

Drückt  man  die  Entfernung  r  in  Theiien  des  Halbmessers  r  aus, 
setzt  man  also 

80  verwandelt  sich  26)  in 

Die  Reihsn  aber,  welche  wir  der  KOrze  wegen  mit  o  nnd  ß  bezeich- 
net  haben»  sind 

l  11  113- 

indem  man  in  §.  4.  Nr.  6)  nur  mr= — |  und  zu  setzen  hat 

Für  /?~0,  d.  i.  r'  —  0,   also  für  den  IMitfeljuinkt  drs  krris-  ♦ 
förmigen  Stromes ,  ist  a=l  und  ß=^0,  mithin  reducirt  sich  das 
lotegral  auf 

r  * 

was  der  bekannte  Ausdruck  fiir  die  Einwirkung  des  Kreisstromes 
auf  ein  in  seinem  Mittelpunkte  befindliches  magnetisches  Theil- 
chen  ist  Diese  Einwirkung  ist  nan  ein  Minimum  im  Vergleich 
mit  derjenigen  9  welche  alle  andern  Punkte  innerhalb  des  Krei- 
ses er&hren«  Denn  die  Berechnung  des  Integrals  20)  giebt,  wenn 

wir  den  geiueinschaftlichen  Factor        weglassen : 

für  den  Mittelpunkt  des  Kreises  1,000000 

für  r'=Tiör  dagegen   1,000075 

r'=Ar   1,007572 

r'=TV  •  •  •   1,245620 

r'rrÄr.   .   .   *   3,9256 

r'=r   unendlich  gross. 


9» 
99 


Es  wächst  also  die  Wirkunji;  vom  Mittelpunkte,  wo 
^  sie  ein  Minimum  ist,  bis  zur  Peripherie  des  Kreises 
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coDtlnuirlich,  und  würde  bei  gehöriger  Aonftherung 

an  die  Peripherie  über  alle  Gränzen  hinaus  wachsen« 
wenn  ein  L  o  i  t  ti  n  «r  s  d  r  a  ht  vo  n  unmerklicher  Dicke  einen 
starken  el  et- 1  rischen  iStroni  leiten  könnte. 

Für  ddü  Magnetisiren  ergeben  sich  dann  l'oigende  Regeln: 

1)  Hat  man  nur  Stahlsfäbe  von  eonstanteo  DimeDSioiien  m 
magnetisiren,  so  i^ebe  man  dem  Magnetisircviinder  eine 
solche  Weite,  dass  der  Stab  soeben  in  demselben  sich  hin 
und  herziehen  iässt. 

2)  Ist  die  Dicke  des  Stabes  gerinsjer  als  die  innere  Weite  des 
Cjylinders,  so  bewege  man  den  »Stab  so  in  dem  Cylinder 
hm  und  her,  dass  er  die  innere  Seitenwand  immer  berührt, 
und  lasse  diese  BerOhnmg  nach  und  nach  jeder  Seite  des^ 
Stabes  za  Theil  werden. 

Ferner  i.<ät  aus  dem  Bisherigen  offenbar,  dass  hol  gewuhnlichen 
Electromai^ueten  der  Magnetismus  ili  der  01»erflä(;he  des  Eiseos 
ohne  Vergleich  starker  entwickelt  wird,  als  in  dem  Innern. 


{.  9. 

Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Intensität  der  Einwirkung  eines 
Kreisstromes  auf  einen  ausserhalb  des  Kreises  in  seiner  Ebene 
gelegenen  Punkt  zu  untersuchen.  Die  bisher  gefundenen  Formeln 
Schemen  diesen  Fall  nicht  mit  zu  umfassen,  weil  die  Reihen  für 
a  und  ß  in      8.  nicht  convergent  bleiben ,  wenn p'^i  gesetzt  wird. 

Nmi  sind  wir  aber  bei  der  Entivickelung  von 

(r«— 2rr'cos94-r'»)'"*  . 

in  eine  Reihe  nach  den  Cosinus  der  VielfacheD  von  <p  im  {.  4. 
von  der  Betracbtang  ausge^Mjen»  dass 

r«— 2r/cos9+r*=:  (r— rV^fr— /e~*^) 

gesetzt  werden  könne;  es  wurde  aber  dort  schon  bemerkt,  dass 
mit  demselben  Recht 

•  • 

r* —  2rr'  cos 9 + =  (r  —  rc^)  {r  —  re 

i^esetzt  norflon  h\m).  Man  kann  also  in  der  iranzen  Entwickeluncr 
r  mit  r  vertauschen  und  wird  dies  thun.  wvwn  r'^r  ist,  das  niag- 
notisrhe  Thcilcheu  also  ausserhalb  des  Kreisstromes  liegt.  Dann 
bat  man  zur  Berechnung  des  Integrals 

fF=2cr«(^y— iJ»fO, 

welches  die  Intensität  der  magnetisirenden  Wirkung  angiebtj  die 
Formeln 

OQ.    -1.1  fL\  ^  1.1  /rV  .   1.1, SVA'^ 
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io\  p      —  3fa' 


uud  das  Integral  lumnit  jetzt  die  Form  an 

33)  W=2cr7t,  ^^^l^^' 

r  ^  1 

Setzt  man  jetst  -7=p,  alsor  =~.ry  mit  p  eineo  fiebten  Brach 

IT 

bezeichnend,  so  ergeben  sich  für  a  und  /3  aus  29)  und  JO)  diesel- 
ben Reihen  9  welche  wir'im  §.  8.  Nr.  9^7)  und  Ü8)  erhaltea  haben. 
Man  kann  also  jeden  der  dort  für  a  und  ß  erhaltenen  Werthe  un> 
mittelbar  benutzen ,  um  die  Einwirkung  des  Strome?  nnf  einen  aus- 
serhalb liegenden  Punkt,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte 

.    1  * 

ist,  zu  erfahren.    Das  Integral  33)  nimmt  durch  die  SubstitutioD 

von  -r  statt  r'  die  Form  an 
P 

Die. Ausführung  der  Rechnung  giebt,  wenn  wir  wieder  den 

gemeiDschattliciien  Factor  weglassen: 


für  p:^0,    also  /  =  oo    die  Grösse  der  Yertheilung = 0, 
f»  P^rhn»   »9  r— lOOjr  „      „         >,       =— 0,OOüüOUÖ 

„  p=h9    «  /=10r    „     „     „        „  =—0,0006056 

„  P'^r^y    y>      2r     „     „      „         „  =—0,08622 
«  p  =  Yo>    »  r=^ilr    „      „      „         „  =^—2,227. 

Das  negative  Vorzeichen  deutet  an,  das^  die  Pole  des  mag- 
netischen Theilühens  ausserhalb  des  Kreises  die  en^gengesetzte 
Lage  haben. 

Besonders  beTnorkoris^  erth  ist  die  Ver^Icichung  der  für  r'=0 
und  r  — 2r  gefundenen  W  erthe,  wonach  die  Einwirkung  eine^:  Kreis- 
stromes auf  einen  um  deri  Radius  von  der  Peripherie  entiernten 
ausserhalb  liegenden  Punkt  beinahe  9  Procent  derjenigen  Wirkung 
beträgt,  %velche  def  Mittelpunkt  des  Kreises  erföhrt. 


10. 

Ich  hiiiie  das  Integral  noch  iiir  einise  andere  Werthe  von  p 
berechnet,  und  lasse  die  Resultate  in  Verbindung  mit  den  §.  a 
und  §.9.  gegebenen  hier  folgen,  indem  Ich. die  Entfernung  r  als  Ab- 
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stand  vom  Mittelpunkte,  den  von  dem  Factor'  —  befreiten 

Werth  des»  Integrale  als  magnetische  \  e  r  t  Ii  e  i  1  u n  g  bezeichüe. 


Abstand 

Magneti>iche 

vom  >nttfMp?inkrr. 

\  crtnfilttnLT. 

0 

1 

1,0076 

1,0268 

"  Ar 

1  0731 

tu* 

1 1413  ' 

TO» 

1  2456 

1.4105 

1  6922 

Ar 

2  2%Q 

TO» 

3  9256 

§ 

iifipnrllirh  finroi 

ihr 

—2,227 

—0,7896 

nr 

-0,3621 

Ur 

—0,1776 

2r 

-0,08622 

2\r 

-0,03891 

-0,01502 

5r 

-0/)0419 

lOr 

-0,00051 

I 


Allgemeine  filätse  für  eine  Vheorle 

bölieren  Differential -duotienten. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlomilcli, 

FviTaldocenCen  an  der  IJnivenikät  sa  Jene. 


Man  kann  von  der  Theorie  der  höheren  Dilferenzial- Quotien- 
ten ohne  Uehcrtrcihung  behaupten,  dass  sie  den  unvollständigsten 
Theil  der  Differenzlairechnung  bildet,  weicher  einer  B^^nduog 
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aus  allgemeinen  Principicn  norfi  i^änslich  entbehrt  In  der  Thal 

Ut  fiir  «iM'selbe  bis  jetzt  weitor  rfirht«  geschehen»  als  da«8  man 

eine  Partie  ganz  specieiier  Fuoktiooeo ,  wie  z.  B.  i 

1  X  ^ 

,etc. 


behandelt  UDd  bald  durch  dieaen ,  bald  durch  jenen  Kanstgriff »  wie 
ihn  eben  die  Natur  der  Funktion  Zulleys,  die  Form  der  höheren 
Diflferenzial- Quotienten  bestimmt  hat  Diese  Betrachtungswelae 
bringt  aber  den  Nachtheil,  dans  man  zu  keinen  allgemeinen  Geset- 
zen gelangt ,  die  alle  solche  Funktionen ,  ^reiche  die  Veränder- 
liche auf  die  nnniliche  Weise  enthalten  (z.  als  Quadrat,  als 
Exponent  von  e  etc.)  gleichförmig  anwentlbar  u  aieii.  —  Der  hier- 
aus entspringende  Mangel  an  Zusammen hauj"  lä^^t  sich  nun  da- 
durch beseitigen ,  dass  man  die  Differenzial-Quotienten  sehr  allge* 
meiner  Funlctionen,  wie  z.  B. 

welche  die  o])engenannten  Ausdrücke  als  spezielle  Falle  enthalten, 
zu  entwickeln  versucht.  Der  Anfang  eines  solchen  Calcfils  sähe 
etwa  so  aus: 


i 


u.  a.  f.  *) 

Ebenso  leicht  tiodet  man 


*)  Die  Symbole  J'(x^)y /"(pc^)  etc.  l)*  /<  i.  lH  ICH  hier,  dass  maii  erst 
der  Fanktion  f  eine  Veränderliche,  etwa  j  ,  leihen,  nach  dieser  schlccht- 
km  (all  wire  «e  nnabhängig)  dlfferensiren  nnd  nach  geadiehener 

l^iffercnziation  ^==»^  sctzeti  «olle.    So  wäre  z.  B.  für/(>')=/y, 

^ /'(y)=-:^  ™*  /(»^)==-l»  /  V)=---XTr,  ctcweraui 
4<r  Sbn  jener  Bexelcbnong  völlig  erhellt. 
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Q.  8.  W. 

Es  ist  nicht  schwor,  dio  allc^emoinc  Form  zu  entdecken,  unter 
welcher  diese  GleicbuDgea  ätebeo*  Bezeichaen  wir  nämlich  mit 

n       n       n  n 

coDstaote  Coeffizieoten,  so  ist 
und 


(1) 


] 


(2) 


wobei  natürlich  die  Coeflizienten  A  in  der  zweiten  Gleichung  an- 
dere Werthe  haben,  als  in  der  ersten.  Aber  eben  diese  Werthe 
zu  finden 9  ist  das  »Schwerste  an  der  ganzen  Betrachtung,  da  die 
Rekurstonsskale,  welche  man  leicht  ffir  die  'Coe0iadenten  verschie- 
dener Ordnungen  finden  kann »  zur  independenten  Bestimmung  der- 
selben nicht  ausreicht.  Darch  eine  eigeothündiche  Methode  indes- 
sen ist  es  dem  Verfasser  gegluckt ,  diese  Schwierigkeiten  zu  heben 
und  die  Resultate  seiner  T^ntersuclmniren  sind  die  folgenden  tSätie^ 
denen  ihre  syntbetiscbeo  Beweise  folgen  mögen« 

L  Lehrsatt, 

.  Für  die  Bestimmung  irgend  eines  iu  der  Gleichung 

fl 

vorkommenden  Coeffizienten  Ap  gilt  die  Formel 

rfej ^  (p*)«-(p-iA)»Pi  +  (n^Up% — dt ^tfij^ii  w 

wobei  «tc.  die  Binomialkoeffigiepten  des  Expo- 

nenten jp  und  (pX)n,  (p^iX)n9  etc.  den  jedesmaligen  nteo 
Goeffikienten  der  Ezponefaten  pX,  p — iX,  etc.  bezeicboeo. 

Beweis. 

Da  die  Formel  4)  för  n=l  ein  Resultat  liefert,  welches  mit 
der  früheren  direkten  Formel  lifo  - übereinstimmt»,  so  habeo 
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wir  blos«  zu  zeigen,  duss  dieselbe  für  die(it-f  l)te  Ordnung  gilt,  wenn 
sie  fnr  rlio  nie  richtig  ist.  Differerjziren  wir  zu  diesem  Zwecke 
die  Gleichung  (3)»  in^eia  wir  sie  in  der  Form  von  ^tr.  (t)  beoat- 
zen,  so  kämmt  , 


imil  weoii  wir 

n  «  «-l-l 


Sberhanpt 


setzen. 


n  R  n-f-t 

(jiA— i^XAp-i=Ap  (5) 


\  erniüge  der  Gleichung  (5)  ist  hier,  wenn  die  Werthe  fod  Ap 
und  Ap-t  tiiacb  Nr.  (4)  entwickelt  werden, 


1.2.. .7t 


oder 


>A  —  71 


P 
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Nun  ist  übeihaapt 

Nimmt  man  nun  in  der  Gleicliuns  (7)  je  zwei  untereinander 
stehende  Glieder  nach  dieser,  Formel  fiSr  ^=0»  1»  2^*...  zasammen, 
so  ergiebt  sich 


Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  (4J  n  +  1  für  «,  so  erh&lt 
da«  Nämliche;  es  gilt  also  das  JBildan^sgesetz  der  Coeffizienteo 
filr  die  (n-|-l)te  Ordnung,  wenn 'es  för  die  nte  richtig  ist,  w.  z. 
h*  w. 

Anwendungen. 

Setzt  man 


l;p  =  1.2...?^((/>;l>tt— (|i-U)»pi  +  (p-2A)„/?a— ...1  (8) 
so  wird  nach  (4) 

«  1  " 

folglich  nach  (3) 

unter  weicher  Form  das  Theorem  zu  den  eiegaotesten  ^nwenilu/i' 
gen  führt. 
1)  Es  sei 

so  wird 
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folglicb 

r 


Brillen  «rir  diess  in  der  Gieichmig  (9)  (ür  p  —  l,  '2,  3,*.*n  Iii 
ABircudnog»  so  erglebt  sich: 


9  E« 


Mm  £iiätft  iiüniliuli  für       — 1: 

mui  oaiier  uücU  ISi.  C^ii 
TliBil  TIL 


Digilized  by  Google 


210 

oder  bei  umgekehrter  Aoordnung  der  Reihe 

Femer  findet  man  für  X=+2:  ' 

«      1.2.3...7Z  _ 

und  daraus  für  p=l,  2, •...»: 
oder  bei  umgekehrter  Anordnung 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

+  3,4.  «4 (2a:)«-* +4 .5 .6.«ö  (2:i:)«-  (13) 

wovon  die  in  Archiv.  Thl.  IV.  S.  364.  etc.  gegebenen  FoimelD  nur 
spezielle  Fälle  sind. 

■ 

II.  Lehrsati, 

Ffir  die  Bestimanng  irgend  eiaes  io  dei  Uleidiung 

n 

vorkommenden  Coeffizienten i4p  gUt  die  Formel: 
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t 

Beweis. 

DiflTerenzirt  man  y.w  liehaf  des  Beweises  Ton  n  auf  if-|-i  die 
Gleichung  (14),  so  wird 

^iL^y=      e'/'(e') +24.e2x/^(€')+34i  e3'/^(e*)+... 

+4  ««»/^  (C)  +      03*^»  (^)  4. 

Setzen  wir  dagegen 
tmd  vergleichen  diese  CoefBzienten  mit  den  vorigen,  so  ist 

n(^l  n 

4=1^1. 

^2 = +4 » 

n-f^  Inn 

etc. 

überhaupt  für  ein  ganzes  positives  pi 

Inn 

n  n 

d.  h.  vermöge  der  Werthe  von  Ap  und  Ap^i: 

+  (p-l)«  -  C;>-2)»  (p-l)i  +  (jt,-3)«  (//-!)»  - ....  j. 

Nimmt  man  je  zwei  unter  einander  stehende  Glieder  mit  Hfilfe 
des  Satzes 

zQsammeDj  so  wird  v 

Man  hat  aber  helianntlich 

folglich 

14* 
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und  initUn  «Inrcb  Aavendang  dieses  SstMS  für  p^O,  1,  2...... 

=r-r-itp»+'-(p—i)"<^'/'i  +  (p— 2)"+ '*>»—.-)•••  (17; 

was  das  Naruli«  he  ist.  als  utnn  man  in  der  Formel  (15)  n-\-\  für 
n  tresetzt  hiitte.    Üas  dort  ausgesprochene  BUduDgsgesetz  ist  dem 
nach  richtig. 

AnivendoDgeD. 

:Setzt  man 

ip=/>"-(p-l)»?ii+(p-2)« (18) 

60  wird 

ms  fBr  die  Anweodaag  bequemer  ist. 

1)  Für  f(s)=K'+y).  also  =*f„.^y\-iy 

uod 


«rhalten  wir 


+  ••< 


2)  Ffir  f(if)=^io-i-iif)f^  findet  sicli  eben  leicht 
also  z.  B»  für  fis^l: 
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Mao  kanu  leicht  noch  einen  andereu  etwai«  symmelritichereu 
iLuadmck  findeo»  wenn  mao  in  (20)  n  \  i  Ulr  n  Hizt  uod  bemerkt» 
dass 

igt  Mao  bat  daoa 

Ans  der  Ve^Mehwg  von  (Ib)  und  (17)  folgt  aber 
=J^— (f-l)"  (P-l)i + iP-^  - . 

i^'4'=i»--(|i-i)'(#»-i)*  Hp-^r  (p-ik-- 


(23)  Ht  M  ttr       kkrivdk  b^rtiBwitf  WmIIw» 


1  1 


SO  ^Btbfilt  Juan 

.  016) 
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Die  Gleichunpfeii  (25)  nnd  (20)  stiiiiuuMi  mit  deo  Ue^ultateu  de« 
Herrn  Malmsteii  *)  übeieiii,  ueiiti  man  statt 

II 

p,  Jp 

.  if  a, 

eri^cheincii  hier  aber  mir  aU  4»j»e/jelle  Falle  der  ailgeineinereii  For- 
mel (14).  Man  kann  ebeosfo  leicht  die  vod  Laplace  und  Enler 
entivickeiten  Formeln  nu»  denselben  ableiten.  Für  die  weitere 
An^führiing  diesen  Gegenstandes  verweise  ich  anf  mein  bald  er- 
scheioendes  Jtiaudbuch  der  DifferenKiai-  und  Integrai-liecbnung. 


Uebungsaufsalben  für  Sebiiler. 


Wenn  ein  Kreis  und  eine  Ellipse »  deren  Gleichungen 
(.r-«)«+(y-/})«=.*uml  (0-i.(ff=i 

s!ft(] .  sich  in  vior  Punkten  schneiden,  so  ist  das  Produc.t  der  Fnl- 
iernun^en  der  vier  Diirch.schnittspunkte  von  <lcr  ilininfaxe  der 
Ellipse  Jederzeit  eine  constante  Grösse,  uajuüch  der  Grösse 

gleich. 


Die  Gleichung  einer  Parabel  zu  finden,  wenn  zwei  berührende 
Linien  derselben  als  Coordiuatenaxen  angenommen  werden. 


Wenn  \on  eirtem  ausserhalb  eines  Kreises  lieg;endeu  Punkte 
P  zwei  Tam;enten  PA,  PB  an  den  Kreis,  und  eine  dritte»  den 
gegen  den  Punkt  P  concaven  Bogen  AB  in  C  schneidende  gerade 


*)  ArchiT.  Theil  VI.  S.  45.  .und  Theil  III.  S.  41. 
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Linie  PC  ^ezogeu  sind^  so  schneiden  sich  jederjceit  die  durch  C 
an  den  Kreis  gezogene  Tansente,  das  auf  die  Linie  PC  durch 
ihre  Mitte  errichtete  Perpendikel  und  die  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Tanseiiten  PA»  Pß  gesogene  gerade  Linie  in  einem 
und  demiselben  Punkte. 


Wenn  man  eine  Reihe  Gleichungen  von  folgender  Form  hat : 

u.  s.  w. 

einen  aifijcnuMne»i  imlependenten  Ausdriu  k  der  Grösse  rinf  i  zu 
linden»  und  überhaupt  eine  weitere  Untersuchung  der  Reihe 

Ol»  O'i»  ^3*  "4»  ••••  <'»-f-l  »  •••• 

anzustellen. 


Die  8ijiiime  der  Quadrate  der  Cosecatitpn  der  drei  von  den 
Spitzen  eiue.s  sphärischen  Dreiecks  aui  die  i^egenüfjerstehenden 
Selten  desselben  gelallten  Perpendikel  ist  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Cosecanten  der  Halbmesser  der  vier  Kreise  gleich» 
iirelche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  (oder  deren  Veri&ngerungen) 
berfihren. 


Man  soll  durch  gewuhnliche  Buchstabenrechnung  beweisen,  dass 

+ AB  (psi  —      ±  rr/i  T  spi)' 
Ist,  dass  also  das  Product  zweier  Grossen  von  der  Farm 

p^+Aq^^Br^i^ABs-, 

wo  A  nnd'B  constante  Grössen  besekhnen,  immer  wieder  eine 
Grosse  von  derselben  Form  ist.  FOr  A^l  und  B^i  Ist 
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+  dt^^'i)* 

d.  b.  das  Prodnct  zweier  Sommeo  tod  vier  Quadraten  ist  wie* 
der  eioe  Summe  von  vier  QaadrateD.  Bloss  zur  Uebiui|c  erster 
Anfiioger  in  der  Buchstabenrechnung  werden  diese  langst  bekamt* 
ten  alär  wichtigen  Satze  hier  wieder  anfgenommeii. 


Arithmetischer  Satz. 

Es  ist  immer: 

^         ab  ba 

^"ii(a+^)"*'6(6+a)'  ^ 

.   abe  acb 


 bac    bcn  

ciif)  cba   


1= 


+ aiß^)  (a^b^d)  (a^b^d^c) + 6(6+ii)(Hfl+«0  (b^-^d^) 

aebd  h(  ad   

+  fl(a+c)  (a+c+6)  +6(6+c)  (Hc-f«+rf) 

 bcda  

+  a(o4-<0             (a+rf+M^) + b(b^{byL\a)  (6+<i+a-N) 
 qifeft   bdea  __ 


ca<?6  dach  . 
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 c^ifht  dbid   

 cflab  dcnb 


  alba  dehn  

u.  «• 

Mao  soll  daii  «ich  iiieraus  ergebende  aligemeine  Gesetz  alige- 
■Ho  be weisen. a 


Hlflcellen. 


Der  Akademiker  Cbasles  hat  bei  eioem  BucbhSndler  ia 
ein  handschrifiliclies  Werk  von  Desargues,  einem  der 
«■S^seichnetsten  Mathematiker  des  ITten  Jahrhiindetts,  aufgefun- 
den: BrouilloD*projet  des  coni^ues* 


Acad^mle  des  scienoes  de  Paris. 

(S«an«e  da  21  jnillet  ISIS.) 

Geometrie.  —  M.  (  hasles  lit  une  nute  sur  quelques  pro- 
pii^t^  des  arcs  de  la  lemniscate. 

La  lemniscate  est^  comme  on  sait,  le  Üeu  des  pieds  des  per- 
P<^ndiculaire8  abatssiSes  du  centre  d'une  bvperbole  ^uilat^re  sur 
le«  tan^entes  a  cette  courbc.  En  outre,  les  rayons  vecteurs  de 
lemniscate  ot  de  l'Tn  |>erh()!e  is<«;ns  du  centro  commun  des  deiix 
courbes  et  ile  lueiiie  directiori  out  h  in  produit  eotistaiit.  Ces  deux 
piopt'niitttH  de  la  lemniscate  sont  comme«  aii»s>i  que  la  suivante  qu'il 
<8t  necessaire  de  rappeler:  Le  rayon  vecteur  ou  sa  normale,  menes 
ptt  UD  point  de  la  lemniscate,  deternünent  sur  Thyperbole  deux 
Kuits  qni  sont  situ^  sur  une  mtae  ordonnde*  e*est*ä-dlre  que 


A 
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le  poiiit  oü  la  normale  toiuhe  I  hyperhole  est  ftur  la  iiienie  onlon- 
nee  que  le  point  oü  ie  rayon  vecteür  rencontre  I  hyperboie.  —  Cela 
posä,  les  fayons  Tecfearo  men^s  aux  extr^mites  d*uD  arc  de  la 
lemniMcate  i^tant  prolonges  compreiroent  un  arc  de  Thyperbole,  et 
len  normaleH  aux  dciix  rayons  vecteurs  toucheiit  THyperbole  en 
(lri?y  points  qui  determineiit  nn  deiixienie  arc  t^iral  an  y>reillier. 
('hacua  de  ce«  deux  arcs  peut  etre  contsidere  roiiiiiu'  le  correspon- 
dant  de  Tarc  de  la  leranlscate.  II  y  a  eotre  ies  urcs  de  la  lemniscate 
et  leurs  correspondanto  aar  Thyperbole  cefte  retation  que  doDoe  un 
calciii  tr^a  simple:  k  deuz  arcs  i^gaux  de  la  ietnoiacate  corres- 
poodent  sur  Phyperbnle  deox  ar«  s  dont  la  differeiice  est  rectlfiable. 

Cest  par  »uite  do  theoremo  <p!o  les  [iropneff»s  dos  arfs  de 
riiyperhole  dont  la  difiererice  est  rettiliuble  dorinent  iieu  ä  des 
proprietes  des^arcs  egaux  de  la  lemniscate.    \  oici  ces  proprietes. 

Quand  deux  arcs  d'une  lemniscate  sont  egaux,  les  normales 
aux  rayona  vecteurs  qui  aboutisseot  aux  exfremitös  de  .ces  arcs 
formetit  un  quadrilatere  circonscriplible  au  cercle.'  —  Etant  pris 
sur  une  lemniscate  jjln.'^ieurs  arcs  e<iatix  entre  eux,  si  par  les  ex- 
treniitf^s  de  chactin  de  ces  arcs  on  mrno  les  iiorniiilos  anv  rayons 
vecteurs  qui  aboutissent  k  ces  points,  et  (|u On  })remie  le  poiut  de 
concours  de  ces  normales,  tous  ces  points  de  concuurs  seruut  sur 
une  hyperbole  decrite  des  m^mes  foyers  que  Thyperbole  dquilatere 
qui  a  'servi  a  former  la  lemniscate. 

Ce  theoreme  foiirnit  une  constractSon  tres  simple  pour  deter- 
miner  stir  la  lemniscate  des  arcs  ^gaux  a  unr  arc  donoä»  et  par 
cousequent  des  arcs  multiples. 

8i  a  partir  d'uri  point  de  la  ienmiscate,  on  prend,  de  part  et 
d'autre,  deux  arcs  egaux  entre  eux >  mais  d*une  largeur  quelconque, 
et  que  par  les  extrmiit^  de  ces  deux  arcs  on  m4ne  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  en  ces  points  /  le  Heu  gik>m^ 
trique  du  ])0!nt  de  concours  de  ces  deux  normales  sera  iine  eflipse 
decrite  des  ntemes  ibyers  que  i  hyperboie  equilatere  corre&pondaote 
ä  la  lenintKcate. 

Par  chaque  point  d  une  lemniscate  on  peut  mener  un  cercle 
tangent  k  bi  courbe  en  ce  point  et  passant  par  le  centre 
Gourbe.  Ces  cercles  donnent  lieu  k  quelques  propridt^s.  ^  Etant 
pris  sur  une  Ienmiscate  plusieurs  arcs  es;aux,  si  par  les  extr^mites 
de  cliacun  d  eux  on  inAtH*  le.««  deux  cercles  tautients  a  la  courbe  en 
ces  püifjts  respectivcnu'ut  vt  {»nssant  parle  centre,  ie  point  d'inter- 
sectiou  de  ces  deux  cercles  aura  pour  lieu  geometrioue  une  espece  de 
lemniscate  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaiss^,  du 
centre  de  la  courbe  sur  une  hyperbole  non  equilatöre.  ^  Etant 
pris  sur  une  lemniscate  deux' arcs  ^gaux,  st  par  kurs  extremites 
oo  mine  quatre  cercles  tangents  a  la  courbe  vu  ces  ]ioints  respec- 
tivement  et  passant  tous  quatre  par  le  ( (.ntrc  de  ia  courijOy  ces 
quatres  cercics  i^erout  tangeuts  a  uo  meine  cercle. 


In  dem  Journal  des  savants.  Mars  ISJfi.  hcfindet  sicli 
ein  Aui'satz  vou  V.  Cousin  über  Roberval,  iiekanntlicii  eiueii 
der  au^xetehnetsten  Mathematiker  des  I7ten  Jahrhunderts,  aus 
welchem  ich  folgende  Stelle  entlehne»  die  vrohl  in  einer  Torzilg* 
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lieh  der  Befiirderuog  des  mathematischen  Unlerrklits  gewidmeten 
Zeitschrift  zweckmässig  eioen  Platz  fioden  dürfte.  Ausserdem 
eDthXlt  der  Aufsatz  noen  manches  andere  iDtereasante,  jedoch  mehr 
in  philosophischer,  als  in  mathematischer  Rücksicht. 

Uoberval,  qui  avait  toute  sa  vie  ]>rofcsse  les  mathema- 
tiques .  avait  ,enij»loye  ses  dennt're.«  annees  dn  r('f1ii>or  ses  cour.^ 
sousienoiiis  (rEleiueiifs  de  seomrtrie.  iS'nis  n'avous  poiut  a  nous  orrii- 
per  de  cet  ouvrage ,  qui  u  a  jauiais  ete  public  et  dont  le  laaim* 
Script  subsiste.  Apr^s  ia  roort  deRoberyal,  en  1675«  Lahire, 
depositaire  de  ses  papiers  et  de  ses  dernt^res  votonttfs^  revit  le 
travail  de  sod  anu,  et  y  mit  une  preface  oü  il  nuus  appreiul 
quel, avait  ete  le  desscin  de  Roberval  tlans  In  oompositinn  «le 
ces  Elements.  Cette  preface  de  I^aliire,  airii-M  (|iic  i  avant -  prouos, 
ecrit  tout  entier  de  Ia  main  de  Uoberval»  >sotit  vraiment  ueux 
,  pieces  interessantes  et  <|ul  iie  sont  point  etraogeres  a  la  philo-' 
Sophie«  Le  bat  de  Roberval  avatt  ete  de  ramener  Ia  f(^ometrie 
an  plas  petit  nombre  possible  de  priacipes  ou  de  d^tiitions,  de 
(lonner  nes  demonstrations  de  toiit  ce  qui  petit  etre  dcmontre, 
meme  des  proposifions  qu'oii  a  coutunie  deconsiderer  romme  inde« 
monstrahles.  J^eiJ»nitz  aus^i  s'est  plaint  souverit  qu  on  n'ait  pas 
ete  assez  lotn  daiis  i  aiialyse  des  [»riitcipes ,  et  il  na  cesse  d'appe- 
1er  rattention  des  geom^tres  phllosophes  aar  la  a^cessU^  de  lais* 
sei'  le  moins  d'hypotheses  possible  dans  les  fondements  des  Scien- 
ces matb^matiques.  Roberval,  avant,Lei bn itz,  eut  la  möme 
peosee  et  se  proposa  de  donripr  a  ses  Elements  de  geometrie  an 
caractere  particulier  (ie  riuiicur  et  d^evidence  philosophiqne.  11 
s'attacha  plus  a  la  solidite  qu  a  1  elegance,  et  travailla  surtout  pour 
le«  esprits  diflicires.  ,»M.  de  Roberval^^ditLahire^  ayantfait 
profession  des  sa  jeunesse,  d*enseigner  les  math^matiaues  ea  public 
et  en  particulier»  et  ayant  continae  ces  exercices  penaaat  plusieiirs 
annees  et  jtisqii'au  teiups  dVine  vieilles^e  fort  avancee,  Ion  |)eut 
dire  (jiie  Jamals  boiinne  n  a  eu  plus  de  moyens  de  connoitr*'  vt  la 
differenee  des  geiiie.s  qui  s'appliquent  ^  cette  science,  et  quelles 
sont  les  methodes  les  plus  universelles  et  les  plus  assurees  dont 
on  peut  se  servir  avec  succes.  C*est  k  ce  propos  qu'it  noiis  a  dtt 
qiie,  parrai  cette  infiniti^  de  diflferents  esprits  qu'il  avoit  enseignes, 
il  en  avoit  rcmarniie  particulierenient  de  denx  sorfes  qui  Ini  avoient 
doiiiie  hoauconp  Je  peine;  dont  la  preniiere  etoit  de  ceux  i\iü  ad- 
metteiit  les  ]•( (>pn;;itions  avec  trop  de  facilite,  et  qui,  sans  beau- 
coup  »  aiieter  a  examiner  si  les  demonstrations  (jue  I  on  leur  en 
fait  sont  legitimes  en  toutes  leurs  parties,  passent  outres  et 
pretendent  uar  ce  moyen  de  s'avancer;  ^  l'autre«  au  contratre, 
etoit  de  certains  esprits  pointilleux  et  oniniätres,  qui  s'arretent 
partout  et  tronvent  des  difficultes  sur  rexidiration  des'  theore- 
raes  (pie  Ton  demoiitre,  et  meme  sur  Celle  des  premiers  ])rtnci- 
pes  qui  ne  se  demontrent  pas ;  et  qu'ensuite^  apres  une  Observa- 
tion de  pliisieurs  ann^es ,  laite  avec  neaucoup  d*application  sur  les 
succis  ae  ces  denx  especes  d'esprits,  il  disoit  que  les  premiers 
räussissoieiit  rarement  dans  Tötttde  de  la  mathematique »  Ia  plus* 
part  s'eti  degoütant  aisement  avant  que  d'arriver  ä  la  meditation 
des  connoissances  ]ili!s  elevees,  et  que  ceux  meme  qui  continuoient 
de  s'y  applinuer  deveooient  le  plus  souvent  cliimeriques  et  vision- 
naires  dans  leurs  inventions,  iaisant  a  touts  coups  des  paralogis- 
mes  dans  leurs  raisoonements«  et  ne  ponvant  discerner  la  faussete 
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de  ceux  uu  ii.s  trouvoient  dans  les  ouvrages  des  auteurs.  II  ajuu- 
toit  que  la  plus  grande  partie  de  ceux  qui  oot  präteudu  avofr 
trouve  la  quailratare  du  cercle,  le  mouTemeot  perpötuel  et  la 
l'jtion  des  autres  probl^nies  de  cctte  oature,  etoient  des  espiits 
de  cette  premiere  esjH'fi».  II  mettoit,  au  contraire,  dans  la  spconde 
la  pluspart  de  ces  grauds  genies  qui  ont  produit  de  si  liellrs  cho- 
ses  dans  les  mathematiques ,  parce,  disoit-il.  que  cette  hunieur, 
qui  paroit  dans  les  commencemeuts  trop  scru|juleu8e  et  importune, 
venaot  k  8e  meurir  avec  le  temps  et  avec  le  jugement«  se  change 
pour  TordiDaire  en  ce  sein  et  cette  appHcation  studieuse  qa'il 
faut  avoir  pour  bien  examiner  les  raison nements ,  pour  bien  con- 
«nttre  la  nece>?site  de  la  conclusion  dans  les  premi«ses  ,  et  pour 
UV  se  point  laisser  eblouir  au  brillant  de  Tapnareut  o  s|»r(  ieuse 
d  un  paralogisme.  C'est  douc  pour  cette  sorte  d  esprit^  uu  11  a  pre- 
tendo' isomposer  cet  ovnrrage,  dans  lequel  II  a  tasch^  de  s'ezpli- 
qner  d*one  maniere  a  ne  laisser  aucun  doute,  a  applanir  tout  ce 
qui  peut  faire  naitre  des  scnipiites  dans  Tesprit  de  ceux  qui  com' 
roencent,  a  fuir  les  expressions  qui,  pouvant  avoir  divers  sens, 
deviennent  obscures  et  e(piivoques,  ä  faire  le  moins  de  suppo- 
sitions  qu  il  luy  a  ete  possible,  et  ä  demootrer  universellement 
tout  ce  qui  peut  dtre  d^montre,  posant  pour  un  principe  inöbran« 
lable  eD  matbömatiaues  que  rien  n  y  doit  passer  pour  vrai  qui  ne 
soit  dämontril»  s'il  le  peut  ^tre«'* 


In  den  Blättern  für  literarische  ün terbaltun er.  1845. 
Nr.  71«  iNr.  72  und  Nr.  73  Uudeu  sich  in  einem  interessanteD 
Aufeatase  über  Glaudine  von  Tencin  *)  folgende  d'Alembert 
betreffende  Stellen: 

Viele  Biographen .  der  berühmten  Frau  haben  dem  GedScht> 
nisse  derselben  einen  unvertilgbaren  Makel  durch  die  Behauptung 

anzuhängen  gesucht,  dass  dieselbe  den  schuldlosen  Zeugen  ihres 
Verhältnisses  mit  De  st  euch  es"  (rhevalier  und  Provinzial-Com- 
niissair  der  Arlillpric)  „auf  Her  Treppe  der  Kirche  St.  Jean  le 
Kond  seinem  IScblcksaie  preisgegeben;    mit  allen  Zeichen  der 


*)  War  im  Jahre  1681  zu  Grenohlc  g^eborcn,  ward  Nimne  im  Klo- 
ster Montdeuri  bei  (iretiohle ,  iti  >v('Ichrm  jetzt  die  ronj^rrjjfation  der 
üameti  St.  Pierre  einer  ErÄiehunij  junger  Mädchen  vom  Stande  Tor- 
steht,  spater  Chanoinessc  der  Abtei  Neuville  hei  Lyon,  vrarA  später  mit 
Benrillii^ung  des  Pabstes  ihres  Gelübdes  entbunden,  lebte  dann  unter  dem 
ihr  von  den  Parisern  bcipclep;ti'n  Namen:  jolie  chanoinesse" 

in  Piiris  lind  sfarb  als  Marquise  v.  'J'encin  am  4ten  Decembfr  1749  an 
der  Üru&twasscrsucht,  nachdem  sie  an  den,  nicht  auf  ihren  Wunsch,  son- 
dflfn  von  ihrer  Familie  entsendet,  mit  den  Trdataagen  der  Religion  m 
ihrem  Bette  erschienenen  Priester  die  folgenden  Worte  als  ilirc  letzten 
gerichtet  hatte :  „Mein  Vater,  ich  bin  jung  und  hübsch  gewe- 
sen; es  ist  mir  oft  gesagt  worden,  und  ich  habe  die 
Schwäche  gehabt,  es  stets  sn  glauben^  nun  richten  Sie  und 
versagen  Sie  mir  Ihren  Segen  nidit!  —  Dies  war  die  Matter 
d'Alemberts. 


Digilized  by  Google 


221 

VTahrheit  aiugestattete  Documente  rechtfertigen  aber  Cl audio e 
von  Ten  ein  ^e^en  den  Vorwurf  einer  so  vollständigen  Verleug- 
nung alles  iiatiirlH^fiPi)  (iofühls  .  ihm!  der  historisrli  erwiesene  Uni- 
ü»tand  ,  dasfi»  wenige  Ta^o  iiacli  der  Geburt  des  kindes  von  unbe- 
kaunter  Uand  eine  jährliche  Pension  von  1200  Vt.  lür  dasselbe, 
ausgesetzt  war,d,  kann,  sollte  man  meinen,  allein  als  eine  vollgül- 
tige Widerlei^ung  der  ohigen  Anschuldigung  betrachtet  werden. 
£s  scheint,  dass  das  Kind  einem  Polizeicommissair  mit  dem  Attf* 
trasje  übergeben  ward,  eine  Amme  für  dasselbe  zu  suchen,  und 
dass  »ripser  es  bei  der  Frau  eines  armen  Glasers  unterbrathte. 
welche  es  erwieseneniiaassen  mit  der  Znrtlu  likeit  einer  .Mutter 
aufzog.  Das  Kind  aber,  das,  so  von  seiueu  Aeltern  verleut'net, 
in  der  Hütte  eiues  armen  Handwerkers  ein  därftiges  Afyl  fand, 
uar  bestimmt,  durch  den  Glanz  seines  Genies  das  Dunkel  seiner 
Geburt  zu  überstrahlen;  der  iSohn  Claudinens  von  Tencin 
tLDd  des  Cheraiier  Destouches  war  d*Alembert«" 


Claudine  war  relcli  und  öffnete  ihr  Haus  jetzt  *)  nllrn  lite- 
rarisch und  artistisch  berühmten  Personen'  des  löten  Jahrhunderts, 
ein  Hofstaat,  welcher  den  unvergänglichem  Kigenschaften  dieser 
an  Weihrauch  gewohnten  Gottheit  neue  Huldigungen  n darbringen 
konnte.  In  den  Zusammenkiinften  der  gelehrten  Welt  bei  der 
Marquise  v.  Tencin,  in  welchen  Montesquieu,  Marivaux» 
PiroD,  Duclos  und  viele  Andere  gewöhnliche  Gaste  waren, 
führte  der  ehrwürdige  Fontenelle  den  Vorsitz.  Nur  Eine  Zierde 
fehlte  spater  diesen  Cirkeln,  d'Alembert,  welcher  sich  durch 
seine  Vorrede  zu  der  „Encyclopädie*'  als  einen  der  grössten 
Geister  des  Jahrliunderts  angekündigt  hatte,  d'Alembert,  den 
seine  Mutter  jetzt  aus  demselben  Gefühle  des  Stolzes  zu  sieh 
rief,  aus  dem  sie  früher  ihn  als  hülfloses  Kind  von  sich  gestos* 
sen.  Der  Philosoph  aber  sfrll  auf  die  Anträge  einer  Annähenmg, 
welche  Frau  von  Tencin  ihm  machte,  geantwortet  haben: 
Madame,  Je  n'ai  pas  d'autre  mere  que  la  vitriere  qui 
m'a  nourri'^  Und  d'Alembert  bewies  durch  die  Tbat,  dass 
diese  Worte  seine  Ueberzeneung  waren,  indem  er  die  ihm  von 
verschiedenen  Höfen  und  Akademien  gemachten  glänzenden  An- 
träge von  der  Hand  wies  und  30  Jahre  seines  Lebens  an  der  Seite 
seiner  Adoptivmutter  hinbrachte. 


Einige  Bemerkangeii  über  die  Wörter  Variation, 

variabel^  u.  s.  w. 

Von  Herrn  Doctor  6.  S  1  r   u  ch , 
Lehrer  der  Mathemakilc  sa  Muri  im  Ksnton  Asigan. 

Eniens.  In  jedem  Lehrbache  tiber  Algebra  kommt  ein 
Kapitel  vor  mit  der  Uebersehrift  ^Pennutationen,  Combina- 


*)  Dies  Itczieht  «ich  natürlich  auf  eine  spätere  Zeit  de«  Leliene 
CLaudinen«  in  Pari«. 
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tionen  und  Variationen*^  Was  man  nofer  die8en  Variationen 
zu  verstehen  habe,  ist  jedem  Leser  dieses  Aufsatzes  bekannt. 
l>er  Name  A  ariation  kommt  nhp^r  auch  in  der  höheren  Amlysis 
vor.  Die  Tieiderlei  V  ariatioiien  haben  aber  nicht  das*  Aller2«'riiii;ste 
mit  einander  gemeinschaftlich.  Zuweilen  iindet  man,  dass  laau  den 
io  die  AJgebra  gehörigen  Variationen  noch  ein  Eigeoschaftswort 
beifügt,  und  sie  kombinatorische  Variatiooeo  nennt;  da- 
gegen die  io  die  höhere  Analysis  gehörigen  Variatiooen  bat  maa 
ganz  ohne  Eigenschaftswort  gelassen. 

Zweitens.  Die  Aenderungen,  welche  eine  Ftinkfion  erlei- 
den kann,  sind  von  zweierlei  Art;  denn  entweder  katin  maa  den 
In  der  ^nniction  enthaltenen  TerSnderlichen  Grossen  WertbSnde* 
ningen  .beilegen,  das  ursprQngliche  Wesen  der  Funktion  selbst 
aber  ungestört  lassen ,  oder  man  kann  irgend  eine  Funktion  in  eine 
ganz  andere  Funktion  übergehen  lassen. 

A)  Aenderungen  der  ersten  Art.  Es  sei 

1)  y—tpx 

gegeben,  wo  x  jeden  belicijigen  Werth  aonehmen  kann,  und  x 
gehe  über  in  {x^h)\  so  bekommt  man  ^ 

II)  y-\rDy^tp{x-\rh)y 

und  man  sagt  hier:  ;/  ist  eine  Funktion  mit  einer  Tariabeln 
(veränderlichen)  Grösse.    Man  sagt  noch  ferner: 

a)  Die  Grösse  x,  welcher  man  jede  beliebige  Werthänderung 
(x'{-h)  beiiejB;en  kann,  ist  die  unabiiäu^ge  Variable 
oder  auch  die  absolut  unabhängige  variable. 

b)  Die  Grösse  deren  Werth änderunjg  abhängig  ist  von  der 
WerthSnderung  ist  die  abh&ngige  Variable. 

I     £s  sei  ferner 

ni)  y=(p{x,w) 

gegeben,  wo  sowohl  jc  als  auch  i«;  jeden  beliebigen  Werth  anneh- 
men kann,  und  x  und  w  geben  bezilgUeh  üb«r  in  {x-^h)  uod 
(to-|-ifc);  so  bekommt  man 

IV)  3^  +  %  =  9[(^  +  Ä),(«;  +  Ä-)], 

und  hier  sagt  man:  y  ist  eine  Funktion  mit  zwei  variabel Q  (ver- 
ünderlichen)  Grössen.*   Man  sagt  noch  ferner: 

a)  Die  beiden  Gr5ssen  x  und  to,  welchen  man  jede  beliebige 

Werthänderung  {x-\-h)  und  {w-\-k)  beilegen  kann,  sind  oie 
unabhängigen  VarlaVioln  oder  auch  die  absolut  un- 
abhängig e  n  V  a  r  i  a  l)  ü  1  n. 
6)  Die  Grösse  7/,  deren  VVerthänderung  abhangig  ist  von  den 
Werthänderungen  {x-\-h)  und  {w-^k),  ist  die  abhängige 
Variable* 

Es  sei  ferner 

V)  y=iq^x,u>) 
gegeben,  während  noch  gleichzeitig 

VI)  w=fx 
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bestehen  soll;  so  kafin  hier  nur  jeden  belioliicjef)  Werth  aiineli- 
nien,  clai];e«jen  <]<'r  Werth  den  w  ist  abhängig  vom  Wi'rthe  des  .r, 
weil  Glelchun«i  \  I)  Ktattfindet.  Wena  uuii  a:  iu  übergeht, 
so  Jjeht  Gleichung  VI)  über  in 

VII)   ii>  +  >t=/(:r  +  A), 

dirrrh  welche  Gleichung  vorp:est*hrichen  ist,  \\\(^  die  Worthrnnle- 
nii  i:  /■)  abhünpris  ist  von  der  Werthänderuug  (or-^-A).  Glei- 
chung \  )  geht  über  in 

und  hier  sni^t  man: 

ö)  Die  Grösse  y  Ist  die  abbfinj^ige  Variable. 
6)  Die  Grösse  x  ist  die  absolut  unabhänirige  Variable, 
c)  Die  Grösse  w  ist  die  relativ  unabhängige  Variable, 
ebeo  weil  sie  wohl  Ton  y  unabhSngig  ist,  während  sie  von  . 
X  abhängt. 

Es  ist  unnOtbig,  diese  Betrachtung  auf  noch  ziisaniiTiengesetz- 
tere  Fälle  auszudennon.  Diejenigen  Z^^elge  dor  höheren  Analy- 
sis,  welche,  wenn  die  in  einer  Funktion  belindlichen  Variablen 
eine  Werthänderung  erleiden,  die  aus  diesem  Verfahren  folijenden 
Ergebnisse  untersuchen  und  anwenden  lehren,  sind  der  Differenzen- 
kaikol  und  der  Differenfiallcalkal* 

Aeoderungen  der  zweiten  Art.   £s  sei 

IX)  y^ipx, 
und  diese  Fnnktlon  gehe  über  in 

X) 

Hier  ist 

XI)    jdy=i\fx  —  tpx 

und  den  Ausdruck  Jij  oder  den  gleichbedeutenden  {\\fx — qp.r)  pdegt 
man  Variation  (besser  aber  Gesammtvariation)  zu  nennen. 
Es  sei  ferner 

XII)  ^=f(a:,tr) 

und  zugleich  sei 

XIU)  w^fx, 
so  dass  GleichttDg  XU)  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 

XIV)  y^q^ipc^x). 
Wenn  nun  w=^fx  übergeht  in  , 

XV)  w-k-jiw=Fx, 
so  geht  dabei  die  Gleichung  XII)  oder  XIV)  fiber  in 

XVI)   y-{-         <f{x,  Fx). 

Den  Ausdruck  oder  dpn  gleichbedeutenden  [tfix,  Füc) 
—  9(a:,/ar)]  nennt  man  auch  hier  Variation  (besser  aber  Gesammt* 
Variation). 

Es  ist  iiicht  nöthig,  diese  Betrachtung  auf  noch  zusammenge- 
setztere Fälle  aussudelineD.  Deijenige  Zweig  der  höheren  Analy- 
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sis,  welcher,  wt^nn  eine  Funktion  in  emf»  «lanz  andere  Funktion 
übergeht,  die  «laraiis  folgenden  Ergebnisse  untersucht  und  auueo» 
den  Febrt,  wird  Variatiun^kalkul  geuaiint. 

Drittens.   Ist  es  nun  gleichgiltigy  dass  das  Wort  Varia* 

tion''  schon  in  der  Algebra  und  dann  wieder  im  liüchsten  Zweige 
der  Analysis  vorkommt,  und  so  zur  Benennung  von  zweierlei  Din- 
gen gebraucht  wird,  die  nicht  das  Allergeringste  mit  eioander  ge- 
meinsrhaffMoh  haher)? 

Weiui  mau  das  in  Gieicbuns  III)  vorkonuueiidc  welchem 
mao  die  ganz  willkürliche  WertnSnderung  (tc-\-^)  lieilegen  kann» 
eine  variable  Grösse  nennt :  Ist  es  dann  gut,  dass  man  auch  das 
in  Gleichung  Xll)  vorkommende  w—fx,  welches  in  Fx  übergeht« 
ebenfalls  eine  variable  Grosse  nennt? 

So  gewiss  t's  höchst  fatal  ist,  wenn  in  einer  und  derselben 
Wissenschalt  durch  ein  einziges  Wort  zwei  ganz  verschiedene 
Begriffe  bezeichnet  werden;  so  gewiss  ist  es  nöthijg,  dass  hier 
abgeholfen  .werde.  Wo  aber  abzuhelfen  sei»  dar&ber  kann  kein 
Bedenken  stattfinden. 

Ein  Begriff;  n  elf  bf»r  schon  einem  fn'iberen  Zweige  einer  W^is- 
senschaft  angehört,  kommt  auch  in  ii  spateren  Zweigen  vor; 
dagegen  ein  Begriff,  welcher  erst  einem  spateren  Zweige  anij;e- 
hört;  kouimt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor.  Der  termiuus 
technicus^  wodurch  ein  einem  früheren  Zweige  der  Wissenschaft 
angehörender  Begriff  ausgedrückt  wird»  kommt  also  auch  in  den 
spateren  Zweigen  vor;  dagegen  der  terminus  technicus,  wodurch 
ein  einoin  späteren  Zweige  einer  Wissenschaft  angehörender  Be- 
griff ausgedrückt  wird .  kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor. 

,  Ausserdem  ist  es  Thatsache,  dass  es  viele  Lehrbücher  über 
Differential-  und  Integral •  Kalkül  giebt^  in  denen  keine  Spur  des 
sogenannten  Variations  *  Kalküls  vorkommt. 

Man  thut  also  am  besten^  dem  höheren  Zweige  der  Analysis, 
dem  sogenannten  Yariationskalkul  einen  anderen  Namen  zu  Lieben, 
der  so  gewählt  ist,  dass  sich  liir  die  daselbst  vorkoTunioridpn 
Wörter  „Variation"  und  „variabel"  die  entsprechenden 
Namen  von  selbst  ergeben ;  denn 

1)  Dadurch  wird  in  die  frfiheren  Zweige  der  Mathematik  nicht 
die  geringste  Störung  gebracht;   und  aucb 

2)  I)ieje[ngen  Lehrbücher  über  Differential-  und  Integral -Kal- 
kül, welche  nichts  von  dem  sogenannten  Variations-Kalkui  enthal- 
ten, werden  von  dieser  Namensänderung  nicht  im  Geringsten 
berührt. 

Nachdem  nun  die  Zweckmässigkeit  und  beziehungsweise  die 
Nothwendigkeit>  dem  sogenannten  Yariationskalkul  einen  anderen. 
Namen  zu  geben,  dargethan  ist,  fragt  sich:  welches  Wort  soll 

man  wäh len ? 

Ks  wäre  dringend  nöthig,  ein  Wort  vorzuschlagen. 
Dieses  müsste  aus  der  Lateinischen  iSprache  entnom- 
men sein,  damit«  wenn  dessen  Zweckmässigkeit  von 
anderen  Nationren  anerl^annt  wird,  sie  es  bequem*  aucli 
in  ihre  Sorache  aufnehmen  können.  Ich  habe  zwar  schon 
selbst  ein  Wort  gewählt,  bin  aber  bereit,  ein  zweckm&9sigcrei£f> 
wenn  eins  vorgeschlagci^  wird,  sogleich  anzanehmen.  * 
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Von 

Herrn  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Matliciiiiitik  und  Phjsik  an  der  höheren  Bürgertcbttle 

zu  Sinciieim  bei  Uei^ellierg. 


Dr.  Anton  Müilex  bat  in  seiri«m  Buche  „Die  allgemeln- 
steß  Gesetze  der  s^bärischeD  Polygonometrie  und  die 

aJ^emcinsteri  Gleidbunsen  der  gauchen  Polygone; 
Heidelberg  bei  Grof^s.  ISoiö"  ewischeti  <^pn  Seifen  und  Win- 
keln eines  sphärischen  IJreiecks  19  Gleich nniirn  ruirj^estellt.  Wir 
wollen  im  Folgendeu  diese  Gleichungen  aut  einem  dem  dort  betre- 
tenen ähnlicben  Wege  ableiten  und  dann  zeigen,  dass  eigentlich 
Dur  sieben  Gleichungen  bestehen  und  die  llbrigen  12  aus  ihnen 
iabgeleitet  sind. 

Wir  suchen  im  Folgeiuf^'n  die  nolali-inen ,  die  z^vischcn  den 
ebenen  und  den  Flächenuinkeln  tiiiier  dreiseitigen  körnerlichen 
Ecke  t>e8teben ,  da  von  einer  solchen  aus  leicht  auf  ein  S|ihärisches 
Dc£i«ck  geschlossen  werden  kann. 


5.  1. 

Es  seiPJj^ai^a  (Taf.  Iii.  Fig.  1.)  eine  dreiseitige  körper- 
liche Ecke ;  man  nenne  die  Winkel  AiPA^^o^»  A^PA^=^a,>, 
AfPAi  —  a^;  bezeichne  ferner  den  Neigungswinlel  von  ÄiPA^ 

und  A.j,PA^  durch  a^o^,  den  von  A.2,PA^  \\m\  A^PAi  durch 

und  den  der  Ebenen  A^  PA^  und  durch  (i^Oi,   Mau  nehme 

im  Innern  der  Ecke  willkührlich  einen  Funkt  O  an  und  fälle  von  ^ 
ihm  aus  Senlcrechte  auf  die  Ebenen  der  Ecke;    QO^  senkrecht 
anS  AiPA^l  OO^  senkrecht  auf  A^PAz%   04h  senkrecht  auf 

TkeU  m  16 
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A^PJ^.  Man  lege  durch  OO^  und  OO^  oine  Fhono,  welche  die 
Kante  I"  ^2  schneidet,  so  sttlit  senkrecht  auf  dieser 

Ebene;    desssleichen  steht  senkrecht  auf  der  durch  OOj 

und  OOg;  auf  der  durch  OO^  und  OO3  '^ele^en  Ehene. 

Diese  drei  Ebenen  bilden  abermals  eine  Pyramide.  Ihre  Linien- 
winkel sind  OO.i  =  ISO— n^2,  O.^OOg  =180--ff^?3  ,  OgOO» 
=  ISO—f/jf?! :    ilire  Neigunffswinkei  sind  ^jO^ ^.2=180— Oj,  A^O^A^ 


§,  2. 

T>a  Id  dem  Vierecke  PAiOiAy.  0,A,P  =  ^,  Oj -4^=90, 
A^PAi  —Uli  Ai O1A2  =  160 ^ a|  j  so  ündet  man : 


Dessgleichen 


und 


PAi  —  PJ2  cos  ai  f  yf 2  Oj  sin  </, . 
Ai  Ol  ^  PA^  sin  a|  -  4s  Ox  cos  Hi . 


PA^ = cos  %  -f  ^3  'S'ii  > 
^2  Pa = PA^  sin  «Tg — A;^  cos 

=  PAi  cos  113  -f-  ^1 03  sin  (I9 , 
2I3  O3  =PAi  sin  08 — ^1 03  cos  «Tg  • 


(» 


(2) 


(3) 


i\fnn  liherzeuiit  sich  leicht,  dass  diese  Formeln  auch  gelteu. 
wenn  die  Winkel  ,  «2,  (J3  stuni]>r  sind;  nur  jnuss  man  die 
Linien  PA»,  PA^^,  PA^,  im  Falle  sie  auf  die  andere  Seite  von  P 
fallen ,  als  liier  angenommen  ist,  als  negativ  betrachten. 

Ehen  so  tindet  nian  aus  dem  Vierecke  AyOiOiK^,  da  O0\Af, 
^OO^A^^m,  OiA^O^=a^^,  OiOOa~160— fl^,: 


A^Oi  =  -J^P*  cos  ffji«2  +  ^  ^2  ^i"  ^^i^» 
OOi  =^2^2  Sin      —  OO2  cos 

iJe^ägleichen 

02=*l3       cos  «2«^  +  ^       sin  «2^3  ^ 

00^=  ^3     sin      —  00^  cosii^s 


(4) 


(5) 


und 


^2  Os^i^i  Ol  cos  crj^i  -f  * 
OC^  =  ilj  0|  sin  «jOi  —  O Ol  cos  Ojaj . 


(6) 


Auch  diese  Formeln  gelten  alleemein ;  nur  mIEssten  Linien ,  die 
auf  entgegengesetzte  Weise  fauen,  als  bier  angenommen,  als  oe^s»- 
tiv  betrachtet  werden. 
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Diew  mekm  Fonaeln  sdlra  n»  rar  BerleKong  d«f  gMidileo 
Sitit  diwen. 

Mtw  Mtze  In  (1)  den  Werth  vod  A^O^  tarn  (4),  so  findet  mao: 

^  (7) 

Id  (7)  seile  man  die  Werthe  Ten  PA^  mid  A^O^  wo»  (S)»  so 
erh&tt  D18B ; 


(8) 


PAi=PA^  [cosa4COS«{i+  cos<iiei2^in^'t»iiir/.^j 
+4b  (^[co«aisiDa^^cosffsCos(H^sinai]-|-  00^  sio      slo  ai,| 

+ [sinii]  sio«a-|-cosc4%cosatCos<i^]  —  O  O^sinr^^    c  osiii . 
Mmi  setze  in  (8)  für  A^Q^  und  OO»  ihre  Werthe  aus  (5): 

|illi=/^i^[cosat  cosos  -f-cosn^asiDai  sino^] 

0,  sr  P [üiu    cos  %  —  cos  ai  cosa^ sin )  (9) 

i4C^[siDii|8iQii2Cosa^4cesaiGostf«co8i^seosiv%'~8^va^M 

f  ^  (^[8io4|Siaa^iKi2at-Hos%Gosascos«^a^siQa^3  -fcoaoisins^  c^cosiiaC%]. 

Hierin  setze  man  filr  PA^  und         ihre  Werthe  aus  (3),  so 
erhilt  man: 

^^\='PAi [cosoicosaacosaa  i  «osr^,  r/^Nii^f/^sina^cosaa-f-cosaisiner^cosr/^assina!! 

^cwa^mnoieü» aia^iQo^a^ia^  sinaa-fsinaiSin a^2Sin^^2^a suk%] 
iili  O0[cosa|COsassioi%-i-cosaia2sioaisiafl98iaiis~co6a|SiDatCOSi^«^  (10) 

[cosai  8lnassiB^3--sinaiCosasCOsa^ssina^''Sinirislna7ii^cos<^as]. 

^iO|=:pj^[slii0^cosii9COSii^— cosaicosoi[oftsinirftcosa,4-sinaisiaa9cos«^ 

4-  C05a4cosfir2cosa4cr2cosc7.2^sina3  —  siodi  ^.»^^osaisiaa^OsSUicis]. 
f^i(^[sinaiCos(]^ines— cosotcosa^sinassinos— sinoisinascese^cosas}  (^^ ) 

~C08a2Cuäfi2C0S0],ci2cuäasia9C08f/3  {-.sutü^d^cosajisiiKisasCOäas].   ^  ^ 
i^[«iBiiiaiBa|/uBi^4€esaiOosogeoss^^ai^^ 

15* 

/ 

*   Digitized  by  Google 


228 

Iii  die  Gleichung  (IV)  Mtse  maa  fiBr  ^,0,»  OO,  UireWertbe 
sm  (6),  so  erhält  man: 

-|'CO0iiiCO8iiis8ioa,coBaia^co8asa,*-'8ioiriiitCOSffi8iBasaa8iBa3j 

— slnoi  siiMTsCOsa^  coso^cosr^x  — cosoi  cosa^eosoi  er^coscrsfia  cosoj  Cosa,  « , 

+  cosflriCosfl2Cosaifl48inaaa^siDfl,a,4-coscriSinflicr2COSff2a38iDa3a2j  | 
-|- OOl[8iDalC08as8ina3  8iDa9«rl--H^osalC08<rlaJ|8iD<rsSiDll98ioa»Ol  I 
«-^sinaxäiijr/^cosr/^ajCosasSKiaaax — cotiaiCosa^^cosaia^cosa^aiCosa^fiioa^ai 
-Mino^cosoi  sioHj^sCosassiDa^ — ^siDOisinffssiDa^,  cosa, 

§.  4. 

Eine  Reihe  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  in  entgegen- 

£»esotzter  Ordnung  in  der  Fi'^jr  vorscfi reitet    Diese  GleichaRgeii 
leiten  fiich  leicht  aus  deo  aut'geiiihrteo  ab^  weuo  mau  statt 

respecUre  setst: 

und  statt 

Ulf  (t%9  Os«  Ol (iifii>  ^«01 

setzt: 

As  9  ^9     9  Ofta« ,  a^üi  9  aiOj« 

Setzt  man  diess,  so  wird  man  folgende,  den  frühern  analoge  Glei- 
dtmigeii  erhalten: 

Aus  (1): 

PAi  =zPAi  cos    + sin  a,.  (12) 

«  Ans  (7): 

PAi=. PA  ^  cos  ^«  <^os       sin     -f-  O     sin  a^a^  sin  a».  (1$ 

Aus  (8): 

=       [cos    cos  02  -f  cos  03(12  sin  «ts  sin  a^] 
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Aus  (9): 

Pdi  :^PA^  [cos  flp  cos    -{-  cos  a%a%  «io    cno  a J 
Ans  (10): 

PAi^PAi  [cosa^cosaj^cosoi  -H^osasa,slna»sinaaCosai  -H^osa«8iDiiaC0saL^sioa| ) 
— ^MMur^sinasCOSir^sCos  » j  a  ^  sina^  -f-sinaaslnag^is  sioo^a^^^  ^'i  1 
[cosa,G0«<ia9iD%-|-cosi4a,suiaa8iDa)|8i(i(ii — cosa, sioas cosa^ cos ^ 
-fcosaisina,  cas0Ca3COsaTa,cosai--siDii3s!na^,siDa7a9Cosa ,  ] 
-füO|[cosa«siDassiDaia«^iDa,€08atCosafta»sioata4— siDatsiDa^a^cosatasJ« 


}•  5. 

Aus  den  bis  jetzt  erhalteneu  Gleichungen  kann  man  nun  schon 
das  Folgende  enioebmen. 

Bezeichnet  man,  zur  Abkiirzuu«^,  in  der  Gleichung  (10)  den 
Koeffizienten  von  PÄi  mit  den  von  Ai  O,  mit  ky  den  von  OO, 
mit      so  ist 

PA^^PA^h^Ai^O^k^OO^u.  (10) 

Nnn  haben  wir  aber  Über  die  Lage  des  Punictes  O  gar  keine 
bestimmte  Vorauasetzung  gemacht,  sondern  Ihn  lediglich  im  In* 
tiern  der  Pyramide  vorausgesetzt.  Nehmen  wir  nun  an,  er  liege 
in  der  Fläclie  PAyA^^y  so  ändert  diess  an  den  Winkeln,  die  in  (lu) 
vorkommen,  nichts,  sowie,  wenn  O  in  vorauss^o«;etzt  wird,  nichts 
an  der  Länge  von  PA%  und  A^O^.  Aber  alt»dauu  ist  OO^^O  und 
folgUdi 

PAr^PA^k^A^(hk,  (17) 

Diese  Gl^chuDg«  da  sie  in  einem  einzelnen  Falle  besteht,  wird 
allgemein  bestehen  müssen ,  da  die  in  (17)  und  (10)  vorkommenden 
Imissen  dnrcbaus  die  gleichen  sind.  Setzt  man  alsa  (17)  in  (10), 
80  wird  man  haben : 

cuäfliSiDassina^a, — sinaicosaacosaiiissinaaa^-^sinaisinaiajicosaaas^o.  (I) 

Verlegt  man  nun  den  Punkt  O3  in^i,  so  wird  an  den  in  (17) 
vorkommenden  Winkeln  nichts  geändert,  nur  wird  A^Oi=Q,  also 

PÄ^^PÄ^h,  (18) 
woraus  Asl  und  ans  (17)  AssO  folgt.  Also  hat  man  noeh: 
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—cocogsinaicosai  aaC08a«a>öiDa^-f  -  äiQ«i}6uiaj  atßiXia^a^mxkti,^^    (11) . 

Diese  (Iroi  Gleichungen  drücken   nun  hesiiininte  l^ezlebungeu 
zwischen  Liuienwinkelii  uad  Flächeuvviukelu  der  tlreLseitigea  Ecke 
aü8.  Sie  sind  iais  allgemeiner  Ausdruck  einer  Reihe  yod  Bezleliuii- 
!     g^n  sn  betrachten.    »So  drückt  (III)  Relationen  aus  zwischen 
»  und  den  zwei  dem  ersten  und  letzten  (oj  und  a^)  gecjen- 

üf)erliegenden  Flächenwinl^elD:;  sie  wird  diso  auck  npcli  beatebeo, 
wenn  man  . 

%f  «a»  «»»  ^H'^»  ^'a'^ 

vertauscht  mit 

^»  Pk»  ^9  fhß^9  ^h^* 

Aehnlicbes  gilt  von  deo  andern  zwei  Gleichungen.  ' 

Untersucht  man  die  Gleichung  (11),  sosieV  man  xuerst;,  dass 
der  KoeAizient  von  PJj  Null  ist,  indem  er  aus  (llt)  entsteht» 
wepo  man  die  eben  erwähnte  Vertauschung  vorDimmt. 

Man  findet  dann  wie  oben: 

U=sina|COsa,sinasCosaja4 — cosa^cosaia^sina^cosaia,  sin  a^'         *  ' 
— sinn isinoacosiiaagcosaa cosa^ «rs^cosotcosii^^cosfti a«cosiiaasC084i,co6atSi!  ^ 

4-sina.asCosaisipa.ajCosa»cosa3ri^-fsina,sinassinii2a3sina3ai 

— sinajSina^cosa^^isCO^^sSinaaai — co8r/,cosa.^cosa^a^cot»rtg«,cosrt3siotf,a, 

H-sinaia^cosaisina^,cosa,8ina^^-HbinaisHiatJ9i^2»co8<i^i 

— cosaicosaicosaiaasiooaaacoäasa, — coäaiSAiUt^a^coaa^atHo&a^ai*  . 

Untersucht  man  die  Gleichung  (]jQj^».,8o  cA^ht  illpuiy  d^  epp 
identisch  ist  nach  (U),  (III)  und  (l),  wenn  map'.veiltiiifbcjit«  •  ,  . 

«i»  «fa,  aa>  a^a^^  .  • ,   

mit 


(V 


M  ' 


■  ■ 

'  Diese  Glelehung  siebt  also  nichts  Neues. 

Aus  (lÜ)  folgt  ein  Werth  von  PAi ,  der  dem  in  (9)  gleich  ge- 
setzt werden  kann.  Beachtet  man  die  Gleichung  (1)»  so  eigiebt 
sich  daraus  auf  die  oben  angeftiiurte  Wetoe: 
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coflUsscoBaxCMat-fcosa^aMnaisioas.  (VI) 

-I  sinn^rt^siu«!  öiua^a,.  (VII) 

Ehen  so  findet  man,  wenn  man  die  Werthe  vod  PAx  ans  (13) 
iiii4j||S)  gleich  set^t  «nd  (VI)  beachtet: 

casosassinaiScosiiiSiDa«— cofliTsCosii^slDai.  (Vill) 

*  siDa^a^sinas^sinaiCTa^iniii.  (IX) 

Vergleicht  man  die  Werthe  von  PA^  aus  (U)  und  (7),  so 
ediäit  man  (VI),  (V),  flX) ;  durch  (15)  uod  (1)  aber :  (l),  (VII),  (VI). 

§.6. 

Setzt  man  ferner  in  dir  CleiohTTn^rpn  fl).  (7),  (8),  (9),  ül), 
(11)  die  Werthe,  \vie  sie  iür  die  andere  Folge  iu  §,  4.  beseicbiiet 
u-urdeo,  so  erhält  man: 

Ax  O,  sin  a^'^A^O^  cos    .  (IB) 

AyO^^PA^Äna^ — iisOsCosa^aCosaa— OPt0iii4itatCOSat«  '(19) 

iijO«=:iM8[siQa3C0saa— cosaacosasa^sioaft] 

-|-il«O,[8ina»8in<i^4-C08asaie06diC0Sffs]^OO,8iDasa3C08ai.  (2(1) 

/l ,  0a=P^,[8in«»cosaa-'-cosa5Cosa2a3«iQ»t  J 

-h^«C>i[8iDaX^niisG08aia9-|-co6a»co8a2Cosrf2a3Cosaia«-HBina,a3Cosa3sinaiaMi 
•f O O,  [siDasSino^sina^irKoia^cosa^  .8matff«-fcosa,siQat?,coso&as].  (21) 

^^04=P^i[siDaaCosaj^cosai — cosa;tCoäa2a;(SiDasC08ai-l-sinaaSina2Cosaia«t$iii(it 
4€08agC084^co8a^sOoe«^aftSiä«l^^lol^a^eM  i  ] 

-t- Ol  [8ina,co8as8inffi'-^o8<kaCpsa«'^^siiia98bai*-^  ^  (^) 

-|-OOi[8iDa»sioasSia<iias-|-co8a»co6aaCOsa90»8iDaxafl-|-cosagSiDa^a3COäaxas]. 

^^f>3=r:P^2[siDa|COSaaCOsai—cosa3C08a2a^siDiitCosa|-f-siDaasiDa,cosa|a<|Sinai 
-I-cosasCosasCOäa,a,cosaia2Sin%>-«iDa3iagC06a28inciia2siDai] 

^«ipft  ,i^i  n  efftcosai  ^scosc^i  cosci3a'i^cq9«BCO8o^c<i6at0«<^osiiiäsCO£^  cosa^iti 

-|^sinn2^ -COS«  .^siimi  rf.2cosrt,cosaittj4-sinfl3ßin«2siri«j^«.2sin(^f  j«i 
-fcosa^coso^coäciaa^^siuai  Oasina^Oi -f  cosa^sinft^aacosoia^sinai  J 

~-slii«Ä8in«8C0S«if/2C0«aiSinffirt3— cosaacosaacosoaoacosaiöacosaisincfjrt^ 
-fsin£i2Ci'»cosa^6iiia2f^2C<^^iS>D%tts—siü£ti$ina28inaxa4|Cosa,<f| 
->co8cta  co8asC08ii^a,8iDa|  anCosatf/i^cos^issiDo^cosa^sCoso^'^]. 
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Diese  letztere  Gleichung  ist  nach  (IV)*  (V),  (III)  ideotisch«  gle&i 
also  nichts  jNeues. 


■  §.7. 

Da  die  Flächen  im  Punkte  O  ebenfalls  eine  Pyramide  bifdeiTy 
Ib.  deren  Innerm  der  Punkt  P  liegt,  so  gelten  alle  SStze^  die  wir 
lln  VoTstebenden  ffir  die  erste  Pyramide  abgeleitet  haben »  auch 
fiSr  diese  zweite;  Man  wixd  die  neuen  S&tze  finden,  wenn  man  statt 

•  •  • 

setzt : 
und  statt 

•  iZjf  o^»  a^i        OiO%>      Offtg9  €i^a^ 

setzt : 

180^%^,  ISC^ff^?,,  ,l8ft— a^x'  180— at,  180— a,,  180-^ii^« 

Setzt  nirin  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (1)  bis  (IX),  so 
erhält  man  aus  (I),  (IV),  (IX)  Gleichungen,  die  durch  einfache 
Vertauschungen  zusammenfallen  mit  denen  ^  aus  welchen  «ie  abge- 
leitet jsiud;    iudem  man  Teituui^lit 

/~s  ,*-V 

•         *  «i>  ffaj  «3>  ^'a«3>  ^^a«! 

mit  (resp,) 

«a»  «i^a^ 
^ 

0\»  a^i  a%9  o^a^,  ^lO^ 

«^8»  «1»  flj,  aiffa>  Oj^'a* 

was  man  offenbar  darf. 

Die  6  andern  Gleicliungen  geben  folgende  neue  Beziehungen: 

1=— cosa^OaCOSöTaa^coso,  Oj  'fcoscr2^'i "   ''2  i  r>aaOiC0sa^«ii 
-fcosaiaasin/z^a^oosaiflina^tai-i^cosaga^sina^aa^osa^cosa^sina^ai^  (X) 
-fsinon  cra^inaasina^sina^Of 

« 

0=cos«^aa^B%^ft<*^*^^t^'*  cosiia8in4i|^6b%ii,8ina^ 

-f-cdsc^a^inaaatcosaacosa  ^ai-i-^ina^dacosc/aa^cosaa^^osaacosaiai^ 
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äM^i%aiiK%4«oofla«eo«a^»ii^  l 

suia|C08a|%siDajCosa}<ii&»ina|-f-3io(i]aasin  aaaasiuaacosan 
«oii^cof«SiCMas«ina|Co«fl^4-co8a^8iDiiiCo«at€08a^. 

•-•eoia!|i^=co«a|^c<w  4Mt  »cm  «•  «h      sie  oS«*  (XiU) 

Miiii=eoM^«iB«^aC08aj-H:o8as2ft«iiN^  . , 

•  ^  m  9 

CDsa«8ina^ai=co8axag8ina^ag-fco«cr2a,cosa2siDU2</2.  (XV ) 

§.  8. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  des  §•  6.  die  Werthe,  wie  Si6 
211  Eingang  des  §.  7.  Migegeb«n  worden,  eo  findet  man: 
Aus  (IS): 

AiOi^  00» sin -h^ii 0^^«,^%» 

Scfzt  rn.m  d'u  sen  WertYi  von  ^lO«  dem  in  (llO  gleich,  so  liodet 
ma  die  Gleichuogeu  (iüj  und  (XtV)  und 

■ 

Aus  (19): 

ÄiOi^OO^  ein  0^  —        co84t8€08«%ai-f  ^'^A^t^^^osos'^ . 

Üiess  dem  Weithe  von  AgOi  in  (9)  gleich  gesetzt»  giebt  (Vlll), 
(XIV)  and 

^8lDa|i%coeaieiDo^.  (XVII) 

Aus  (20)  folgt  ein  Worth  von  ,  der,  dem  in  (8)  gleich- 

gesetzt, fahrt  zu  den  Gleichungen  (Viil),  (XV)  und 

tba^iioo2'^/3--cosa8Cosa^cos^<i3:ainii]Sln«Kc4«es/r^  (XVIII) 

Aus  ('21)  folgt  ebenfalls  ein  Werth  von  O, ,  der,  verglichen 
mit  dem  in  (7),  zu  den  Gleichungen  (Vli),  (XVll),  (XN  )  führt. 

Bndlich  ergiebt  sich  aus  (22)  ein  Werth  tob  Ai  Oi ,  der  ver- 
glichen mit  dem  in  Q)  m  (VII),  (XI)  itthrt  und  sa 

C08ai=;sinai'%<^osiii^8ina^i  i-aiüü^sina^a^aoBa^QQBa^ai  \ 
'^n(7^(i^s\mQt^coBa^coBa^i^--'eam^  (XIX) 
*-*6ia    COS  a^Ui  t»io     cos  üiaz> 
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Hieriiut  ist  die  Reihe  dei  UutersuchuQjgen  gesebjQSseD  uod 
als  Resultat  faaben  wir  19  Beilefaungen  erhalten ;    die^  gelt<eD 


.'» 


Bezeichnet  man  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks 
(in  i«ra()en)  mit  a  i  6 ,  c;  die  drei  gegenüberUegenden  Wiokel  mit 
A,  B,  Cf  so  hat  man  statt,.  .  , 

v.-o  ...  » .  1^»     X'    "«»^    '        '     '  -^^  - 

za  setzen  *     •"'»  "*  *  •  •  ' 

und  man  erhSlt  somit  folgende  19  Gleidiungens 

lissinacosösinccQsiB!— cosac.os  Gsin^coSiBsinc 

siniisiii^84cp4i;f^AHcfl>^^ 
-l-sinCcosasinilcosccoSjS-l-siDasinösinilsini? 

-|-cosacos6cos^itt^sioS-|«eos(isi0Coo&^iDi&. 

Daiiiü^siiiCbös^nBeln« eosCroaAsinilliitfBliiD'a 

—  sin  Csiu  Jcosccos/jsin«  -|-  cosCcos^cos^cosccos^siDa 
-  ^-sift^ecmCMniccosiSsinii-t-sinOsinilsiDe^sa       -  '  ' 


(1) 


(2) 


Ossainocos^sincsin^^cosiicosCSsin^sincsinlf 

—  sinosin^cos^ioof  csinJ?  —  cosaco6&cosC76oi,_^^  ^ 
A-smCcosdsliiAcoses'mß  —  sinwsinÄsin/ltds/f 
'  -^cosacos^cösCsio^ctis^^cosasinCcos^cosi?.       :  ...^  v.- 


(3) 


co«a===  sip  (^'f,9^4sifijP,^,§^n^^^^^ 

— fiosl^cos/lcosccosdcosC— 8incoos£sin6cos  C» 


CQS^^sipacos68iDC--cosacosCs'^p6$ipc-— si^asin6Q06^  ., 


—001 

Cha:«oe€ScesÜsitti9— *  ceisiteinCiBln^sIni^  -|-  oesCbini^eoiiccftoi?; 
-|-  sin  Cco8ilco86GOSceo8.9-|--^in  din^sinecos^. 

,  Ibscosacesftcosc^cosC^lnasin^osc-f  eososinftcosilslne  ^ 

t   —  co56sinaco8Ccos4siuc+sinasiDCsin4sinc'. 
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H-<HKSil8itfGcbädeo8C8iiiB-f«änC^D^ni»ifi^.'  - 

«ioJ9siDil---eom!oo6iS'co6il=fliDadn64-cosfl^^  *'   •  ;  (Ii) 

aiüc=coBaHiübco&A^eo9b^äacoädä^  (12) 
sin^ = cos  Csin^cosc  -f  co*i4sin  (>co6/>co9C-|-siD68iDCsiD  C  (13) 

i'  ,   '  * 

cos^sinp=c68asio6,— cosdcoc^Cä^qa. '  V      '      ^  (15) 

— €6sJ9^CÖI(iillOSC-^efNI)68i»>l8iDC.-  (16) 

c«M«au£:?f ciAi8C^iii44-Po^<^snCcoa^  :  -  (17) 

-  ♦  • 

coäc=cosacos6-|-  siD<z8iD6cos  C      ,     *    .  '        ]  (18) 

8inil8ioc=8in.a8iiiC  (19)' 

Diese  (19)  merkwürdigen  Relationen  linden  in  jedem  .spHSri* 
scheu  Dreiecke  statt.  Da  aus  drj^i  gegel>eueu  8ta4^kea  dl«  drei 
andern  mfissen  gesucht  werden  kOnnen  und  von  diesen  dreien  immer 
Sin.  und  Cos.  gesucht  werden  muss^  so  sind  6  Gleichungen  zur 
Auflösung  nölnig.  Da  vther  diese  Gleichuojyen  nicht  Tonji'.ersten 
Grade  sind,  so  ist  eine  weitere  siebente  iiötliig,  um  die  Bestim- 
mungen unzweideutig  zu  machen.  Im  Allgemeinen  \verden  also 
far  ein  sphärisches  Dreieck  sieben ,  alle  Winkel  umfa^seode« 
wesentlich  verschiedene  Relatiooeo  Statt,  Imben  mfisaen.  Dies  wol- 
len wir  im  folgenden  Paragraphen  betrachten.  Wir  bemerken  hier  nur, 
daB8  die  vorstehenden  19  S&tze  aUie  wahr  «ind  j  wenn  man  vertauscht 

a,  0,  c^  'A,  /?,  C 
mit  ö,  c,  üy  By  Cy  A 

oder  e,  a>  ä,  C,  A^  B 

oder  b^A,  C,  S 

oder  '  c,  b,  a,  C,  By  A 

oder  .  b,  a,  c,  B,  A,  C. 

.     1  ..I  .  1.  il) 

i.  10. 

'  Die  sieben  (inind^Ieicbungen ,  von  denen  wir  im  vj.  9.  »j^e- 
sprochen,  i,ind  ofTenliar  ( 1 ) ,  (2),  (3),  (4),  (5),  (10,  (11).  Auü  ihnen 
leiten  sich  alle  audtieu  ab.  Aul  iolgende  Art  kauu  i|ian  alle  12 
anderf»i){^r)ialt?n*        "  j,  , 

'  MantiiaUipliztre  (5)  mit  eos^o  und  addire  (10)»  so  erhSit^man 
eine  Gleichung»  die  aus  (6).  entstaht^  viMtnlirmaniinndr^iwitauscIitt 


l 

i^ 
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MultipÜElrt  man  (4)  mit  eosB,  wechselt  in  (10)  a  und  e  and 
addirt»  80  erhSlt  man  eine  Gieidnu^»  die  (7)  giet^t,  wenn  man  B 
und  C  vertansclit;  (7)  folgt  ans  (4)  und  (10). 

MnlUpUairt  man  (4)  mit  aina  anA«ddirt  (i),  so  erhäU  man  (13). 

Rfultiplisirt  man  (5)  mit  sin^  und  subtraltirt  (3)^  so  erli£lt 
man  (13).  •  ' 

MnKtplidirt  man  (10)  mitcoBCtmdaddirt(5))  so  erbfilt  man  (15). 

Muitiplisirt  man  (10)  mit  cos^  und  addirt  (A),  nachdem« und 
e  gewechselt  wurden»  so  erbill  rtian  (17)- 

Multiplizift  man  (13)  mit  coße  und  sabtraliirt  (17)»  so  erbSlt 
man  (U). 

Setzt  man  den  Werth  von  cosaalnbcosA  —  slnasmA^lnC 
-^BlnacoabcosAco^C  &ua  (12)  in  (6)  »  so  erhält  man  (18). 

Zieht  man  die  Werthe  von  sinn  und  eosa  aus  (12)  und  (18) 

und  setzt  sie  in  (1)»  so  erhält  man  (9). 

Multiplizirt  man  (7)  mit  sin  ^  und  (9)  mit  eosB  und  snbto- 
hirt»  so  findet  man  (16). 

Sptzt  man  in  (1)  dio  Warthe  Von  sin 2?  und  coaB  aus  (1$ 

und  (16),  60  erhält  maD  (8). 

Setzt  man  aus  (13)  und  (16)  die  Werthe  von  sini9  und  cosl^ 
in  (11)  und  beachtet  (18)  ,  so  erhalt  man  (19). 

Die  OrduuDg,  in  der  aiso  die  Gleichungen  des  {.  9.  zu  folgen 

haben,  ist: 

■     (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (10),  (11)  —  Graidglelchimgeii. 

(6)  abgeleitet  aus  (5)  und  (10) ; 


(7) 

'  99 

99 

(4) 

9t 

(10); 

(12) 

99 

'  »» 

99 

(13). 

9% 

99 

(3) 

99 

(5); 

(15) 

99 

99 

(5) 

99 

(10);  . 

(17) 

9S 

99 

(4) 

99 

.(10)5 

(14) 

99 

99 

(13) 

99 

(18) 

» 

f> 

(6) 

9) 

(12); 

(«) 

99 

(1) 

99 

(12)  und  (18)} 

(16) 

99 

99 

(7) 

99 

(Ö)J 

(8) 

99 

99 

(1) 

99 

(1^  mid  (16); 

m 

99 

99 

(U) 

99 

(13)  und  (16)  und  (18). 

Dadurch  ist  nun  thatsSchlich nachgewiesen^  dass  jene  IQGlei' 
chunsen  nicht  lauter  Grundgleichungen  i^nd.  Aber  es  bat  Doctor 
A.  Müller  neue 9  sehr  scnOne  und  symmetrische  Relationen  auf- 
gestellt. Wir  (ibcrp^ehen  hier  die  Anwendungen,  da  sie  nicht  int 
Zwecke  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  liege !k  Nur  ^vollen  wir 
noch  zeigen,  wie  die  Gaussischen  Formeln  unmittelbar  abgelei- 
tet werden  kJirmen,  tiieht  zu  gedenken  der  Schaar  neuer  Sütze,  die 
durch  Kombination  dci      Gleichungen  gewonnen  werden  küuoteo« 
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^  tu 

Die  GMchnag  (16)  giabt 

—€09  C  =  C08  A  COS       COS  c  sio  A  tiia  U, 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (18)^  (11)  iind  diese  Gieicbuog, 
so  ^h&lt  man 

cose+sin^lsiD^ — coAccosii  cosi^-l-  cos^coaB—sinilsio^coscs; 
€08  aoo8  6  -f  'in  a  sin  6eo8  C-^€^a(^  b+etmacoB  b  cos  C—  cos  C 

oder 

coßc-^cos(/l— J5)—coscco8(^— i^)  ^cuÄ(a—^)-f  cos  Cto«(a—Äf)— cos  C 

m 

also  ancli 

1— cos  e  — >cos(/i — B)  -|-  cosc  cos  (il  — ^) = 1 — co«  («  —  6) 

—cos  Cces  («— ^)  -l-co«  C 

oder 

(1  —  cos      —  Ä))  (l  —  €08  C)  =  (1  — cos  (a — 6))  (1  +  C08  C) » 

d.i. 

sin*— •  sin« j  =  sin*— ^  ,  cos" -j- 

oder 

•       B   ,  c     ,  a— Ä      C  ... 
sin — 2 — ^*»"»2= w "7"' cos-g.  (il) 

Aus  den  drei  Gielcbvngen  (18)>  (11),  (16)  ergebt  sicii: 

l+co8C4-co8«cos//  i  siiia8in&co8€'+8ina8in6+cosöco»6€08C 
=:l'COSilcos;&-|-slniislnBcosc+cosc4«inilsia0— cosilcos^cose« 

ü.  1. 

■ 

l-H:osC+co8(a— 6)+cos(a— 6)co80=l+cos<?-^os(-4+Ä) 

—  C06  C  CO«  (/l  t  /?) 

odtr 

(1 + cos  (a-d))  (1 +COS  O  =  (1  —  cos  {A  +  ß))  (1  +  cos  c), 
sin — s — .cos2=co8— ^.cos-j. 
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Aus  deDselbeo  drei  GieichuDgeu  ^ieht  num  leroer: 
l-^cosC— co8aco86--9iDii6iii^sC4-sirii»iD^co8iico86cosO 

woraus  ^ 

sio— 3— .sm7r=cos — "7% — .»105.  (€<) 
Endlich  ans  den  DSmlicben  drei  Gleichungen: 

sl^^osilcosi^'siD^sio^cas^^-caec'-siDilsinjff-Kos^cosBcoec« 

woraus 

.    (l-^8€)(l-f€O8(a-|^))  =  (l-H»BC)(l+COS(il+10)» 

d.  i.  endlich 

welches  die  vier  Gaussiscben  Formeln  sind. 


...  ',•! 


■  « 


Uelber  die  In  dem  Aufsätze  Theil  III. 
STr.  mUL.  aufipelS8te  g^eodätteclie 

dem  Herausgeber- 


Die  in  dem  Aufsatee  Thl.  III.  Nr.  VIT.  aufg^itste  geodätische 
Aufi^ahe,  für  welche,  wenn  man  sie  aus  einem  rein  geometrischen 
Gesichtspunkte  auffastit,  auch  Herr  Oberlehrer  Seydewitz  an 
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dem  Gymnasium  zu  Heil igenstadt  in  dem  Aufsätze  Theil  III. 
Nr.  XLI.  eine  Auflösung  durch  (^onstniction  gegeben  hat, 
scheint  mir  für  die  Praxis  nirht  unwichtig  zu  sein  und  zuweilen 
eine  vortheilhafte  Anwendung  in  derselben  zu  gestatten.  Und  wenn 
mir  nun  auch  jetzt  noch  die  a.  a.  O.  gegebene,  eine  doppelte  An- 
wendung dos  gewrdinlich  nach  Pothenot  benannten  Problems  in 
Anspruch  nehmende  Auflösung  gerade  für  die  Praxis  die  zweck- 
mSssigste  zu  sein  scheint,  so  Will  ich  doch  jetzt  im  Folgenden 
noch  eine  analytische,  die  Anwendung  des  P o t h e n o tschen  Pro- 
blems nicht  voraussetzende  Aufb'isung  dieser  Aufgabe  geben, 
welche  mir  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheint. 

Es  seien  also,  indem  wir  uns  jetzt  theilweise  einer  anderen 
Bezeichnung,  als  in  dem  Aufsatze  t'hl.  III.  ISr.  VIT.  bedienen,  M 
und  zwei  Punkte,  deren  Lage  aus  einer  frühereu  Messung 
bekannt  ist.  Man  kann  aber  keinen  dieser  beiden  Punkte  von  dem 
andern  aus  sehe?i.  Dagegen  sieht  mau  sowohl  von  J/,  als  auch 
von  Ml  aus  drei  andere  ihrer  Lage  nach  unbekannte  Punkte  31', 
M.',  und  misst  in  3f  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel 

niMM'  jV'JW,',  MJMMJx  in  3L  die  ISO«»  nicht  übersteiuen- 
den  Winkel  M  M^M^',  M  M^M^'  Ist  es  dann  möglich, 

noch  die  drei  W^inkel  M'M'iMJ,  M/Mi'jW,  iT/MA/J/,' des  durch 
die  Punkte  iW,  J//,  3Jj  bestimmten  Dreiecks  J/'J//J/,'  zu  mes- 
sen, 60  kann  man  die  Lage  der  drei  Punkte  JI',  J/j',  M^'  bestim- 
men, wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

WHr  legen  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
zum  Grunde  und  bezeichnen  in  ßezug  auf  dasselbe  die  bekannten 
Coordinaten  der  Punkte  ßl  und  3Ii  rcspective  durch  .r,  w  und  ari, 
yi  ;  die  unbekannten  Coordinaten  der  Punkte  AI',  Mi',  M/  respec- 
tive  durch  a:',  y'x    x^',  yi  ;    x.^  y^. 

Durch  den  Punkt  M  denken  wir  uns  ein  dem  primitiven 
Systeme  paralleles  Coordinatensystem  der  gelegt,  und  bezeich- 
nen in  Bezug  auf  dieses  neue  System  die  Coordinaten  der  Punkte 
M! ,  Ml,  M.,'  respective  durch  |  ,  r/;  ^i  ,  rji' ;  rj^' ;  so  haben 
wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  fol- 
genden allgemein  gültigen  Gleichungen:       .  . 

..    .   j  //=y+Vi      :..■'««•.:.  \ 

1)  I  ari=a:+^i,  yi=yi^Vi''^ 

...  •  •  f  ■  .  f  ' « I 

'*  Die  von  den  Linien  M.W,  MM^',  MM^',  welche  durch  $,^1.^2 
bezeichnet  werden  sollen^  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
^  eingeschlossenen,  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  ^ 
an  durch  den  rechten  Winkel  {^ii)  hindurch  von  0  bis  3(K)**  gezahl- 
ten Winkel  u  ollen  Avir  durch  9,  9  |  a,  q)  \  ß  bezeichnen,  ^vo  a  und 
ß  sich  immer  aus  den  gemessenen,  180'^  nicht  übersteigenden 
Winkeln  M'MMj',  M'MM^'  leicht  werden  linden  lassen  und  daher 
jederzeit  als  bekannt  zu  betrachten  sind.  Dies  vorausgesetzt,  ist 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

2)   )  li'=eiCOs({pf«),  ^?i=Pisin((p+ß); 


4/=()gCos(<p+/S),  i/«'=(>2S»n(<p+/3); 
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sdao  nacli  i)  ... 

und  folglich  dacch  Eüminalion  von  ^»      p»;  • 

\  JP«ln(9+^)--^cos(()p4^i3)  =  a^«in(g>+^)--ycos(9J+/3). 

D!e  von  deo  Linien  MiM',  M^M^*,  M^M^',  welche  durch  q\  Qi\ 
Q./  bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten 
Ax«*  <»iTie«5  durch  den  Punkt  Mi  gelegten ,  dem  primitiven  Systeme 
paralklen  Systems  eingeschlossenen,  ganz  aui  ähnliche  Art  wie 
vorher  die  Winkel  q),  g>+a,  geuommenen  Winkel  wollen  wir 

durch  9^1,  fpi+^i»  9i-\-ßi  beaseicnii«ii.  wo  ai  und  ßi  sieh  ümiMr 
leicht  aus  den  gemessenen ,  180^  nicht  Ubersteigenden  Winkels 
M'MiM^'y  M'M^M^'  werden  finden  lassen  und  daher  jederzeit  ab 
!)ekannt  zu  betrachten  sind.  Dies  vorausgesetzt»  erhält  man  gans 
auf  ähnliche  Art  wie  vorher  die  Gleichungen: 


5)  J  ^'=4ri+^'ces(^pi+«ti),  sft  =.^+«i'sltt(9i+ffi); 

uub  denen  sich  ferner  durch  ElimlnatioD  von  q',  Qi,  q^'  die  Olei 
ehuDgent 


6)  l  a:isin(^+ai)--^iCoe(9»i4«i)=a!k'«ln(Vi+<>fi)— Vi'co^^^^ 

a:jsin(9:i+p  J~yiCos(yi+i3i) =.r,sin(yi+p^i)--2/,  cos(yi+^^ 

ergehen. 

Bezdehnet  man  nun  die  Selten  MFMi',  üf  Jf «  des  Drelecka 

JWMiM'  respective  durch  r,  r*  und  die  von  diesen  beiden  Sil* 
ten  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  dea 
Punkt  M'  geleirton ,  dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systeme 
eingeschlossenen,  ganz  wie  vorher  die  Winkel  </>,  fp^a,  rp-j-ßmd 
9*1»  9i+Pi   S^eoömmenen  Winkel  durch  y  .  '/>+y,  wo  Jf 

offenbar  immer  aus  dem  gemessenen,  iOO^  nicht  übersteigendes 
Winkel  Mi'M'M^  Dreieda  MM^MJ  leicht  gefunden  werde« 
kann;  so  hat  man  auf  ganz  Idinliche  Weise  wie  vorher  die  61a* 
chungen : 

x(-=.x  \  T  CO» 

ry-frsin^ 
und 


7)  I  - 
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Well  aber 


8)  j 


ist,  and  die  UVinkel  des  Dreieclui  S^M^M^  gemeseen  wofdcn  sliid, 
so  ist  das  VerÜSitDiee 

Mannt»  und- kSonen  folglick 

wo  eine  bekannte  Grüsse  bezeichnet,  ^^tzen,  wodurch  die  Glei- 
efaii^«i      ki  rdie  folgeodeo  <ibetge|ieD:'' 


Nach  4),  0>»  7),  10)  haben  wir  also  die  zehn  iotgendcn  liiei- 
cbiiDgeQ: 

«efn^— >3fC089  fite  9—^0009, 

:rsin(<^4-ff)— ?/cos((3p+a)        t=  df/sin  (^+a)  -  ;y/cos(<y+of) , 

^  ein  9i  — ^  cos  9i|i  =    sin  vi  — y  cos  93 , 

d%eiB(9^4«i)-^iCOs(^»|+ai) = Jri'«m(9i-Ni)— 3^'cos(9i-^  » 
^1  sin(7.i+i5i)-2^i  cos(^Pi  +ft  )  =ar/8iii(vi+ft)— y  /  cos(9i+A) ; 

+ rcosi/;, 

ar/^  ^+ ftr  cos  (i/^  +  y) , 


zwischen  den  /olni  nuhokaniifon  n'isstM)  t\  ar^'y  yi  \  a*,',  y,'; 
»•>  9>  '^'y  aus  denen  diese  >^eliu  Uli IjeLttiinten  Grossen  bestimmt 
werden  müssen. 

Eliniinirt  man  aus  diesen  zehn  Gleichungen  die  vier  uiibekaDii- 
tf^D  Grössen  sci'y  1/1';  a:^',      \  so  erhSlt  maii; 

Y>t   l  {x—x)s\i\(f—iii—y)coS(ff  '  :  .  .  - 

a:>in(y+a)=(3/— ?/)cos(y+of)-|-rsin(9— V'+a), 
.  (.T-a:>in(y+ß)==(y-y>08(9+|S)+fii«ta(y-^ 
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irelche  sechs  Gleichungen  bMss  noch  die  sechs  uDbekanoten  GröS' 

sen  x' ,  1/',  T ,  (f,  rpi ,  enthalten. 

Aus  der  ersten  und  zweiten  (ileiehunc^  des  ersten  der  beiden 
Systeme«  aus  denen  die  Gleichungen  11)  liesteben,  folgt  leicht: 


c  (a?^a08in«=rco8  9sin(y— v^)» 

■      i  (^^')siB«tt3rslny  sin(y— v4-«)j 

und  eben  so  folgt  ans  der  ersMvi  und  dritten  Gleichung  desseiben 
Systems; 

j  (y— y)sin/?  =  ftr*l»>slnO)F»*-*iP+.p*-y)« 

Auf  ähnliche  Art  ergirbt  sUh  ans  dem  zweiten  der  l>eiden 
Systeme«  aus  denen  die  Gleichungen  11)  besteben:  , 

(  (:ri— aO«io«i=rcosvi8in^^-r-^4-«k), 

(  (jfj^         öiu    =  r  sin  (pi  sin  (yi  —  V  +  «i) ; 

vnd 

15)  I  (a?!— a?')sinft=sjw'cesffisin(^— V  +  ?i— y)» 
*  (yi— y>iiiA  =  (MT  sin  Vi  sin  (»i—y+A—yJU 

'   Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber:  ;  , 

sin  €t       sin  (y— ■v^f^«) 

sin  p  ~"  ft  sin  (y — y) '      -  . .      '  -  \ 

sincfi        sin(fi — 


} 


16) 


oder 


17) 


si n  ({f  —  V' -{-^)           sin  a 

sin  (ff  —  y/H-/3  — y)  ~"  '^sin  |3' 

sin  (yj — y -f  «i>  _  si»  «i. 
sin  (ti  «-iV+ft — y)      sin  A' 


und  aus  diesen  Gleichuugeu  ergiebt  sich  ferner: 

"        ■    /    sin  sin  — ^  sin  g  sin  (ß — y) 

I  -cos«sin|J-^*sin«coB(|3-y)! 

f  tan  r  _  )  sintttsinfe>--fisip<yisiii(fe-y) 

\  tang^yf         ""cosoisinj?!— fisinffiCos(ft— y)' 

Berechnen  vi^ir  die  HdliswinlLel  und  »ip      nittelst  der 

Fonneia; 

ißmuiß—y)   .        ,       f»ooB  (ß-^-y) 
ta»g"  =  \>otW  -  tanga>=r-g:.  ; 
^sinO^,— y)  ^         ,         jiiCOs(ft~yX  . 
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20) 


^^'Irk(f( — •«)  TOS  fo' 


SdKBD  wir  der  KUnee  wegen 

21)    9-^=0,  9|;-^=eiJ 


alio 


22) 


oder 


Bin«  ain  ff  — » sin  «  sin  (ß — y) 
.      Ä  — ^ «itiofi  sin  ft  —  jtt sin    sin  (ft -i^) 


23) 


„       siii(a— o)co8fli>' 

*        cos  («1 —  ca^)  coö  ' 
19  «halten  die  Gleichungen  Ii)  folgende  Fonn: 


24) 


(x— d/)siD(9hf«)= (y^)co8  (^^«)  -f  rsio(a^), 

(x— o^OsinC^j+ff)  =  (y— y)  cos  (y>-f-/3)  +    sin  (ff— y+ö) ; 

(arj— fl^)eio(f|+«,) 000(^4- cri)+rsin(ai  +©1), 

(arj— «n(9i+Ä)  =^  Ü^i— i/')cos(%+ff,)+filPeln(ffi— y+0i). 

Ans  diesen  Gleichnngen  folgt: 


26) 


und 


26) 


{a.—a:')  sin  (y-f «) — (y—yQ  cos  (y-f «) 

(xi^x')8\n(q,i  ^^^yQ—Cyi  — y)cos(»i4-flSi) 
sin(«i+©i) 

_  (j?— ar^)  sin  (y-f  ff)  —  0/— y')  cos  (y-f  ff) 
fisinCff— y+0) 

(a?i»-<i^)siD  (yi+ffi)— cosCft-f  ffi), 
 fi^o<ff|~yW 


Setzt  Man  sowohl  die  beiden  Werths  von  r  in  25),  als  auch 
beiden  VVerthe  von  r  in  26)  einander  gieicli  und  verbindet  mit 

16* 
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den  hieraus  sich  ergebonden  liloic Iiungeii  die  crsto  und  vierte  der 
CxleichuDgen  24):  so  erhUlt  man  die  vier  tVilL^eTideii,  die  uiibekailD- 
ten  Grossen  (p,  (f>i  enthaltenden  Gleichungen: 

{x^x')  sin  9) =(3/ — y')  cos  9, 
(ari— ar')  sin  tp^  =  {yi^yf)  cosqpi , 

{x—^)  sin  Bio  (9-1^) — (jTt— a?0  ^  (o^-h^)  »in  (9^-H>^) 

=  {y-y')  sin  (ofi+61)  cos  (qp+a)  —  {y^  —  y)  sin  (a+©)  cos  (9», 
(a:— x')  sin(ft  — y+  ei)&m{(p-\-ß)—(a:^  —x')üi\(ß-y^  0)siu(gE>i  +ft ) 

=(y-y>mtfi--y+e,)co8(ri-ft-(3fi-y)«ii(/5-y^ 

Bestimmt  man  aus  der  ersten  und  zweiteo  Gleiehaiig  ae^  und 
y',  so  erhält  uaD.  weil  nach  21) 

28)  9  —  91=0—01 

ist: 

(3?  sin  fp—y  cos  y)  cos    —      sipyi  — cos  y^)  cos  y 

sin(0^ei)  '  . 

(j?siD  y—y  cos  y)  sin    ~  (x^  sin  y^  —  ^  cos  yi)  sin  9 

8in(e— Ot) 

Bekanntlich  ist  aber  ' 

^  2siny€0Syi=   6ni(y— yi)-f  8in(y-|-y|) 

=  sin(e-#i)+slo(y+y,), 

2cosysiDyi  =— sin(y — 7'i)  +  sin(y-fyj) 

=  -  sin  (e-0i)  +öin(y-|-yi), 
2  sin  y  sin  yi  =:  €08  (7*^91)    cos  (9-HP1) 

=  C0«(^e|)*C0S(y4^% 

2  cos  y  cos  y^  =    cos  (7 — y , )  -|-  cos  +yi) 

♦    =  cos(0— 8J^cos(/-f^); 

folglich  nach  29): 

(a?4-ari)8in(0~@i)-(y^yi)cos(e-ei)-Ka^-ari)sin(y4-yi)— (y—^^^ 

2sin(0— öj)    • 

(jg— J?i)cos((9--^i)-Ky  f .Vi)siD(fe>-    )— r.r-.ri  )cos(y-|-yt)->(y~;y^)siD{y-fy 

2sin(fe'— fc^,) 

Aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  27)  er- 
hält man,  wenn  man  zuerst  y^ — y\  und  dann  x^x'  uod 
Xi—x'  eliminirt>  ohne  Schwieirigiceit  die  oeideo  Gieichungen: 


Digitized  by  Googli 


245 


(;r— 0iD  er  »in  (ai^  B^)  co«9| 
==:(jri-^a/)«ioflri8tD(a+6)eo«9» 

><in  «sin        öl)  sin  «Pi 
=(^-^)  sin    sin  (a-|-    «in  y ; 

■od  eben  00  lel^t  erhält  man  ^us  der  ersten»  zweiten  vod  star- 
ten der  GleidiiiDgeD  27)  die  beiden  Glelchnngen: 


93) 


^(Ti — af)  sin    sin  (ß — y+8)  C0S9 , 

(y— y)  sin  j^sin        y+ö^)  sin  ry^i 


Ans  31)  folgt. 


33) 


^  _  d?et«iit8in(ciri-fQji)cogyi — .371  sin  sin  (<H-8)cegy 
'  eincrein  (a^-f-6i)co8  7i — «inai8in(«4-8)cos9  * 

f  y  sing  ein  (ori-f^^i)  sin  fi — ^isin  «1  sin  (a  f  6)siny^ 

^        sina6in(cy4-|~ ^1)^^091 — ßincf^öin^a+b'Jöiny  * 


und  aus  32)  erhält  man : 


3i) 


^  a:  ein/?8in(ft  "^-h  &i }  cosyt  — -^Ti  sin  sin(ff— y-f-^)co8y^ 

sin  /3  sin  (ß^ — y-f-6>j)cos  91  — sin     sin  (|3 — y  ]  &)  cosy 

j  ysin  jgsin  (ßi'—y-\-Si)8in  <pi — yisinft  8in(^ — yf  6^)si» 

^      sinßg\u(ßi — Y^Bi)Bin^^taüßiB\üQ 


36) 


(^-)4-e)8ui9i 

Setzt  man  die  beiden  Ansdnlclce  von  a:'  aus  30)  und  33)  ein- 
aoder  gleich,  so  erhält  mau  nach  einigen  leichten  Reductionen, 
weDD  der  Kurze  wegen 

if =ein  ashi  (Oi+^i)  K^^i)  «Id  9|)+(]y^yii)eo0(a— «,)  | , 
BsssXnvi  sin  (a+ö){(a?— ar|)  8ln(#— «1)— (y— yi)cos(e— ©i)}, 
C=  sin  «  sin     +  öji) , 

l>=:alQ4%sin(«-f^) 

geäetzt  wirdj  die  Gleichung: 

Weil  aber 

uud  folglich  offenbar 

j  9=l(y+ffi)+i(ö-öi), 
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tat,  80  Ist  nach  36)  . 

38)  (a?— ^i)sin(9+9i)— ^i)cos(9+g)i) 
_(^4-^)cosK0— 0i)cosKy  i-yi)4-(yf— /?)sm.U0--0i)sinK9+Ti) 


oder 


39)  (^-'d^)6iii(9>-|-9i)-^-^-^cos(r-fspi) 

""(C— />)cos4(©^i)-K6'-f-/>)MDKö-iöi)taDg|(9+9iy 
Weil  nun  aber  bekanDtlLch 

«In  —  ^tan^Uy-i-yi) 

•'"f^+^^-l+tangH^+^i)^ 


\2 

X    r    .  C08I 


^^ifit^  so  whd  dio  vorstehende  GieichuDg : 

-        2  (a^-ori)  tang  KyH-yi)  ~  fa— yi)  1 1— tang  ^(<p-{^)^  , 

l+tangi(y+9>i)* 
•  _  cos  K<9— ^1 )  +  (A—B)  sin  |(<9— )  tang  Uy+^i) 

^  (C-Z>)co8K^— 6^i)+(C+/>)siD4(ö— 0i)tangU9+ny 

ttod  enthSIt.UDter  dieser  Form  bloss  .noch  die  eine  unbekannfe 
Grösse  tang  4(9 -f- 9^1)* 

Ordnet  mao  diese  Gleichniig  gehurig,  so  erhllt  sie  folgende 
Gestait:  '  ' 

41)  O=M+/?4-CC-.Z>)(2/-^i)lcos4(0-^) 

+l(2l--ir)8iDife-*öi)— 2(C^i9)(«— *i)co84(ö-^) 

-(C~/>)(y-3(Jcos4(©--öi)]ta^g4(9+ft)* 
(Cf />)  (y--yi))8iD  4(e^JtaDg4fr+ffi)». 

Es  ist  aber^  wie  man  leicht  findet: 

s:sin  a  sin  (c^i+0i)  {(^— sin  (O—ßi)  +       ^i)  (1  +  cos  (© — 6^1»  I 

H-SID  «i  Sin(a+Ö)  ((a?-a:i)8iD(ö^) — (y-^i)(l  4-cos(d— ^i))| 
s=28iD«8in(«i4^)|(«--a?i)siDj(^--©,)+(y-^j)c 

+2sinaiSin(a-|-ö)  |(a:-ari)sini(0— €>i)— (^-^i)cosi(<9-0i)i  cobiC^?-^)» 

ttod  auf  fihnliclie  W^iMt 
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=8lQ  c sin  (tfi  +©1)  {(a— 0:1)  sin  ('^-öi)  —      yi) (l  —  cos (ö— ©i)) I 
—  sId tti  sin  (a+0)        J^i)  sin  (ö— ©i)  H-  (y—^i)  (l— cos(0— ©i)) } 

==2«lnasin(a|+0i){(j?-Xi)cos.K<5>~Ö,)— (y~yi)«i"Uö— «i)}sinU'^''— ®i) 
-2sina4sin(a+e){(^--j|)coai(6K-0i)+(y-^i)sinJ(0— öi)jsinUö— 

Ferner  ist,  wie  mun  leidit  findet: 
(J-Ä)sinUö— Öi)-2(C-/>)(x-^i)  cosi(ö-0i)  +(C+D)(3^-yi)sin|(9-öi) 

='*°"^*"("^+^^M  +  (2^-yi)(l  +  cos(0-0O)8ini(e-0,)      ,  J 

.  .  (  — (y— cos(0— 0i))sinU0— 0i)  ) 

=:-2slnffsin(tfi+0i)  { (^t— jtJcos  i(Ö-0i)— (3/-^yi)sini(0-0i))  cosj(0— 0,)« 
+28inaisin(a+0)  { (ar-arj)  cos  i(ö-0i)+Cy-^^i)s<n  U®— ©i))  cos.U0-0i)^ 

und  auf  ähnliche  Art 
(il+ß)cosU0-0x)-2(C+/>)(^-.rO«inU0-0i)-(^^-^)(y-yi)cosi(0--0,) 

(— yi)     —  CO8(0— 0|))  cos  i  (0— ©i)  ) 
(a:-j:i)(sin(0-.0i)  COS  J(0-0i)-2sln  U©— ©i))i 
+  (1— cos  (0— 01»  cos  U©— ©1) 

==-2sinasin(«i+0i)  K^— ^i)sin  .U©-Öi)+(2^-yi) cosU0— 0i)l8ini(0-0i)* 
-2sinaAsin(a+0){(:r— a:i)sinU0~0i)-(y-2^i)cosi(0— 0i)}sin.K0— ©i)*. 

Setzen  Wit- der  Kürze  wegen     '  '  '         *  " 

42)  K=  sin osin {(x— ari)sini(0— yjcos" (0-0i)i 

+sinffi8in(a+0)|(a:-ari)siDl(ö— ai)-Cy~3^i)cosU0~0i)l 

und 

43)  L= sin  «sin  (a,+<9i)  {(j:-:ri)co8  (y-^i)sin  Uö-Öi)} 

-  sin«!  sin(a+0)|(a;-a:i)  cos  U0-öi)+Cy-yi)sin;(0-ei)l;  . 
80  ist  .    •  • 

A  +  B-{-(C--D)  (y-yi)  =  2Ä'cos  4(ö— ^i, : 
^  — (C+/>)Ö^-yi)==2Lsinl(0-0i); 
(^-Ä)sinUÖ-(^)-2(C-/>)(a:-a:i)cosi(0-0i)+(C+Z>)(3(-jy,)sinUe-©i) 

=— 2Lcosi(0— 0i)^ 
(.Hß)cos«0-ei)-2(C+Z))(a:-j-i)8inK0-ei)~(C-Z»(i/-^i)cosl(0-0|) 

.     .      — 2/^sinJ(e-0x)^.         .  . 


-Fsinofi  sin(a+0) 
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Fuhrt  man  diese  Auadriicke  io  die  PJeichung  41)  ein,  so  wild 
dieselbe; 


44)0=  KcosHa^ei)^ 


-/ieos        öl)*  tang  4(9 

+L8iD  4(ö- ÖJ^UDg  4(9  +  9l)% 


oder 


46}  0=ä:— LtaDgK9  +  9,) 

--^gi(ö-ai)»taiigi(rH^)«li:---XtangK9+9^  * 


46)  0={l--taog|(d--ei)«tangi(9^)1J£:— Ltwigl(9+Vi)}» 


47)  0  =  {1  — tang  U  0-0,)  tang  K^+^i)) 
'  X  |1  +  tang  4(0-^^1 )  tang  U9>+9i)J 

X{ir-Zrtangi(y+g)|)}. 

Diese  Gleichung  des  dritten  Grades  zerfallt  also  in  die  drei 
folgeodeu  Gleichaogeo  des  ersten  Grades: 


ans  deoeo  sich  die  drei  folgenden  Werthe  von  tang  i(q>-{-fpi)  crgebem 

/  coti(6U-öi), 


Wir  wollen  nun  die,  absolut  genommen,  kleinsten  Werthe, 
welche  B  and  e«  In  Folge  der  Gleichungen  22)  oder  23)  haben 
kennen  >  respee&Te  durch  d  und  di  bezeichnen.  Dann  ist,  wenn 
fi  und  Ui  zwei  heliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen» nach  den  genannten  Gletchungen  allgemein 


Also  ist  nach  36)»  wie  man  leicht  tladet»  wenn  der  Küne  wegen 


oder 


1  -  tang  tang  i(9+9i)  =  0, 

1 + tang  K^— ^1)  tang  i  (9+9^) — 0, 
ir-Ztangl(9+9i)=0; 


49)  ö=d-hw», 


und  folglich 


50)  e-^^issdr^di +(11^111)«. 
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gesetzt  wild: 

Setzen  wir  quu  zuerst 

*ÄDgK9+9i)ÄC0ti(©-^j) 

oder 

ü     i         ^        beliebige  positiTe  oder  negatiTO  ganze  Zahl 

und  weil  oun  nach  28) 
ist«  SO  ist 

und  folglich  r 
j  8in9  =  (— 1)*,  cos9)=:0; 

Zur  Bestimmons  von  o;'  und  ^  hat  .man  niu  nach  31)  und  35) 
die  folgenden  Gleichungen: 


eos  q>i  =  D{xx^x*)  cosy , 
^0  sin  9>i  = />(yj»-^')  f  in  9 ; 

also  nadi  53) 

/  '     f  - 

J  a?')cos9>i==:(-.l)M»./)'(a^--a:')co«9, 


cos  9 


(  C(ar-y)8tn%=:0-i)«i./y(y4-y')sln^ 

Führt  man  aber  Iq  diese  Gleichungen  die  Werths  von  siD9« 
,  ^fpi,  C089I  ans  55)  eis»  so  erhSlt  mass 
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^  \  e'(2/-2^)co8(«-ai)=D'(2^,-y');  •  .  • 

ani/ wiÄcbeti  GleichungeaW  vnd  y  b^fliliiiint  trerd«ii  lufllaseD,  was 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Zur  BestimninTig  von  r  wurden  sich  ans  dem  Obigen  verschie- 
dene Ausdriicko  ableiten  i^SMOt .  Nach  der  zweiten  der  Gieicliuih 

geu  12)  iai  aber  z.  B.  -     .  •  . 

(y^y ')  sin  a =r  Bin  9  sin  (ip>^.ytii ; 
und  weil  nun  nach  21)«  49)  und  54) 

also 

ist.  so  ist.  wie  man  leicht  lindet: 

mittelst  welcher  GleichnDg  r  bestimmt  werden  miiss.    Da  r  stets 
eine  positive  Grösse  ist,  so  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichung 
auch  beurtheilen,  ob  k-\-n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Hat  mao  r»  so  ergebt , sich,  rj  mittelst, der  ans  9)  bekanntwi 

60)  Ti  =  (ir;  •  ;  : 

und  snir  Bestimmung  von  a:/,  Vi  iTncI  rr^',  ^  hat.  Hüll  endlich 
nach,?),  8} 4  58)  die  folgenden  trleichuugen :  «  , 

(  ar/  =  :r'  +  (-l)*-Hi.r8lntf, 

imd 


„    (•^a'  =  ^'  +  (-l)'-^-»i«i»(»-|), 

aber 

ist.  M  Ist 


Digitized  by  Google 


251 

und  foiglich 

yi '  =  ^'  +  (—  1)*+» .  r  cos  d ; 
und  .    ,  ,  .  ,  . 

(ya'=t/+(— l)H«,riC08(d^); 


w<»!rfie  Formeln  kctno  Z\vül(leutigkeit  zulassen. 
Obigen  Aveiss,  ob  X^-fH  gerade  ode?  UDgeraderkit«^  "^-  '"-<^ 
S«tzeu  wir  ferner.  ,  . 

*"«i(''11f«lT'-;«?*^^?rm=  i/..Y  ......... 

oder 

so  ist,  wenn  wieder  k  eine  beliebig^  pofilUve  oder  oegatiFe  ganze 
Zahl  bezeichnet: 

:'^'.yx■  vJ!\■>iu\r)  uih  {0^; 

60)  g»=(*+»-^i-l)«+(f— «i),  91  =(^«; 
t^id  folglich      '  ^  {  i 


^  (  äii)  9?  =—(—1  )^+n-«x .  cos(d— öj,  cos^=(~l)*+»-«»  .»ioC^— 

Zur  Bestimmutig  von  j,'  und  hat  mau  uuu  31}  arid,35) 
dU»  Cfielcbiiiigen 

also  nach  52) 


''^^t^tk^ilBltak'Mk^in  diese  Gleichungen  die  Werthe  Von  sinijp. 


000^,  «lii^»  coBfPi  aus  a?)  ein,  «o  erhält  maa       n.  ^ 
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-(-D*.  C'ö^--^')  =  -Hi)*-^'Öri--^')cos(d-^); 

d,  l. 

B'ia^i — a)  sin  (ö — 8i)  =  0, 

aus  welchen  Gleichungen  o.  uiid;y'  bestimmt  werden  luflsseD,  was 
keioe  Schwierigkeit  bat.        '  /       „    ^.  •  - 

Zur  Bestimiiimiig  von  r  kodd  man  wieder  die  Gleichiiiig 

dy^-y)  sin  a=r  sin  (p  sin  (9^^o} 

benutzen.  Weil  aber  nach  21),  49)  uod  66) 

70)  ^=(Ä-ni-.i)«— Iii, 

also 

^  ^  ^        a  ^  ^ -|.]|gS 

ist«  so  ist 

71)  (^^) slnÄ =  —  (-  l)«^»t .  r  cos  (^-^j)  siu  («+d) , 

i 

mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  miiss«  Well  r  stets 
positiv  ist,  so  weiss  man  aneil»  ob  k^Ui  gerade  oder  unserade  ist* 
Hat  man  r,  so  ergiebt  sich     mittelst  der  aus  9)  ^bekannten 
Foimel: 


72)  Ti^iiärt 


und  zur  Bestimmung  von  Xi,  und  a^',  ^  hat  man  endlich  nach 
7),S),  70)  die  GleichuDgen: 


:  IV 


+ {—  1)*^! .  ri  sin  (^i— y) , 


♦  • 


■  I 


74) 


wo  keine  Zweideutigkeit  bleibt,  da  man  nach  dem  Vorhergeheo- 
den weiss,  ob  k — gerade  oder  ungerade  ist. 
Setzen  wir  endlich 

K 

*angä(9+9^)=p 

so  ist  na€h^^36),  43)/ 43),  wie  man  leicbt  findet: 

,  ,  .  {C\D){x-x^) sinU^-Qi) -f {C--D) isf-y{) cosU^-gi) 
taDg,(9+yi)-(^^j(^^^j  a»H(^ei)-HC+X>)  (y-yi)«ii(ö-^)' 

und  nach  50)  ist 
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Ist  nun  it—iii  eine  gerade  Zahl,  so  ist  ' 

(C4-/>)(*-^i)sin|(a--e,)+<C^2>)(8f-Sfk)ci» 

+/>'(— 1)»  I  (a>-arx)«in  J(d-^) .  (-1)4«^») 

und 

(C-Z>;  (u:— cos        ©i)  ~  (C+D)  ör-y,)  sm 

Weil  aber  in  diesem  Falle     "      *'  '  "      '   '  '^'^^     '  '^^ 

'    ^=(-1)— .=i, 

also 

(-1)"=(-1)*» 

ist»  so  Ut^  ~  * 

(C+  D)  sin  l(0-e,H(C-  D)  (y-yi)  cos  U^-^i ) 

=  (C+D') (ar— ^i)  sin  l(ö-ö, ) .  (—1)«-+*.) 

+(C'-/>0(y--ife)cosi(<^j.(-«i<«t«f;.^^ 


(C— i>;  (o;— cos  U^— ^i)  —  (C+/>)  (y  -yi)  sin  U^-^i) 

.  ■  />0(^~^i)co8i(^i).(— 1)1{«-H»») 

also  ' 

iKs^^.u  1   ,  (C^-f/>0(^-^i)sin|(^^x;-KC^-/>0Cy-yi)co8|(g-^,) 

Wenn  n— ii|  eine  ungerade  Zahl  ist»  so  kann  aiaa 
setzen,  und  es  ist  dann 

(C4-/>)(«--«i)8ini(ö--^i)+(^---^)(2^-^i>c<>«U«^-^i) 

tsi  ^1  C(-t>»i  +1>'(-1)*»  (ar-<i^)cos}(d-4) .  (-l)iC«M.+i) 
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(C  -  D)  (^-xi )  cos  1(0-01 )-( <^-D)  ^-yi )  sin  ©i) 

=tC(-l)».-i>'t-lWe»-ai>«U»4(*-r«i).(-lJ«^.tV 
+{C(-1)«. +D'(-l)«i  (y-^x)po«K*7-^) .  (-l)W-"<+« 

Weil  4ibw  in  diMMk  Fall«  .  l  ■  •  ' 

aUo  .  . 

(C+/>)  (^-ÄTi)  sin  +  (y-^i)  cos  ©i) 

und 

(G-iQ(«-ai)co»|(0--ei)— {C+i>)C^i)sin 
also  ,  ■ 


Bezeichnet  mao  den,  absolut  genommen ^  kleinsten  Werth, 
welchen  die  Formel  75)  für  4(9+91)  liefert,  durch  so  ist,  wenn 
k  eiue  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zabl  bezeicbuet: 

■  'r        77)  i(9Pt+gi)=i+A»; 

und  w«lt  warn  bekanntticli 

ist»  so  Uit 

78)  I  9'  =  *+i(^-^i)  +  U+i(»-Wi)N* 

wobei  man  zu  beachten  hat,  das»  in  diesem  JFalle«  wo  n—ni  eine 
gerade  Zahl  ist,  i{n—ni)  eine  ganae  Zahi  ist 
Also  ist  * 


79) 


sin  9 = (- 1)^+*(»-''>>.  sin  {i+  i(d-^) ) , 
cos  9    (~  i)A+K»-»  i>,  eos  {i  +  •  (d-J^)  \ ; 

cos  9i  =  (- 1)^-"*(*-"">\  cüs  (i-  d(<i-«5i) }. 
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Bekanntlich  hat  man  abct  wk  dM  MigiA  m  BMitInnMulg 
▼on  2^  uDd  y  die  Gielchaogeo : 

C (j:— a:')  cos  9)1  =  (—  1)*-»« .  iy{a,x-raf)  CO09, 
oilei-,  well  iu  diesem  Falle: 

C'(a:— o-j)  cos    =  ^(a^i      )  cos  9) ,  ; 

Führen  wir  min  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  lAtifp, 
em^,  sio^i ,  cos 9^  aus  79)  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

80) 


C{x—3^)  cos  { i  -  i(a-^i))  =  iy{xi — a/)  cos  {i  -f  , 


M0.  deneo  und  y  bestimmt  werden  mttaeo»  was  nicht  die 
lUkgste  Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmaiig  von  r  bemiixen  wir  wieder  die  Gleichmig 

(y— ^)  sin  a = r  sin  9)  sin  (9  —   *f  «). 

Weil  aber  nach  21),  49)  und  78) 

81)  ♦=l-i(W+U-4(»+ih)l»* 


ist,  80  tot  '*   

(y-y*)  ein«  =  (-  l)^+*^''*'"'^^''.r8in  («+d)8in  !•+  i(d-^)|. 

^s  ist  aber  '  '  ' 

(_l)HiC«— »i)-f  1)» 

QDd  folglich 

82)  (y-y)8in«=  (-l)^"'*^"+"'\rsin(a+d)sinU+4(^-tfi)|. 

Da  r  immer  positiv  Ist,  so  ergiebt  sich  ans  dieser  Glelchnng, 
m  welcher  r  bestimmt  werden  moss,  suglelch,  ob  it— 4(ii-|^) 
S^de  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  ti  mittelst  der  Foimel 

8a}r^— ^r;  l 
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und  aur  ßefitimmnog  von  x^b  jfi  unA  a^,  jüt'  erkSlt  man  cU«  fol- 
genden Gleichungen: 


84) 


und 


85) 


;ri'=ar'+(-l)^'^>^rco8(i~4(d-i-<5i)j,  • 
Ä'=:y+(-l)^-i("+««>.r«intl^4(Wk)U 


bsolute 
nun 


wo  eine  Zweldeotigkeit  nicht  Torhanden  ist,  weil  man  nach  dem 
Veriieigehenden  weiss,  ob  X-^Kn-^^)  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bezeichnen  wir  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Werth,  wol- 
chen  die  Formel  76)  für  »(^-H^)  liefert»  durch  4»      ist  nach  75) 

und  76) 

colli  = — tangf. 

Jenarhflem  nun  {  positiv  oder  negativ  ist,  ist  der  ah 
Werth  von  i—^v  oder  i+in  nicht  grosser  als  ini  und  weil 

cot(i  i=  47c) = — taiigl 

ist»  so  Ist  offenbar 

86)  h^rnn, 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt«  Jenacbdem  i 

positiv  oder  negativ  ist. 

Ueberbaupt  ist  min  wieder,  wenn  eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

87)  i(9>+9>i)=H  +  ^'f>- 

und  weil  bekanntlicb 

4(<p-9Pi)  ==  ii^-^i) = i(^-A) + i(«-^)« 

oder 

W9>— %) = K^- ^i+») + «1— 1)» 

ist«  80  ist 


88) 


9>= 4 + 4(^-^+«)+l^ +M«-«i-l)l«, 


wobei  man     benchlen  bat»  dass  in  diesem  Falle»  wo     ih  dne 
mgerade  Zahl  Ist»  Kn^-fti^i)  eine  ganze  Zahl  Ist 
Also  Ist  ' 


Digitized  by  Google 


m 

«{D9  =    (_l)i.-H(— .-1)         ^ HS-äOi, 

cos  9  =  +  (--l/'+iC»-»i--i)^  ^ . 

cos  91  =  +  (-.1)^1  -i(«~"x-0^  5 

wo  die  obefn  oder  miterD  Z^idieo  fsa  nehmeti  rfnd,  jenachdem  i 
positiv  oder  ncn:ntiv  ist. 

Gleifbuiigen^^*"^**"^  ""^  ^  bekamitiich  dl« 


^(y— y)  «iü     =  (— 1)"-"' .  sia  9 ; 

oder,  weil  in  diesem  Falle 

i8t>  die  GieichuDgen : 

Oi^-^')  sin  9i  =  -  /y^^-y)  sin  V. 

Fahren  wir  in  diese  (.kidiungen  die  Woilhp  von  sin»,  cos«- 
mnfpi,  cos 9?,  aus  90)  ein,  so  erhalten  uir  die  Oileichungen : 

|C'(ar-a:')cos{t-4(^-<Ji))  =  />'(^i-AOcosU-+l(5  (i,)}, 

welche  von  den  Gleichungen  80)  nicht  verschieden  sind.  Die  Be- 
stimmim-  von  r  und  y  mittelst  dieser  Gleichungen  unterließt 
keiner  vScIiwieiigkeit.  ®  »»»«tiMsg» 

Zur  Bestimmung  von  r  benutzen  wir  auch  jetzt  die  Gleichung 
(y  -30  sin  «=ir  sin  9)  sin  (91 — c). 
Weil  aber  nach  21)^  49)  und 

TbtUm  17 
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ist,  so  ist 

(//-,/) 8i.i a  =  db (- 1)^ ^  rsm(a+d)8inU-+i(«-^i)} . 

wo  das  ol»ore  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jinachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist.   Es  ist  aber 

und  folglich 

93)  (y-y)sin«  =  ±(-l)^»"^^"+"^'**^^rsin(«hd)sin|i+.l(^^^^ 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

Mittelst  dieser  Gleichung  ist  r  zu  bestimmen,  und  da  r  immer 
positiv  ist,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  zugleich,  ob  ki — l(n^nii-l) 
gerade  oder  uns^erade  ist. 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man      mittelst  der  Formel 

94)  ri  =  iir; 

und  zur  Bestimmung  von  Xi\  t/i  und  j-^',  y.,'  hat  man  die  Forme/n  : 

.-r^'=^'-(_l/:--K"+"^+').rsinUi-UH^i)l, 
y^'^2,'_|.(_l/i-Kt+«i+0.^eos|/W(H^,)|;  ; 

und 

=  ^' r  sin  |/,+y-J(d+5i)| ,' 

rcos|/i+y-i(m)r; 

oder  nach  86) : 

•  '  ■'      \  ar,'=x'+(-1)''"''^"+"'+'^'-cosU--i(d+d,)j, 

•  '■•"^^  L.'=.v'+(-i/-'-''^"+"'+'^«-si..u--;(<J+«5i)i; 

„„(1    jjjiu  .  d  r/1.>   -lor.tiii  .  1  •  . 

.     "  .i 

j      =  /  +  l/'-i("+"'+'>.rsinU-+y-i(m)l; 

WO  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdeiu  i 
positiv  oder  negativ  ist.  . 

Eine  Zweideutigkeit  kann  nicht  Statt  finden,  weil  man  nacn 
dem  Obigen  weiss,  ob  Aj  — Uw+Wi+l)  gerade  oder  ungerade  i^- 


m 

Alis  den  Gleichungen  82)  und  93),  weiche  für  r  offenbar  gani 
deoseJben  Werth  liefern,  erhellet,  dass 

(_!/-«•+".)  und 

iro  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdeni  t 
positiv  oder  neeativ  ist,  stets  gleiche  Vorzeichen  haben.  Und  d:i 
nun  auch  die  Gleichnngen  K{)  und  94)  für  r|  ^nz  denselben  Werth 
liefern,  so  erhält  niun  offenbar  auch  für  .r^  ,  und  .r^.  y%  attS 
deo  Gleichunsen  84),  85)  und  95),  96)  ganz  dieselben  Werthe. 

Daher  Ribren  flberhaunt  die  Formeln  75)  und  76)  ganz  zu  den- 
Mlben  Werthen  von  a^,  y  \  ar^',  jrj,  yj;  und  man  braucht 
also  in  allen  Ffillen  bloas  dio  erste  dieser  oeiden  Formeln  ansa- 
uMMleD,  d.  k  Maas' 

oder,  wenn  der  absolute  Werth  von  I  nicht  grOaaer  als  in  ist,  bloaa 


91) 


.■__._(C*4-/y)(^-^i)8in;(6---^,)+(C^^/>0C¥-yi)eos4(^) 


Q  SatBOD.  • 

Diese  Cttelchung  kann  man  audi  auf  die  Form 
«)  taugte -^-^ 


liriugen;  und  berechnet  man  nun  die  Hülfswinkel  Sl  und  Sli  mit- 
tebt  der  Fonnelii 

99)  tangÄ=^^,  tang  Äi=g;i~,taiig  ;(a--^,) ; 

so  erhält  man  nach  einem  bekannten  goniometrischen  Sataee: 

100)  tangi=:tang(Ä+Äi). 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  /  ohne  Schwierigkeit  gefunden 
werden.    Hat  man  aber  i ,  so  werden  mittelst  der  aus  dem  Obigen 
belk'annten  Formeln  auch  die  gesuchten  (^oordinaten  a',  v';  ar,',  i/ii 
^^^^^^  gefunden,  was  nun  keiner  weiteren  Erläuterung 


ir  ♦ 
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Sehrellien  des  Hemi  JProtemm  Stei« 
dien  an  der  Keole  milftaire  Bel^que 
zu  Qritesel  an  den  Heransereber. 


Je  v'iens  mainteoant  compl^ter  ce  c|ue  i'ai  däja  eu  rbopMUr 
de  TOUB  communiquer  snr  an  cas  particnMr  de  l'kttractioD  de§ 
points  mat^riels  par  un  centre  fixe^  a  roccasion  de  quelques  pas- 
sages  de  l'ouvrage  de  Mr. 4e- Panti^conl an t.  La  ditscnssioD 
roulera  priocipalement  Sur  la  proposUion  32.  Nr.  2ö4.  pag« 
103.  T.  I.  de  ia  mecanique  d'Enler,  intitniee:  Mechanica  sive 
motus  scientia  analytice  exposita.  Petropoii.  1736; 
et  surtout  il  s'agira  de  redresser  quelques  inexactitudes,  qui  se 
trouTeiit  exprim^s  aux  Nr.  269,  270,  271,  272  ,  273,  relatife  kh 
propositioD  citee. 

D^am  ce  aui  svat  je  sapposetai  le  texte  latin  de  raatenrdevant 
fes  yenx  des  lecteurs,  et  au  beso'ni  je  pourrais  le  transcrire  et 
le  communiquer.  Mais  comnio  cela  ne  nous  senible  pas  Tieres?:airp, 
je  me  bornerai  a  tradulre  I  enonce  iatiu  du  probleme  qui  iome  ie 
poiut  de  depart  crKuler,  et  de  notre  discussioB : 

S  o  i  t  C  un  c  e  n  t  r  f  ( ( n  f  o  r  c  e  s  q  u  i  a  1 1  i  r  e  da  p  r  e  s 
la  loi  d  une  puissaiice  (jueiconque  des  distan- 
ces;  si  un  corps,  d'abord  au  repos  en  uu  puint 
A,  vieDt  ä^tre  attlr^par  ce  point  C,  on  demapde 
quelle  sera  «a  viiesse  en  un  poiot  qaelceoqiie 

de  Tespace  AÜf 

Pom  D0U8  confonner  le  plus  que  possible  aux  nota- 
tioDs  memes  du  teorte,  suppesoes  le  mobile  d^jbarriyä  de 
A  en  P  et  faisons:  APiszx,  ÄÜ=a,  €P=^yi  paitant 

L'enorgie  attractive  sera  ecn«:ee  en  raison  de  la  n^«»»e  puissanc« 
des  distances,  et  Ton  designera  par  f  la  distance  ä  laquelle  W 
Corps  teudrait  vers  le  centre  C  avec  une  lorce  ^gale  au  poids  l> 
qu'il  aurait,  s'il  ätait  place  aia  surface  terrestre;  v  dänoteni'i» 
vitesse  du  mobiie  eo  P  entre  A  ei  C,  et  »  sa  vitesse  vawi^ 
quaad  11  est  amvtf  en  Q,  aa  desseus  da  centre  6%  sl  toutafou 
cas  est  possible«  On  ania  d'apite  oes  notatiens: 


TP 


-c 

B 
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.  .  ~^^ff'~~Jk —      üäü=:g  .  — y — .dx  eiitre  A,C; 

X  designant  dans  ces  deux  dern?^res  equations  la  distance  du 

mobile  ä  son  point  de  depart,  c'est-ä-dire  la  ligoe  AQ,  tandis  que 

dans  le  V  cas  x  =  AP.  .| 
Si  Ton  integre  la  valeur  de  cdo  et  que  Ton  d^termine  la  con- 
stante d'apres  la  conditiou  de  c  =  0,  pour  a^f),,  oo  obtiendra. 


äquation ,  qui  devient  identique  an  r^sultat  d'Euler,     Ton  cohvient 

avec  lui  de  mesurer  la  vitesse  par  la  racine-quarree  de  la  hauteur 

düe,   ce  qui  revient  a  prendre  pour  unite  de  vitesses  la  quantite 

^ff  ou  le  double  de  Tacceleration  de  la  pesanteur  terrestre.  Mais 

remarquoDS  en  passant  que  plus  tard  dans  sa  m^canique  des  Corps 

rigides  Tauteur  a  renonc^  a  cette  maniere  de  mesurer  les  vitesses 

pour  etabür  des  Conventions  aujourd'hui  plus  generalement  adop- 

tees  et  plus  coniniodes ,  <{uoiqu^un  ptMi  idus  longues. 

En  integrant  la  valeur  de  udu  etablie  plus  haut,  oo  a  ' 

/  f  r     \H  *> 

iquation  dans  la^uelle  la  constante  amenee  par  l'int^gration  exprime 
evidenunent  la  vitesse  du  mobile,  parvenu  au  centre  d'attraction 
meme.  Mais  cette  vitesse  doit  se  neduire  aussi  de  la  valeur  de  r, 
eo  y  prenant  y=0,  ce  qui  donnera  parconsequent:  ... 

*      fi»+i       •  ^  «'i  «»'^ 
Constante  =  2// .  T^^rj^ »        »  -iiifi 

.  et.Partant:   <=;2f^:,,     (n-fiy"  TtWl  Amin 

Ainsl  la  plus  grande  valeur  de  x^a  est  a:=2a,  de  sorte  que  lo 
mobile  se  meut  d  un  mouvement  rectiligne  aiternatif  de  ^  en  C  de 

C  eii  B  pour  Cß=  CA  ,  et  puis  de  ^  en  ^  ,  et  qu'il  a  des  vites- 
ses Egales  de  part  et  d'autre  du  centre  d'attraction  C;  c'est  ce 
que  dömontre  la  comnaraison  des  valeurs  de  v ,  u.  Mais  si  le  mo- 
bile, arrive  une  l*"«  lois  en  C,  se  trouvait  repousse  de  C  en  Qf 
c'est-a-dire  si  la  force  centripMe  contimiait  ä  agir  sur  lui  dans  le 
meme  sens,  les  accroissemcnts  elemcntaires  du,  dx  seraient  de 
möme  signe  au  dessous  de       et  Tod  aurait  des  lors:  *>""^ 

...  V.  -        ■    ••  («+!)/*  .    ■         .       ,  .■ 

Ains'i  la  vitesse  du  mobile  irait  constamment  en  croissant 
Ae  C  vers  Q,  depuis  sa  valeur  en  C  jusqu'a  V'infini;   et  un  tel 
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resultat  etait  lövulciit  d  aT.ince.  Mais  dans  ce  qui  precdde  dous 
avoQ^  sn|)|)ose  i  pobitif;  voyous  ce  qai  a  lieu  pour  le  cas  coo- 
traire  de  ni-i  negatii.  En  posaot  alors  fi-fl=:  —  m,  m  6taut  tm 
Dombra  pCNiHif  >  oo  auta:  • 

ReraarqiionR  d'abord  que  conformeinent  aux  notations  la  pliu;  fälble 
valeur  de  x  est  ici  x  —  ni  or  eii  preiiaiit  ar=a,  i!  taut  qu'on 
retrouve  la  vitesse  qui  auime  le  mobile  en  C,  et  qui  devicut  io- 
fiide  d'ftfn^to  la  Taleur  60  v,  ^tablie  mnir  n-f  i  poaitil  ou  n^till 
Od  aura  donc:  0D=ap-|'COiifli  cetie  «f];alite  se  troowTiaie  poor 
una  falaur  ünie  qiielconqiie  de  la  constante  qui  senilile  ainsi  rester 
inconnue  et  iodetermitK^o.  Mais  si  Ton  considere  qiie  la  vraie  valeur 
de  la  vitesse  acquise  en  C  nesi  pas  seulemeot  g  ou  od^  mais  bieo 

-s^-^—^,  0I  ^6  e  tat  catto  valaar  iatota  qa*il  faat 

Egaler  ä  ce  que  devient  pour  x  =  a,  on  obtteiit  reellement,  en 
iie'^egli^aaat,phiaienDi  par  rapport  äl  infiiii:  Const=—  'jg  ^""> 
at  oetto  Taleuc  4oaae'|KNipr  tt*: 


2—      t^lL/'—A—     ^  \ 


^quatiaa  qai  expriroe  le  veritable  mouv^aat  du  poiot  naterieL  at 

annoTire  qu\\  y  a  reelfem(»nt  m\  raouvonient  rectiligne  alternatif 
coimHe  pour  le  cas  de  n^i  positif.  Du  if  ste  la  n*^cessite  du  mou- 
vement  alteruatif  se  cooyoit  directement  et  saus  aucuo  calcul,  soit 

8aa  ratfracfloD  ae  fussa  d*aprto^  la  raison  directe  soit  qu  eile  ait 
an  d'apröa  la  raison  inverse  d'uue  certaine  puisaanca  da  r^loiff- 
Dement;  an  äffet  dans  le  l**  cas  le  mobile  se  precipito  aar  la 
rontre  C  avec  une  vitesse  finie  rlo  C  vers  Q,  et  la  lorce  alors 
liuiie  de  ce  point  C  no  snnrait  iui  enlever  cette  vitesse  insfantane- 
meot.  Dans  le  secorid  cab  ie  mobile  se  pr^cipite  avec  une  vitesse 
Infioie,  et  la  forca  du  centre  guoiquinünie  alors,  ne  saurait  de- 
tibha  otite  vitea8e;da--C  tm-  U  d'ada  -auiMra*>biiisqae  at  Inatao* 
tainee  et  encore  moins  saarait-il<  la  -  reproduire  en  seos  cootraire 
de  C  vors  A:  rola  est  aussi  t'vident  par  fri  loi  de  contlnuit^,  (qu'i{ 
est  evident  üu  uue  torco  lioie  ne  saurait  iiupi  iiner  instantanement 
une  vitesse  anie  a  une  ma«;«»«  linie.  HemarquunH  en<:ore  que  dans 
le  csui  qai  ndut$  ocoupeiles.formules  g^nendes  dx=^mit,  vdv=-ydx^ 

«tc*  na  aaat  fihia  appficablaa'aa  pamga  da  nabiW:  par,,^^  aaotra 
al  pour  ses  positiona  iormimeut  voisines  eo  daea  at,att  .da  Üi  4<o  ^ 

poirrt;  pulsqiie  dans  cette  etendue  de  positions  la  force  iofiniment 
grande  de  C  iininime  et  enieve  eosuite  au  mobile  dea  degr^  da 
vitesse  fiois  ä  coaque  eeup^  .  \ 

L'bypothese  sur  laoa^ie  nooa  aTon«  baa^  Faxiatanca  de  la 
i4tesse  le  et  de  la  formüfa  '»d^ttse ....  n*aat  donc  MM  m^nie  anjette 
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U  nous  reste  eucore  a  exaiuiuer  ie  caus  6|>e€ial  oü  Ja  force  du 
eentre  est  simplefneDt  od  raison  inverse  de  la  distance;  ce  qui 
donne  n-f  1=1).  Mais  Ici  encore  nous  ferons  une  op^iatlon  aoa^ 
logde  a  Celle  des  autres  cas  d^ja  examin^s,  c'est-ä-dire  que  nous 

ne  devons  pas  nous  en  temr  niix  efjiintions  CDtre  quantltös  ßnies, 
ohteriufs  d'iiae  luanitTe  L^onerale ,  ma'is  qu'il  faut  remonter  ä  l'equa- 
tioii  diäereutieile  meiue  t^ui  eiL|irime  le  mouvement  pour  tttt  instant. 
Or  OD  ebtient  ici  iram^atemeDt:  • 

Pfartant;  u^^Cousit.  —  '2tf,/Ao^(x — a)~C — 2///log(u.' — <*>.  Soit 
m^f     riluseet»a!»ec  taqnefie' ie^moliile  quilte  le^  €  pour  de- 

ii^mtfiKir^yC''WW$  ^«  Ob  am -doDc; ' 

poumi  que  Ton  fasse  dans  cette  derniere  ^uation  x=a,  Mais 
OD  tr^uveia  de  mtaie: 


pgnr?u  que  Ten  fasse  dans  eelle-ci  ^=0.  En  snbetltoant  cette 
▼alear  on  plvtot.  cette  foime  de  u%  dans  TaiitTe,  od  a 

equation  qui  donue :   Const = 2^./ .  log .  C'^^^  ^^'V 

D  a'dleuri»  la  dlstance  uulle  ou  infiniiueut  petite  a; — a  est  niesu- 
de  -  C  ven  Qf  et  la  distance  pulle  ov  infiniment  petite  y  est 
MiSsaf^e  de  C  vers  A  en  seos  contraire.    Mals  coronie  ce  sont 
dc6*4iiaiititiSs  al>solies»  atteod«  que  les  eignes  (4-—)  <Mit  ^täpiis 

d'abord  en  consideration,  le  rapport  (^-j^),si  toutefolsil  estddter- 

luine^  sera  necessairement  positif.  Je  liis  de  plus  qu'il  est  ^gal  k 
Tunite.  En  effet^si  lattractioD  cessait  a  une  distance  entre  A,  C, 

ff ponr  feconunenocr  quelques  InstaDttt.plw  tard  atpiAs  que  le 
mobile j  qui  alors  descendfait  evidMMeiit  veis  le  centre  eten  dtfü* 
sons»  serait  ä  une  distance  an  dessons  de  se  point  ögale  k  «, 

la  constante  de  ce  nottveln  monyemeiit  serait:  %/'.log  (^^);  et 

comme  rien  n'emp^clie  de  prendre  rarbitraire  <)'^b,  quelque  petite 
uue  soit  cette  derniere,  oii  uura  pour  le  cas  ou  ractiou  du  centre 
V  ntest  pas  suspendue,  Gon8t  =  2^/'.ioga;  de  lä  on  conclnt:  * 


tandisque  pour  le  mouvement  entre  ii,  C  on  trouve  aisement; 
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Or  comme  cette  valeur  de  m=0,  pour  a?=:2a»  U  y  aura  encore 
ici  uu  mouvement  osciilatoire  de  purt  et  d*autre  du  centre  d'atiractioD. 
Si  le  mobile,  parvepu  en  C,  continue  a  ^tre  ponsse  par  la  force 

du  ceulre^  suivant  AC  prolougö  vers  QU,  ou  aura: 

ticitt=^./.(^^^);  tt*=^/*.log(a:— c)-i-Cpii»t- 

Eu  determinant  la  constante  comme  precedemment  on  trouve 
qu*elle  est  inliuie,  de  sorte  tju'au  dessous  du  centre  la  vitesse  se 
compoäe  de  deox.  paiHeft«  duoe  vite«s$e  inünie  et  d  une  vite6j»e 
itae  qui  augmenfe  de  plus  eo  plus»  mds  dont  les  acmluwflMBt« 
vont  8&D8  ccsse  en  dnmmiaDt.  Gr  c'est  lä  ce  que  Teti  cob9oit  €0* 
core  inmiädiatismeDt  et  saos  -faire  intervenir  le  cakui« 

Montucla  s*est  ^galement  trompe  au  sujet  de  TattiactloD  des 
points  roat^riels.  11  pretend  d'aprds  Newton  (histoire  des  matfi. 
t.  II.  p.  447.  et  448.)  que  dans  le  cas  d'une  attraction  en  raison 
inverse  du  quarrö  de  la  distanc  e  le  mobile  ne  descende  pas  au 
dessous  dii  centre,  tandisque  )>oLir  celui  de  la  raison  inverse  simple 
11  lui  attribue  un  mouvement  alternatif. 

Profi toiis  de  Ja  presente  occasioii  pour  expliquer  uu  pretendu 
oaiadexe,  remarquö  par  D'Aleiabeft  et 'qui  se  rapporte  eo  eptier 
a  lamatiere  precedente.  Velci  en  resumö  ce  qu'expose  Taateur  (opiü- 
ddes  math.  t.  4.  p.  62) :  „un  poiot  matdriel  A  est  attir^  par  un 

centre  C  en  raison  inrersc  du  quarre  de  la  diatances    OD  aim 
d'apres  l'auteur  et  dans  les  notations  admises : 

i  '  Gr  si  OD  snp^Be>aTec  lui  qu'au  dessotis  de  'eeeenMIa  force 

centripetc  ne  change  pas  de  signe,  il  sVusuit  que  comme  x  est  af*vr«i 
pluK  trnind  que  fr,  la  valenr  fle  on  u  devient  imairiaaire ,  re  (jui 
est  dU  -  il  assez  jiaradoxc  ,  puLsquo  la  vitesse  .  qii\  e^t  uiliiüe  au 
centre,  duit  tiiiisuite  augiueriter  encore,  car  ioisque  le  mobile  a 
paM4  ce  point,  11  regoit  de  nouveaux  coups  dans  le  m4me*/M0 
qa'auparavaDt«*^         •  -i  ,..'»!-'•••'.*   '  ■a.^rw  i  l-.' •       n'!  .^ihili^ 

'P'aberd  nmui  renvarqueroe^  que  •  i'^Sqiiatitfe^  eil'  iMl^'-qnl Ü ^ 
^iilbliv ^-defwiis  donne^ liw^fgMmA'i'  -  '    i   v;  1'   -  ;i !'  K^^^ 'iVitoHi 

'.^/>  r,   :     ;  -.  J  .>'.  •    ■   .     '         •<    ".'.1  'Iii 'Jnü  l.   Ji*  Vt" 

'i.ii  fSi.roQ  veut avoii  la  vUesse  t?^  entre  C>  on  peut  deU^iiiüii^iü 
conetatite.  par  Jatcotidltioarde  esQ,  'x±^(i  k  ^Ift^tfpisi  -4!irqirif<ieiMP 
en  effet  la  valeur  de  e*  de  la  fomule  (i4)«  '  Maia  isl  1*«»  veut  avoir 
la  vitesse  du  moliile  pour  une  position  Q  infericure  k  Gt  l».  pre- 
Xödente  diitennination  de  Ja  constante  devient  viciense;  e«r  OMMi 


26S  . 

d^termioer  d'apr^s  la  condition  de  «=0  ou  v  =  0  et  jr=0  k  la 
foJs;  puisuue  Douti  savoDS  quau  ceotre  C,  oü  x=a,  cette  vitesse 
est  iDflnie.  NommaDt  dooc  U|  cette  valeur  iofinie  de  u,  od  doit 
iToir: 

Nommaot  de  meme  Vi  ia  vitesse  acqiÜM  par  le  mobile  arriv^  de 
A  eo  C,  OD  aura  encort: 


doonera: 


I 

On  Tolt  donc  par  1^  que  C  a  uoe  Taienr  iofioie  ^»lafoeUe 
Mt  ^qpdraleote  k  %tgK   Si  Ton  solMtitae  cette  valevr,  ob  teomrtfm: 

i^=2fi*— Ainsl  au  dessous  du  centre  la  vitesse  du  mobile 

d4}k  infinie  augmentc  de  plus  enplus;  mais  eile  n' atteindra  Jamals 
la  limite  infinie  ViY2'         caicul  nest  donc  pas  necessairement  en 

d^faut ,  comme  le  declare  D'Alembert,  et  au  contraire  il  donne  tout 
ce  (juil  doit  donner;  d^sque  Ton  n'admet  plus  gratuitement  que 
la  vitesse  du  mobile  puisse  dtre  exprimee  par  uue  seule  et  mdme 
fbimnle  tmad  et  aprM  le  ceotre  d'attnction,  et  que  la  conetante  ar- 
blt«fie  jÜfe. 93(fÄi  «pe  valeur  qul  reenlto^de  t^=  0»  ft^^O  Ii lafols. 

. »  .  .  . 


.  f 


Oigitized  by  Google 


266 


In  quaestianem  a  Celeli.  A.  OSpel  In 
V.  WE.  paff.  33^  prapMitani  eomplete 

8ol>endam« 

Aaet  I>r.  E.  6.'  Bjorling, 

ad  Academ.  Upsal.  Doceiu  Mathe». 


(^....  1 . (m+IX  — 2.Wa -^3 .  («—1),  +4. (n— 2)^— etc.  (uBqae  ad....) 


=!l(w+l)iC08(n-l)|4 


810 


.  probandas  sistit.  Quae  autem  cum  nonnisi  speciales  sint  casus^ 
profecta  ab«  re  haud  erit  umyeisale  boc  edeve  demonstnndnm 

Theorema*  ^) 


m  tn 


Denotarjtibus  Fq(=1),  F^,  F,,  etc.  tkumeros  oidi- 
nis  i  igui  atoä«  nempe 


*)  Logo  citato  hac  formulae  altter  pnulltihim  dcs^iptae  sunt  at 
dlHmo  usque  negotio  in  hanc .  fannam  timpliciorein  aeqoe  ae  gouittf 
naitrac  (I)  mi^U  GOhieniaiieaiii  reducunfm. 

♦♦)  JVo«  quideni,  quaesCione  ipsä  Cel<  Gupcl  addurtt .  mmer  n^mo- 
di|in  Theorema  isthuc  deiuonstniTiiniis  ncc  profccto  huc  titl  occMione 
dMnoBstnUioiiU  nostrae  in  mcdittiu  hei«;  profercudac  supcrttedU(»eiuu«j  .«Iii 
f»rttttesalUcaidBiiioperiBCMtroin  Movi«  Actis  Reg.Seclal. 
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t 

«o*  (yn^%%>  ('»-HÖi.  etc. 

atque  n  nnmerum  integrum  quemlibet,  aabetur 

dam  m  p9>t  est  auf  0;  • 

'  (I).,..  1 .  (n+wi)«— Fj  (n+iw—  l)«^-!  -f  J^Vw-l-m— 2}w^a  —  etc. 
(lisqae  ad  primiim  terminam  evaitesceDteiD)=: 

1',  dum  vero  m  impar: 


'  Ki — 1  m 


—  1 


.  iw—  i  m  *  l 

Fjii  (M-f  yi*— itjüt-a^  Enl.^ 

Sie  habentiir  ex.  gr.  posito  »uccesa  «=4),  1,  2»  3  fomuilae 
illto  (1)  et  pn^eterea 


(4).,^  l .    h3>3 — 4(m+2)4—  10(w  i  1)4  t  ^  —etc.  = 


+  V(»+l)ioea(i»-l)|.+.V.-  ^ 


I 


2.  Quud  cum  Theorema  (uti  licet  juroliari)  etiamni  w=0  fue- 
tki,  saltem  u'L2!>i  eodem  tempore  77t ^0>  valet;  >  (^wsUaHi  iiuftu  ex 
ef  coo^eqoitor  haben»  p  deiMit«Bte  amn.  integrum  ^aiit>fii,  \ 

\  dum  in  pai  e^i  aut  0: 

f»*«l.  (T.  XII.)  ^«ter  iitfji'— rff ta-egartwal-eMet  qaedanmodo«  Typi« 
^  t^^dcin  iti  ID.  seqnenti  impressam  Tlieorematli,  de  qao  qmMntar 
itlenem  ia  hoc  ,)AfcbiTo''  coodendam  offennat. 
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dam  vero  in  impar:  . 
=(-5)  "'  äs"  ^"(Vt'^"ey(y  +  Hrf 


<=0 


»=0  SID^ 


Sic  babeotnr  ex.  gr.  pottito  siipcess*  m=s(K  X,  2,  3,  loco  for- 

mularum  (1)  —  (4) ,  istae : 


sin  (p  H)  - 


sin—  . 

:p.-3(p-l),+6(p-2).-i0(;»-3k  +  etc.  ,  / 

i!i  »)!..>  8ip2.  »  .Bin?-  V 

#  ^  -1         *       .  .  3  ' 

■  ,--  •      /  1    :  Hl)  ■  i 

P. -r  4{1»--1)4+ i(0(p-S), --a0(p-3), +etc. 
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3.  Ex  hac  tandeni  formuhl  (II)  liaheiitur«  pOMto  |is=Jit9  notan* 
flae  bae  ournerorum  ü^uratorum  relatiuaes: 


1^  dorn  m  nom.  est  Integer  pars 

*  •    *  ^  ■  •  .mm 


(DI) 


WK—  1  m 


T 


«  -fr- 


8in(iii+(hr 


jr  )  • 


am- 


M  o  t  al 


Memipiase  juvabit,  uumeros  nt'  ordtota.  figaratos  (m  oum.  int 

aut  0)  •      ^  '      .  ^  . 

codfficienteh  esse  poteDtiarum  ipsiua     in  evoliita  fiioctione 
oo^KfideDtem  vero  ipaius  o;"  in  evoiuta  functiooe 

[i-^i^)]-(iiH-i) 

ipm  coaflcm  membram  piliia  aeqaationiii  aoatiae  (I). 
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XXTIDL 
Hebw  die  Int^^ale 

Henn  Docl»r  O«  Sdilömilcliy 

PfivifefeMitni  M  te  ünvenitil  Im. 


Mao  kami  die  Werltie  der  beldn  obigen  Intesrale  leicht  mit* 
teUt  des  von  Laplace  vorzuglieh  aDgewendeten  Kunstgriffes  ent* 
\vH  k*»(fK  Hi'lrber  dann  besteht,  da.S8  man  diesolben  in  irgend  eine 
Ueiaüon  zu  l/riiigeo  sucht,  die  sich  durch  die  bemerkuog,  dass 
daü  zw^te  aus  &m  ersteo  durch  eine  Diff'ereoziation  ahseleitet 
werden  kann ,  in  eine  Differeosialgleicbiing  vetwandelty  dorcn  d«m 
Integration  man  dann  die  Werthe  der  Integrale  bekemmt  Diese 
Methode  liest  eich  lil«r  In  folgender  sehr  einlacher  Weise  an- 
wenden. 

8ei  zuvorderst 

/»•  cos  Iv 

so  folgt  durch  beiderneitige  Differenziation  nach  t,  welches  als 
nnabhingig  veränderlich  angeeelien-wlrd^  < 

du         /**X8intr  ,  •     ♦  ♦ 

di=~J,  i^*'^- 

Uro  nun  noch  eine  zweite  Beziehung  zwischen  den  beiden  frag- 
lichen Integralen  m  entdecken ,  wenden  wir  nnn  an  die  identische 
Gleichung 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  Iciclit  dadurch  überzeugt,  dass 
Tunn  auf  der  rechten  Seite  Alles  auf  den  gleichen  Nenner  a:*— 
bringt  und  dann  die  Fuuktiooeo  siu  ti^a; — aj  und  sin  Ha-i-u)  zerlegt. 
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Wir  imilttpKxiren  diese  Gleichung  mit  da:  und  iotegriren  sie  zwi- 
schen den  Gränzen  x=0,  ar=:GO.   Es  ergiebt  sich  se  - 

2€0sa<#     j^,  j^*"^ — 2asina*l  j^^^^nue 
oder  unter  Bmuteoog  der  GleiobangeD  (1)  und  (3) 


—3  cos  ii< .  ^ — 3a  ain  al « IC 


(3) 


Kfiiinte  man  nun  hier  den  Werth  der  rechten  Seite  lür  sich  auRfin- 
iiig  machen ,  so  wäre  das  Prulileni  der  Eotwickelung  des  Werthett 
▼on  IC  auf  die  IntegratioB  einer  gevrOhnttdien  IHffereinlateleiehang 
zuriickgefilbrt.  Es  hat  aber  nicht  die  mindeste  Schwieri^eit»  den 
Werth  der  rechten  Seite  von  Nr.  (3)  zu  ,  finden.  Setzt  man  näm- 
lich in  dem  ersten  flie^^er  integrale  jr—asssy  and  im  «irdtcm  »^-a^x, 
80  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

oder  dwch  Zcrlegiing 

und  da  in  einem  bestimmtvtt  Integnde  nichts  auf  die  Wahi  des  lo< 
tegrationsbucbstabens  anliommt: 

/^''smtu  ^      .  Sinti, 

Man  hat  aber  weiter 

/•+«sinf//  ,       /*"  .sin  iy  .       /  H  «^n^  . 

y...  V^=y_^''f +/.  V^' 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  yss— z,  im  zweiten  y=^z  setzt  t 

oder  durch  Vertauschung  der  Integrationsgränzen  im  ersten  Inte- 
wodurch  dasselbe  positiv  wiifd» 

y*+«sinto,  a/*+»sin< 
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SobstStuireo  wir  diess  ia  Nf.  (4),  «o  iü  jetilider  Westli  d0B  i«cli« 

ten  Seite  in  (3)  gieicli  . 


■Biofem  .  /*««lnfc.J.i  „Y\«rinfc, 
Man  kennt  aller  die  Foimel  '      ^  \ 


Setit  man  darin  x^U,  so  crfaSli  man  imtor  der  VoiaiuaetEUDg 
eines  positiven  <  *) 

nndmitUn  ist  der<W<iA4f^ffK*ta^ 

Um  diese  DlffmiBialgleicl^uDg  zu  in(figri]reD^  s«t^n,w^,,\  nt  ti/w 

ifscosirf.e»  (5) 

wo  V  eine  noch  aobekanDte  FonktioD  von  t  bedeutet«  wodurch  steh 
ergiebt 

— OOS  a^(cos  at.  ^  ^asin  Ol .  v) -^asin  at  oosa<«  e = ^  > 


oder  einfacher 


—    ?  /L^L— 1    *^  tansf  ,  ^ 
•  2jiM*ai  2*'^+^' 

Indem  C  die  Integratlonsconstante  beseichnet«    Nach  (5)  ist  dsd 


o^er  iiach.Nr.  (i)        ^ •         «f^:  . 

miii''eiMMo  Ist'  ^  ;     -         ^-h..  .:.7 

_  ; 

0  Fnir  negative  f  %«Meii  ^nUdi  dl^  inl^gbtfenii^fBnn:  0  nl 


Oigitii 


87S 

du  n 
fol^icb  nach  Kr.  (2) 

^±äx  =  S  coe  flI-l'oCsia  a<«  (7) 


Un  nocb  die  Constante  C  zy  be$(i|iim^,  «etien  wir  fai  (IQ  IssQ^ 
wonnia  sldi  eigiebt        «  : 


Mao  ist  aber 


IT 
Ii 


lue  n-i.;.".       v»':nvwrt  .  -^^i^-^^-^^ifmi^ii^tiwak^  n-HOul  .-Üriu*! 

'     i  ^^^aj^i=%^i^''-^r  ''  •>■■;■■  '^'(O) 

.KiBt  =0^yVujp  dwf^  für  diesen,  ^|^.|j||K$ifpfi|||^  ^ 
ud  also  nicht  mebr  =0.  Ebeiiso'^darf  man  6  (das  firüiare  I)  nicht 

•v»j,m;#  (iArt!  r'MX'xl  (*i>  (*!)  >  /»oo  ßij^  in.»'nl."l '»lil*»»n 

-'m!  ».10  {V\  *  iU  '>m:  ^.  1/  I       -1  ;<igSSy  <Hj;j' f  .. .  lim)  I-  J 

w'.fl       t!i         .1  i  1 '.nk/i  ^■,'->fi?i  j-.i  '  .11 » ;  11*1  T  ' '  : 

btuj  /'A>  i'Mii  *  \       '  ^  »  •  v>*.>    -'.S'        M  >  ♦  '  '  > 

•  '.'h  II— ■     1  '         *  '     '     i    '  »  • 

'\  ,  M.  «      o  I.  •:  i  w  ,     :(  ^  '  .  » 

•  1'  ■     ••  •  '  •  ^  ■     »  \  ■'     ;    r  *  -       -riv»-!      •>:•'  . 


Digitized  by  Google 


374 


»«>  Ml      ^   »  — 


t 


.'.  *  ••Ii:::  »i'»»!»»!«»« 


metrische  Relationen  im  Gebiete  der 
perspelitiYiscben  ProfelLtion. 

•  •  • 

.  *    Von  dem  V 

Herrn  Doctor  O.  Schlo  milch, 

Privatdoccntcn  an  der  Universität  zu  Jena. 

fuii£?  der  |»ers|»cktivischefi  Projektionen  verschiedetiet  GebiMö 
gelangt,  beziehen  sich  fast  durcngängig  auf  die  Lage  verschiede- 
iter  Punkte,  Linien  u^  a^  u.  gegen  einander,  weniger  dagegen  aut 
metrische  Relationen.  In  (ler  That  ist  die  harmonische  Propor- 
tion das  einzige  Verhältniss ,  weichet^  durch  J^rojektion  Dicht  ge- 
pitprt  wird  (die  Projektion, einer  haruioni.<ch  getlieilten  Geraden  ist 
wieder  eine  harnionisrhe  und  ahnlicfi  fffr  den  haVinonischen  Strahl- 
büschel)  ..wahrend  allq  librij^en  Aerhiiltivsse  durch  Projektion  jiiehr 
Bder  %fn{^  'JgisWert  worden.  l))tvse' VciHiV'lt'nmg^ri  «nd' über 
ött  ehmüH^'iMdcmT  als  nic^rfcwürdiger  ^atn^, ,  s()  '^ä^fe' ii\chi 
ohne  Interesse  sein  dürfte,  dlesefi  au  urtd  för  slch'^anz  efemcn- 
taren  Gegenstand  näher  zu  betrauliten. 

»Hr>in  (^  ofodu  il  «nb)  v>  ußm  lißb&ö>.l»nlcl    .0~  Ti!ofn  Id-jbi  o^-.lo  hnu 


Es  mögen  VW  und  uw  (Taf.  Itl.  Fii;.  2.)  zsiei  aufolriamler  senk- 
rechte Ebenen  sein,  die  wir  kurz  utit(i^)  und  bezeichnen  wollen. 
Ist  nun  ausserhalb  derselben  ein  fester  iHinkt  O  und  in  (E)  ein  be- 
liebiger Punkt /-*  gegeben,  so  ist  oflfenliar  der  Punkt  p,  in  welchem 
der  Projektionsstrahl  OP  (Wo  Ebene  (r)  schneidet,  die  ProjektioB 
des  Punktes      für  O  als  Projektionscentrum.   ""^^  -^^r.t'ut  -.1 

Um  die  Lage  der  Projektion  />  naher  zu  bestimmen,  ziehen 
wir  die  Perpendikel  OV  aul  (E),  Oo  auf  (<?),  Vv  und  ov,  und  set- 
zen OV=ov=u,  Oo=Vc~t,  durch  welche  Constanten  die  Lage 
des  Projektionsmittelimnktes  O  bestimmt  wird ,  ferner  PM=vT^X 
und  vM=:PT=Y.  J.e«en  wir  ferner  durch  die  Punkte  O,  F,  P 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  (c)  in  der  auf  {E)  senkrecht  ste- 
henden Geraden  Np.  Setzen  wir  noch  die  zu  bestimmcudeo  Coor- 
dinaten  des  Punktes  P,  Np  —  x,  iVr=y,  so  ist: 

II/  «{'Mil 
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d.  i.  n«v  Jiloii,^  \ 

"^'y  i)*  Ii  III  mu  oifiit  ' 

ii-^MIw/f  1-,  ;  nM  »il,  roxi/     .)fK-  hl 

•1  ^ — #1  v*      Inm*!  Mil  ili.^  'III'«»  i<)f>«4»f/ 

r>UD  ist  auch  H,,.,  ,mh„e;,  .„^i,,^^  1^11,,,^,^  ^\m\hv^ru^ 

mithin  i  ' 

^  VPiPN  '^""^r  .tiidl«« 

Aus  A  Or/^cvA;>^/^  flieM  aber:  \  ♦  ;''.-'';^^""'f <i 

FP:  PiV^  OTi  pN    *        ^  *  ^  -r  > 

*  •  /»  .  t'i^  f.- 

Substihiirt  man  diese  Proportion  io  die  vorhergehende  ,  so  hat  man  : 


folglich  <P"Ms44^v^^*7;<^«teI^^"^**^     -  • 

Aus  den  beiden  gefaiideoeb  Ft>rmelnt  UJ'^f  >'vr.| 

»*>  lux  iioil'pj  inni  .li'jtgiiiJio)   f».  ..; 
i'iVT    p«  ^r.  ji^».  :m.u  Vir»;  »,  « 

Im4  k 


kann  man  leicht  auch  41^^  umgekehrten 


Jt 


tx 


»4  Toj^  v>       I*— i  .,,1»  li„j  W 

ableiten,  und  zwar  (3)  aus  (1)  und  dann  (4)  aus  (-2)  und  (3).  > 
Mit  Hülfe  der  Formeln  (1>  und  (2)  kommt  man  von  den  Gebil- 
den der  Ebene  (E)  auf  die  der  Ebene  (e)  und  durch  die  folgenden 
(3),  (4)  von  diesen  auf  jene.    Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  in 
dem  Ausdrucke  für  x  die  Ordinate  V  nicht  vorkommt.  Lassen 


18* 


B  n 

.^^  a 

j<fa  lo  u 

j|(xeuqGD  u 


3Z6 

uir  daher  bei  unveränderten  t,     JTIIb^  F  sich  liMkrD,  so  wird 

P  als  Endpunkt  von  MP  eine  Gerade  beschreiben,  welche  der 
Grundlinie  mn  in  der  Entfernung  MP  parallel  läuft.  Dabei  wird 
sich  nun  nach  Formel  (2)  y/  liiidiMn ,  aber  nach  Formel  (!)  ar  immer 
coDstant  bleiben,  d.  h.  der  Endpunkt  p  der  Geraden  j:  wird  eine  • 
Gerade  beschreibeo,  welche  der  ifin  In  der  EirfftMktfttATiv  ]jari|t 
lel  i^eht.  Also:  die  Projektimi ifsioer  Parallelen  zur  UmoaliiBie  ist 
wieider  eine  solche  Parallele  , 

Um  nun  auch  die  Projektionen  anderer  Geraden,  welche  der 
Grundlinie  nicht  parallel  laufen,  sondern  einen  beliebigen  Winkel 
mit  ihr  machen,  aufzuü(ideo,  braucbep  wir  bloi^s  die  Projcktiooea 
zweier  auf  ihr  liegender  *  PQnine'"aafsiisac1ien  and  die  getoDdeDeo 
durch  eine  Gerade  zu  verbinden.  Denn  man  übersieht  leicSitt,  fcÜf 
die  Projektion  einer  Geraden  selbst  eine  Gerade  sein  rouss. 

Es  srhneide  Tuni  di.'  (.'»m  kU'  CP  (Taf.  III.  Fig.3,)  dieGrundlinie 
mit  unter  dem  W  inkel  i^(  J/  —  g?,  wobei  wir  C  als  Anfangs-,  P  als 
Endpunkt  der  Geiaiivu  i>etnichteu j  so  ist  6^  die  Projektion  seiner 
selbst,  well  diiraer  Plinkt  beiden  Ebenen  (£)  und  (^)  sacleleb  an- 
gehört, und  es  handelt  sich  folglich  bloss  noch  um  die  Projektion 
f  des  Endpunktes  der  Gerfiden,  dessen  Coordinateo  A  und  i^wir 
jetzt  durch  den  Winkel  cp  hii^zudrücl^eii  hÄbed"«  Setkbn-  ^Hr  ideoi* 
nach  Cv  =  /[,  CP=z, 

JIPs=X=zsin^jJlfe=  F=^-f  feos^« 

Dumh  itoie  ifMbuiaiiriadsa^eKiiatt  bmi*:««s  Wfiimste  iik^u^4^h 

vzsin  w   '    .     '  ^  «f 

Hz  sin  9  t\i^\nq>  '  if  i-^d« 

^     <-|-2sia9)  /.  I  1  <-|-zsin9 

H^."  ^ll.i?*^  *  UnendUe!w,jr*cb#Ä9fciU*»iix*^''^»* 
Ins  Unendliche  foraaiueo,  und  gehen  zur  Gränze  iQr  2=00. Aber« 

s^  erhalten  wir  I  w 

d^  h.  geometrisch,  die  Projekt^i|-^in«B  unendlich  entfernten  Punk- 
tes liegt  auf  einer  durch  o  zu  tt?;^  jparällel  gelegten  Geraden,  dem 
sogenannten  Horizont,  und  dio  Projektion  der  unendlichen  Gera- 
den CPQ  ist  die  endliche  Gerade  Cr^.  Der  Punkt  ^  wird  gefim- 
den,  wenn  man  aus  O  eine  Parallele  zu  CQ  zieht,  welche  dem 
Uorlsonte  Im  Punkte  g  begegnet.  /. 

Es  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  in  den  Formeln  (5)  das  anfangs 
eingeflihrte  ^=6*9  nicht  mehi  Vjorkommt,  dass  mithin  diese  Ent- 
fernung auf  die  Lage  des  Punktes'  g  gar  keinen  Einfluss  hat» 
Ziehen  wir  daher  in  verschiedenen  Entfernungen  Cr,  Ov,  C"v,  etc. 
die  Geradeil'  X'^,  (TQ^,  C"Q'\  etc,\  so  mOssen  die  Ptnjektion^ 
der^lben  die  Geraden  fJiy,  Co,  C'gVett,  sein,  d«  h.  die  Pjiejek- 
tinilen  einer  Rdibe  von  ParalleUinien ,  welche  die  Grundlioie  >^ntDr 
iHiiMa'fceliebyBiWIdkel  >ft  schneiden,  bilden  einen  StraMbfiscM» 
4MflsAttittt^paoht^'lm'flhbisabt0 (liegt '•üi     \üi  OA-jinb^r/'  u.vil» 
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Olc^  Satz  ^\\t  anch  limMfl^hHi   Nlftimt  nitti^  titeMicli  1d<d^ 
Ponneln  (3)  und  (4J  jpaaii,       wiBrden  JF^rr  F^rfooV       clftsÄ  d^r 

Endpunkt  <^  der  ^Oemden  C/^^  kn*' UneiMtllcheif  itefftr'  zi#»idt 
ist  äbw  atich  '»**•'' ■•'•••*»  »»••'!.  »uWll  «.i;*  .«.iii  «iit»»fr»».i* >^"mv  „m: 

WMD  flsj)  =taoPo^=staii9  gesetzt  jw^ird,  aa  i«t.|a«cii 

GrqfiditiMe  SjSüimtUch  unter  dem  Winkel  9==Arctan -s<[;|iil^i4ei^^. 

kklün  nHiii  Wie^  die  letjtltMieit  als  Pmjdt^offen'del-  er^teren'^iilMi^n: 
Untey  den  Werth  ein,  welch^     haOe^  kann,  jsjnd  bei^onders 
jwei  von  Wichtigkeit.  «  .  L       .  l 

;  Für  9=±r90«  erhält  man  pämltch  nach  (5):  '  ' 

'  n.#rJi'**r  :     m      i-T      \-  ;«•!  iv»       'i  .'..i  r      i  •  .!•    .  i 

••*//    d'»ii4                        *      ;:                    .  '  '  .  IS 

Dtese  X  und  v  sind  die  Coordinaton  des  Punkte»  o ,  welchen  man 
in  der  Perspektive  den  Augenpunkt  zu  nennen  pflegt;  also':  die 
Projektionen  alier  Geraden  ,  welche  auf  der  Grundlinie  aeokreollt 
stcfafo;  Tereinigen  sich'fm  Au^enpuokt«^  1» "   -  '  * 

^    '¥mm»iatiät^fha:45^.'  .>  -  *    •  .\\    ^.o   \\  _»  .  .-:»  «... 

Durch  diese  Coordinaten  wird  ein  Punkt  v  hestimmt,  welcher  auf 
dem  Horizonte  in  der  Entfernung;,  ot)  =  Oo==<  liegt.  Man  nennt  ihn 
A&m  D  i  atatt  b  p«  o  kt.  Also :  die  ProfekHoiieD  aller  Gemdeii»  welehe 
«»-CbttadUMe-wteniAteM.  halben  .nfiwMm  sdbnehl#*v:  ▼craioi^eil 
«Ich  im  Dietanzpunkte.  :•«;• 

Uierans  ergiebt  sich  das  gewöhnliche,  sehr  liekanntc  Verfahren 
zur  Aufsuchung  der  perspektivischen  Projektion  eines  {gegebenen 
Punktes.  Man  denke  sich  zun  Sehst  die  Ebene  (E)  (Taf.  Iii.  Fig.4.) 
um  90^  nach  unten  zu  um  nin  herumgedreht,  so  dass  sie  mit  der 
Verlängerung  von  (e)  zusammenfällt,  sei  ferner  a  der  Augen r>  e 
der  Distanzpmkt  noA  fn  der  Ebene  (E)  der  Punkt  P  gegeben,  des- 
sen Projektion  p  gesucht  wird ,  so  verfahre  man  folgendermassen. 

Man  fälle  von  P  auf  die  Grundlinie  mn  die  Senkrechte  PM 
und  mache  MP^MP,  Darauf  ziehe  man  nach  dem  Augenpunkte 
die  Gerade  Mo,  nach  dem  Distanzpunkte  die  Gerade  Pv ,  so  ist 
dkr  Durchschnitt  p  beider  Geraden  die  gesuchte  Projektion  des 
Punktes  P,  Denn  die  Gerade  Mq  ist  die  Projektien  der  ins  üb- 
eiidttch#  verlängert  gedachten  MF,  Fv  .die^  dev  ehenfaUs  im  Ua» 
endliche  verlängerten  PM;  folglich  der  Durchschnitt  von  Mo  und 
Pv  die  Projeknon  des  Daiehachnittea  Ton  MP  und  PM»  b.  des 
Punktes  P. 

Diese  Constniktion  lässt  sich  eben  so  leicht  umkehren ,  wenn 
man  nämlich  P  sucht,  sobald  p  gegeben  ist.  Man  zieht  dann  die 
Geraden  qp  und  vp,  verlängert  sie,  bis  sie  die  Grundlinie  mn  in 
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M  und  P'  schneiden,  errichtet  dann  in  M  eine  Senkrechte  auF 
mn,  und  nimmt  MPr=zMP',  so  ist  der  Punkt  P  giefunden,  dessen 
Projektion  p  sein  soll.    Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  Yfir 
nun  verschiedene  metrische  Relationen  untersuchen,  welche  zwi- 
schen den  Gebilden  der  beiden  Ebenen  (E)  und  (e)  statt  finden. 


^s  sei  in  der  Ebene  (c)  ein  Vieleck  abcd  (Taf.lll.  Fig.  5.) 

gegeben,  dessen  Gegenscitendurchschnitte  p  und  q  beissen  mo^en. 
Nehmen  wir  die  Linie pqn\s  Horizont  und  ziehen  belieoi^  die  Grundlinie 
mn\\p(/,  so  müssen,  wo  man  auch  den  Aua^enpunkt  o  in  /7o  anneh- 
men möge,  die  Linien  ab  und  cd  die  Projektionen  solcher  Geraden 
sein,  welche  in  (E)  einander  parallel  hinten,  weil  sich  der  Durch- 
schnitt p  von  ab  und  cd  auf  dem  Horizonte  befindet.  Das  Näm- 
liche wird  auch  von  den  Linien  ad  und  bc  gelten,  so  dass  also 
die  Figur  ABCD  in  (E) ,  als  deren  Projektion  man  sich  abcd 
denken  kann,  durch  parallele  Gregenseiteu  liegränzt  wird,  d.  h.  ein 
Parallelogramm  ist.  i)iess  gilt  für  je«le  Distanz  ov;  le^t  man  aber 
dem  in  (E)  befindlichen  Parallelogramme  besondere  F^edingungen 
auf,  so  bleibt  auch  die  Distanz  nfcht  mehr  willkührlich,  wie  man 
sogleich  sehen  wird.  nuH '^mU  notr.iiiln.n.')  otfi  (»Jiix  v  Imio 
M,,  1)'  Man  verlangt,  dass  das  Parallelogramiti  i^i^C/)  eih  Recht- 
eck werde.  ..i»,  .i..  i 
Es  sei  der  Augenpunkte  willkührlich  zwischen  p  und  tjf  ge- 
nommen, op  =  Vf  oq—y,  die  erst  noch  zu  bestinmiende  Distanz 
ov  =  W.  CÄD  =z  (p  und  \V.  A'CD  =(p',  so  ist  nach  Formel  (6)  und 
dem  Folgenden              •  ^.i^^.^  »w^''^ 

hu.  »'♦»hti^i     tnWM«^'">d#     ''         t  ;i»li:iu*ivTou')        '    '  'l 

Da  aber  ABCD  ein  Rechteck  sein  soll,  so  muss  9)'=90^  —  tp 
sein,  mithin: 

iit  itdii  /  <i?nfii;i}*t(i  iil'»i>  .Mrt-»i|udtt*f*ii  >,«!»  tin\K  >in 
iriif-iiJ'Vu'iü  H*>nio  ti.uU'jjf  t  '      i'  •  "1  "i'»l»  »iint 

t.i-.iii'l  .UI.li.T)  CA)      -=tan9),  ^=cotg?>^  o4n^l,  „r.R  i 

'  liiif  Jix  ii*»tnti  d*)m;  '  T 

woraus  man  durch  Multiplikation  erhält  »:-«u  ti> 

•Ii  .ir  htm  i. 

.n^>.  aßiM  f»  ^=tw',  t^z>^Z^\  i  -  »ij  ^  « 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  rwar  o  beliebig  Grenominen  werden 
darf,  dass  aber  dann  die  Distanz  ov  die  mittlere  Proportionale 
«wischen  op  und  oq  sein  muss.  Beschreibt  man  also  über  pf/  als 
Durchmesser  finen  Halbkreis,  so  ist.  für  o  als  Augenpunkt,  die 
Ordinate  oi  =  or  genommen  die  nuthige  Distanz  und  r  der  Distanz- 
punkt. 

2)  Soll  ABCD  ein  Rhombus  werden,  so^iissen  sich  die  Dia- 

fonalen  AC  und  BD  rechte inklich  schneiden.    Setzen  wir  wieder 
ie  unbekannte  Distanz  or  =  / .  fo=y ,  ffo=      \V.  B' und 
\y.D'BE^^\ßo  Ut  ähuUch  wie  früher 
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und  da  V=9Q^— ^  sein  muf6t\.  ;  , 

.n'^Hw'.T.Il  •..•Ä!    .      .        #1  I  .«»ili  M"  «»Ii-        )|I  m«I  III.'.«  Ui'il' 

folgt.  WeoD  atio  o  Wllelbig  'au  f  /(^  genonui^eö  w\ri , '  W  'l^ute '  iS^ 

Distanz  otsoo  die  mittlere  Proportionale  iwlecheii  fo  und  r/o  sein. 

Beschreibt  man  also  über  f»  ala  Dttitzhmeeser  einen  Halbkreis,  so 

Ist  für  jeden  beliebig  zwischen  /  und  ff  genommenen  Augenpunkt 

o  die  Ordinate  qs  die,nist^,»  al^.fi^'der  4^i{itA0j(pi^I^^.,  ,}veiii]  oo 

^4>j(  gemacht  wird.  ' 
^  ir  c^h  .11! 


3)  Soll  endlich  ABCD  ein 


»T  gefoBdenefi  Bedlngimgen  g 
also  von  dem  Dorchschnitte  s  beider  Halbkreise  über  pg  und  fa 
Senkrechte  mo  auf  denhtioriaent,  so  ist  oder  Augeopuokt uinU 
wenn  ov=os  genommen  wird,  r  der  Distanzpunkt. 

Hat  ms^n  ia  jedem  Falle  Augen-  und  Distanzpunkt  bestimmt, 
so  lassen  sich  nun  leicht  nach  dem  aju  Ende  des  vorigen  Paragra- 
phen gezeigten  Verfahren  die  den  gegi^bcnen  Punkten  a,  0,  c,  d 


j».  e«?    .  •  .  — 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  den  perspektivischen  Projektionen 
des  Kreises  beschHftigen.  Zu'  grosserer  Einfachheit  setzen  wir 
voraus,  dass  der  Mittelpunkt  des  zu  projizir^nden  Kreises  ip(£)  auf 
der  TeriSnceTten  Augenbnlie  liege  (TaC  IV.  Fig  tf^d^r 
Kröle  die  Grundlinie  rnn  berüliiw^.  Nehmen  wir»  wie  bUlier,  die 
Augenhohe  und  deren  Verlängerung  siir  Abflclisenachse  und  den 
Durchschnitt  derselben  mit  der  Grundlinie  mn  zum  Atifangspunkt 
der  Coordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenei^  Kreises  in  ^£^) 

r»=2Äjr— iK»; '  •  •  •  (?) 

wobei  R  den  Halbmesser  desselben  bezeichnet. 

Um  jetzt  die  Gleichung  der  Projektion  unseres  Kreises  zu 
finden,  brauchen  wir  bloss  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  durch  welche  statt  der  Coordinaten  X,  KIn  (E) 
die  neuen  Coordinaten  a:,  ^  .iu  (e)  eingeführt  werdep    \yir  crhfil* 


«iU  iMch  einer  leichten  IMnctlon: 
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oder  auch  ^ 

iii.f 


Man  erkennt  hierin  sogleich  die  Gleichung  einer  Ellipse,  nur  er- 
sieht man  nicht  sogleich  die  Grosse  und  Lage  der  Achsen.  Diese 
hestimmt  man  durch  folgende  Vergleichung.  Rechnet  man  in  eioer 
Ellipse  die  Coordinaten  von  einem  der  Endpunkte  der  kleinen 
Achse  an ,  wobei  diese  die  Abscissenachse  ist,  und  bezeichnet  die 
Crosse  Achse  mit  a,  die  kleine  mit  b,  so  erhält  man 

.>i'nJ«l|i;l!  MMni'i  io^*  =^(26ir— a:*),,.»!?»  tif.lti  mim  Uttoi  (^i 

Nimmt  man  dagegen  die  grosse  Achsi*  als' 'Absclssenacnse  lina 
einen  ihrer  Endpunkte  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  hat 
man  für  die  nämlicheti  Achsen  a  und  bi  '    ,  . ,  "     .  ^»        m  . 

'""Beide  Formen  gehen  in  eine  ülier,'  wenn'fcr=rt  =  r,  also  die 
Ellipse  ein  Kreis  ist.    Da  nun  liir beide  Formen  a>6  ist,  so  kön- 

neu  wir,  den  Quotienten  ^2  7  bezeichnend,  so  sagen: 

1)  Ist  ^>1,  so  ist  die  kleine  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 
eenacnse  und  ihr  Endpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten. 

2)  Ist  f/=l ,  so  ist  die  Ellipse  ein  Kreis. 

3)  Ist  <y<l,  so  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 
s^oachse  und  ihr  Endpunkt  der  Ahfang  der  Coordinaten;  ^ 

Diese  Criterien  können  sehr  leicht  auf  die  Gleichung  (8)  an- 
gewendet werden ,  w'enü  i  »I    »..  r       '#  t 

•  i'il»  I'iui  *y.t\  ti:'.vi'.>in-t\ ^.  •n»^  =  ^ — ^t»*/  U'iiob  ! 

t>liirti^'-,}»iu;'l!l7.   uiu\  \\\\\  'iiuiliitiiit*>^vi^  Iwu  iH>!tl'*Mint> 
genommen  wird.  ^^nuibi'dü  ^ib  i.l  oh  , cio) 

(7)  1)  Ist  nämlich  ^>1,  also/ *^(,  i.«^ 

SO  sind  die  Abscissen  auf  der  kleinen  Achse  gerechnet.  Da  nun 
unsere  Abscissen  in  der  Richtung  Ao  ge^.ählt  t^erden ,  so  folat, 
dass  die  kleine  Achse  der  entstandenen"  Ellipse  in  die  Gerade  Ao 
fällt,  mithin  die  grosse  Achse  der  Grundlinie  mn  parallel  liegt. 

Die  Werthe  der  Achsen  selbst  sind  sehr  leicht  zu  bestinuiien; 
man  erhält  nämlich  durch.  Vergleicbung  der  beiden  Formen  (8) 
und  (9)  u  /'        -  ; 

,     Ru         n^t  /II) 

^TRTt'    =2Ä+<^*''  »*'»'  ^'""^      ^  ^ 

Besondere  Merkwürdigkeiten  bietet  dieser  Fall  nicht  dar;  da- 
gegen bedürfen  die  Fälle  (2)  und  (3)  einer  näheren  Ansicht. 
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ppll  die  Fn)jeKt!on  des  gegebenen  Kreises  (}.  4J)  yvwdet  eiir 
Krei«  ;Wferdeq,^§u  muss  die  Gleichung  (S)  au|;,4i^  f^orm.,,j  ^ii;»,,. 

y^=i%rx^x*  (12) 

•      r      ~  mmi^ 

zurückgehen,  in  welcher  r  d^n  Halbmesser  des  neuen  Kreises 
bedeutet,  oder,  was  das  Nämliche  ist,  der  Quotient,  welcher  im 
vorigen  Paragraphen  ^  genannt  wurde,  muss  =1  sein.  Wir.habeh 


also 


oder  ' -^'i         '\Viil  ffil»  noit/lirrivijoD  oaio  Mojol-  mxm  loff'd'i/i  mir. 

'  ^  '  [i.lr  iuil  ■>/...  .fT|-..>||j|  fiili ijßfii  iuU')/i 

und  durch  Vergleichung  von  (8)  mit  (12)    (^i)  «„r.  unm  IoImuI  «»^ 

wodurch  die  Grosse  des  neuen  Kreises  bestimmt  ist.  Werfen  wir 
nnn  noch  einen  Blick  auf  die  Gleichung  (13).  Wir  hatten  gefragt, 
unter  welchen  Umständen,  d.  h.  für  welches  Verhältiiiss  zwischen 
Augenhöhe  und  Distanz,  die  Projektion  eines  Krei;ses , Mfieder  ein 
Kreis  werden  könne.  Diese  Frage  beantwortet  uns  die  Gleichung 
(13) ,  vt-elche  zwar  die  Augenhölie  uhd  Distanz  nicht  unmittelbar, 
aber  doch  eine  Relation  zwischen  beiden  giebt,  welche  eine  derj^l- 
ben  willkiihrlich  anzunehmen  gestattet.  Jene  Relation  ist  al>er 
nichts  Anderes ,  als  die  Gleichung  cnner  gleichseitigen  Hyperbel, 
worin  R  die  Halbachse,  w  die  Ordinaten,  t  die  Afecissen  (vom 
Scheitel  aus  gezählt)  bedeuten.  Der  geometrische  Ort  des  Projek- 
tionacentri  O'ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  welche  den 
Halbmesser  des  zu  projlzirenclen  Kreises  zur  Achse  hat,  oder  mit 
anderen  Worten  (Taf.  III.  Fig.  6.): 

"1  »Wenn  das  Projektionscentrum  auf  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel fortrückt,  deren  Ebene  senkrecht  durch  Ä  auf  der  fcbene  c7fF 
geht  und  deren  Halbachse  =  CA  ist,  so  bleibt  die  Projektion  des 
vaM  -C  mit'  CA  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreises  in  der  Eben« 
frto  immer  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  nach  Formel  (14)  gefun- 
den werden  kann.  .     i    ;  *       .  '     .     '  .  '  '    «     •  . 

,         ..   .  .  ■■■   ■■  ■    *    *   »M*!  "»t»  ti'fr»  '»lunrt  l  V -Af, 

^ '    Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  dritten  der  in  §.  4.  betrachteten 
Fälle,  wenn  nämlich  das  dortige  ^<1»  mithin  vermöge  des  War- 
thes von  g  •««iii.Tihif  I  «»if»  ••.  i'in  i'mih'i/!^ 
tl)  ainril-Mfiltli'jb  Miiilt  j.   |*2^2»^_i.^a    If.^iil      .um  jiniHuunil 
/»  lo*J  u'ji\yf.liuttmiA\  inU  wi  hij-iiipid  iii;f(i  luyta  irjbnii 

st    W  ir  erhalten  dann  durch  Vergleichung  von  (8)  uriil  (lÖ) 


r 
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und  bier  liegt  die  grosse  Achse  io  der  AngeDbube.  fotgtidi  die 
kleine  d«^  cSiiQdliDle  pilhOld.  IHterlEUrl«!  mU  i^i  sdäMiaa 
analytiwM'lMielidiig^    So  Mtnt  'nätf  i:  *B;  «triM'Olil^t' 

aber  ~  If t  der  halbe  Parameter  der  EUipse;,  nfti^i^o  [i\ic  ifiii, 
sslp,  ao  folgt  jetzt  die  iDteressaote  Proportioo: 

ilsteÄiip,  (16) 

aus  welcher  man  leicht  eine  CoDstroktion  der  in  (e)  sn  aetehaai*» 

^n  Ellipse  ableiten  kaoo.      |  .  .. 

Nennt  man  e  die  lineare  Ezcentricitfit  der  Ellipse  Vo^Cipr 
so  indet  mao  ans  (16)     -  «5  »«  •':  t>  '  li  ^iui- ITi-. 

^ — ^^ÄTpf  

AJn  d}es<^  Fonaein  n*Ql^         aoffafolgende  lietrachtung  anschliesseiii 

Nimmt  man  in  Be£U|^  auf  unsere  Ellipse  i0  ,(e)  die  durch  dcp 
Augenpunkt  gelegte  Horizontale  als  Polare  an,  so  ist  der  zugebe* 
fig©  Pol  nichU  Anderes,  aUl.die  Projektion  des  in  (E)  gegebenen 
J^(Hsmit^]|>auikte«u  Alle  durch  die&OQ  gebeq^ea  Xi'uäeu  weird^p 
nto^ck  M|pd«PMSlben  uod  den;  Kreide  iq  ^itoi.  l!iip|ct0a  gfsebmtr 
illS^ti1^#klls  flritt  dcan  uneiidlicb  eotferilta  iHi|iM«der  Geraden  )b|ii 
$j||iteii|  baanaQtst^fa  U«geodi»t  Punkt9  anfachen.  Die  Projektion 
einer  harnioof sehen  Geraden  ist  aber  wieder  harnuwisqh  getb^ilt. 
In  (f!)  aber  entsprechen  der  von  dero  Kreise  in  (£)  durc^scbnitte- 
ueu  Geraden  eine  von  der  EiUpse  geschnittene  jGentder  ;d(emunend- 
l|0b.  entlferatea  ffiwbte  'leio*  ;>1Hm^  auf  der  HoriwMitalf^ ,  ;Y¥elcbef 
aH  jssen  z^  ei  Puakteii  der  Ellipse  in  einer  Gerade»  liegt;  foU^ttch 
aftuss  auch  dem.  letäteo  der  harmonischen  PuvMii  d^  b^  dfim  Krei^- 
mittelpnnkte,  derjenige  Punkt  in  (e)  entsprechen^  welcher  der  vierte 
harmonische  zu  aen  drei  schon  ^^efundenen  ist,  d.  h.  der  harmo- 
nische Pol,  mithin  ist  dieser  die  Projektion  des  Kreismittelpunk- 
tes in  iE). 

Man  könnte  nun  die  Frage  aufstellen,  oh  es  nicht  möglich  sei, 
das  Projektionscentrum  so.^u  le^^en,  dass  der  Pol  mit  einem  der 
JBi^npimMs'ziutovne^  UlUt  llferaar  ist  die  Antwort  foigenac^ 


Nennen  wir  x  die  Entfernung  des  harmonischen  Pqies  von  der 
GmndUnie  mn,  so  ISsst  sifJi^dis<felbs  mit  Hülfe  derGleldnnig  (1) 
finden ,  wenn  man  bemeffct«  oass  lor  den  harmoniscbso  Pol  JEsis 
ist.  ,W|r.-lMHfi,4lMi:  .i  : 
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Soll  nun  der  harmonische  Pol  mit  dem  Brennpunkte  (es  kann 
diess  nur  der  obere  sein)  zusammenfallen ,  so  muss  x=a-{-c  wer- 
den, woraus  durch  Substitution  der  Werthe  von  x  und  a-\-e  aus 
(17)  folgt: 


R-^t  2R^t 


oder 


d.  h.  weil  die  linke  Seite  — (   ^ )^~~R^t 

:l  ih  tu.  / 

.  ..  ...     («  +  t)    .  .  .        -       .      -  . 

oder  durch  Transposition  -  ~  -  .   '  .     ■      _  * 

woraus  iolgt.  iV.  )imii;J'»(I i)il».iii  «id  iKi/  .«;*»\h;*!iilowl  h'jtoib  oHio^/oU 
it  ''lili  ai  ^lii    cnsiioit         t'ti»!«»«!  Mi;b  iti  iH^in  oih  .'ui'iloi« 

und  mithin    '  .«»n*j)li;iI}M'*  siioio.l  «o/  >jiyni/ioilK;ii.  .i'ioi'ri 

gewiss  ein  u bernisch end  einfaches  Resultat!  »  1^»-»!  tMtm  *r;*ijb 
Will  man  also  einen  gej»ebenen  Kreis  so  projl^iren,  das«  in 
der  entstehenden  Ellipse  ein  Brennpunkt  mtt  dem  harmonischen 
Pol  in  Bezug  auf  eine  noch  zu  bestimmende  Gerade  zusammen- 
falle, so  hat  man  folgendes  Verfahren  zu  beobachten  (Taf.  IV. 
Fig.  1.) : 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  A  des  gegebenen  Kreises  lege 
man  eine  Tangente  und  ziehe  von  dem  Mittelpunkte  C  die  Senk- 
rechte CA.  Auf  ihrer  Verlängerung  über  A  hinaus  nehme  man 
eine  Strecke  Ao^  AC  beliebig  und  o  als  Augenpunkt.  Hierauf 
mache  man  Ac  =  ACt  ziehe  durch  o  eine  Senlcrechte  auf  Ao  und 
nehme  auf  ihr  ov=oc ,  so  ist  r  der  zugehörige  Distanzpunkt.  Pro- 
jizirt  man  mit  Hülfe  beidor  Punkte  den  Kreis  in  {E)  auf  (r),  so 
erhält  man  eine  Ellipse,  deren  Brennpunkt  c  zugleich  der  Pol  in 

Bezug  auf  ov  als  Polare  ist.  ":;»'^* '  ♦  S-  » 

-1,  »iii  <u.  -^^.^.»;.        )!'»(ppn)  iil  >i  UiUlii  j«)  WiKp.'^b  .  ^.noqit| 

ti^]     »Ii  T»h'd*^f  'lv  {f*»Mi^'>h  biHi  )>*i  ntuii^.h^  uajj 

.                ^  i:  .i'l'X .  / 1          li  Miiiiit'^'  ' ><»bMl.  ,(K 

itob  n<  >  ("V^  .iii  T}                      ui  mIm bin. .'/Ulli 

.•j)ui..'{»»jJj'ii^  vjL  ijyiir.^l  i^fcfcoia  v^uiiJ'j  biiu  Jlindo*' 
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:  •  .1 


\  I  Vi  ; 


Einige  neii^^  WeWase  tömi  IielindUaeB 

au8  der  Memeii]tai\-Sterepm€$trle.  , 

Von  dem 


Herrn  FrofeBawt^'Six.^J^»^^}^ßii  Marburg. 

*iril(''.tt  |^:;t.il  il-Of'f»  v^** 

Die  Lefi^  votA'RauiniDhalt  derKOrper  mt  bekanntlich  auf  den 
Satz  gegründet,  däss  zwei  dreiseitige  Pyramiden  von  gleichen 
GruDdflächen  und  gleichen  Höhen  gleichen  Uauminhalt  haben.  Die 
Beweise  dieses  Lehrsatzes,  welche  bisher  bekannt  sind,  sind  iM 
Bolehe,  die  mehr  in  das  Gebiet  d^r  hShem,  als  In  das  der  Eienee- 
tamathematilc  gehören,  ^genannte  Exhanstionsbeweise.  Einer 
▼en  diesen  Beweisen  ist  der  in  deti  Gerlingscben  Ausgaben  der 
reinen  Mathematik  von  Lorenz  enthaltene.  i  nfriü;  bni 

,  Aufmerksam  gemacht  durch  Gauss,  dass  es  wünsch enswertb 
sei,  diesen  Beweis  durch  einen  mehr  elementaren  zu  ersetzen, 
dass  man  bis  jetzt  nicbt, ei ninal  elnei\  elementaren  ^w^is  fur.  to 
Sats  ^sitze,,  i^m  drei^l^ii^g!^  .Pyramiden ,  ijie,  etpiuider  gegefibilJR 
Uch  gleich  sind,  4.  h.  sich  wie  rechts u;id  Kim{i^fna^t^n,|^e^^ 
llauroinhalt  bajbeny  bescbältigtc  sicbOie4r>l^o«'^itAie^Q  A|i%f^^ 
Er  fand  für  .die  Gleichheit  .der  Grüjjse  zweier  gegenpildlich.gleiclj^ff 
Pyramiden  einen  den  Anforderungen  crenü^enden  Beweis  und'seine 
Mittheiluu^darüber  ist  die  Veranlassung,  das*  auch  ich  mich  mit  dem 
fr^glicbep  ^egenst^i^d  besc^fti^te,  da  de^  yo^i  Gef}  ine  gefuffr 

nkffßßmm»  w  «bi  zu  pmriii^  ^.jiiKtfm 

es  Äffang^S8ew,.,4as  be^  di^  ,CUfegeph^|t  yop*  mlp^C^iMiWI 
Awi  math^ni^lpclHm. vorzulegen..  .  » '  ,  ..d^iiita 

Ich  setze  vorafis,  dai^  folgende  Sätze  oereits  bewieff^n  seien? 
,     1)  ^af^l^lepipcde,  welchAglei^/^FUII^fl^ 
|^a^i|eOvj;Sind  gleich  gross.^         '\  .....         .    !  • 

^)  Ein  gerades  dreiseitiges  Prisma  ist  die  j9^fte  eipf jpaEiUleM- 
pipeds,  dessen  Gmndilidie  doppelt  so  gross  als  die  des  dreiseiti- 
gen Prismas  ist  und  dessen  HOne  gleich  der  den  Prismas  ist 

3)  Jedes  schiefe  dreiseitige  PrUma  (Taf.  IV.  Fig.  8  X)  iSsstsicb 
umwandeln  in  ein  gerades  (Taf.  IV.  Fig.  2  i?.)  von  demwUbenQn^ 
schnitt  und  ebenso  grosser  Länge  der  Seitenkante« 
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«•^.   £s  ist  Bfimliehi' 1  i  tioil-tiiiMli';  -i'id  iv*v(iii)il       -»tU  Umt  /\  f.d « 

•C'taf.'  IrVi  'Flg.  I'»i'''T"|/^"JTrf:''1V'J  Fi^.  Uli,  '^»»'«j'  '^«^1» 

(  Kaumstück  ci-f  Raumsltick  6  ):irrtt|  Kaumstück  6, -fl^aunistücka,)' 
Heil  ff^«/  und  ö^/j,  isti'  I^it^Hc  «»ffr'-f  itmIImv/x  ml  nMluiT'! 
irfi  {Vi^^leiche  Ger  I  i  Dgs  Ausgabe  von  L#oi«jii;tii')  no  f  luiii  i'il 

4)  Zwei  dreiseitige  Prismen  von  gleichen  Grundflächen  und 
gleichen  Höhen  sind  gleich  gross,  sovrohl  danil,  \venn  in  beiden 
Prismen  eine  d6r  parallelogrammatischen  (8eiten.)Flächen,  als  auch 
dann,  wenn  in  beiden  Prismen  die  dreieckigen  Flächen  als  die 
fUrundHächeo  betrachtet  werden.   .    ..i. .  aiIi 

Der  Beweis  dieses  .Satzes  i^' in  ilelcri  AVeiien'  tinv'o^lst.ifi^i^) 
weil  dai*iii  der  dritte  .Satz  fehlt,  auf  den  er  sich  gründet.  In  de^ 
Ge  r  li.ng  scheu  Ausgabe  von  Lore  uz  ist  er  vollständig.  '." 

An  vorstehende  Sätze  reihen  aich  'folgend^'^^um  TbeiL  früher 
abzuhandelnde  Lebren  an. 

-ii'tt'.'l  iii'ii'M  t>'  •i'^id-:.-' /^L  "  •!tt'>-^i'.T!>  o'>')t    ,  ^  J ';  •■.!' \    •<■  -'^l 
«•I    ^4^;  Erklärung.    Zwei  ähnliche  gerade  Lioien  v^iß  und. (76i 
die  einander  parallel  sind,  sind  von  g  loicn.erHit^b  tii.^  g  der  äh  n- 

lichen  (gleichnamigen)  Enden  (was  durch  i^Aß)ii{a^)  bezeich- 
net .n-erden  kanri^y  Svfenn  sie  rnit  der  Vcrbindungslime  der  An? 
fUb^pnnkfe  intjci'.e  (^egenwinkel  ßAn  und^  ö/i/l  bildeh} 

X     .   _        liegen  und  einander  zu  zwei 
nur  dann  gleich  sind;  , wenn  kle 
aber  von  e' ri t g e ^^^g p tj ij 

R  i  ch  t  u  n  g  der  ä  h  n  1  i  ch  e  n  Enden  (was  durch  ■(^)#  («6) 'be- 
zeichnet »Verden  kann),  Menn  sie  mit  -älai  glei^clieiibnere  Wech- 
aeUrt  nk«l /^^a  uh  d  6a4. bilden;  I.^SiiehA  Xaf.  iV.  Fig.  3:  .un<l 
Fig.  4.  r  .lljabiiioqiö^t 

.71  §i.  2.  Etfclärurig.  .  A  eh n liehe  d^eiseirt.ige  PyTairiiden 
eirid'solchei  die  sich  so  zusainmeostelLen  Jas^^env  duss  je^Ic  Kair-i 
tenlläte  der  einen il parallel. ist  ..mUt-aiueri.iJUr  ent^piecb^n^eu  Jka^^ 

c,a:.'U,t»  tri  Taf.  IV.Fig.5.)»  wenn  dabei  je  zwei  einander  ientsprechea,d^ 
(ähnliche)  Kantenlinien  auch  gleiche  Richtung  ihr^r  ahnlicbeü 
Enden  haben:  sjnd  dagegen  die  Richtungen  ihrer  ähnlichen  Ende^' 
Entgegengesetzt  i  so  heimsen  die  beiden  Pyrätrtiden  g^  gen  Iii  I  d- 

IftfB  ä'bjilirhfe.  (vergleiche  cxyzMtiA  c'a^a  vX  in.Täf.  iVT.  Figi  6)1 

(hui>;  i'j>i»!ivri'j<iii:>-> //^  i         .li'^ni.j'/  i.yjinnl  ^^^».j.   >iiiui«  Uff,  jn>. 

•0  §.*  LehTsatB.;;  Sind  zwei  dreiseitige  Pyrämkten  efner  un({ 
derselben  dritten  ebeidiildlich  ähnlich  oder  sind  beide  einer  und 
derselben  dritten  gegenbildlicb  ähnlich,  so  sind  beide  einander  selb&t 
ebenbildlich  ahnuch.    .  :  •  .  ^-  )        !  '      . ;  i  ^ 

.)xfi  B  eAit  ä4ä.  Werden  die  drei  ivergücheuen  Pyramiden  P 

nV  i^ölchie  Zusaj^nmenstellurig  cebfacht,  dass  ihre'  ähnlichen  Kanteit-' 
linien  einander  parallel  sind,  so  i^t  im  ersten  Falle  jede  Kantenlinie 
von  P  parallel  mit  den  entsprechenden  Kanteniinien  vyn  P^  \^ud 


Digitized  by  Google 


voo  P,  und  die  Richtungen  der  äholicheD  Enden  sind  gteieii»>  mo 
4aM  andi        .j^tppl&ilW  !r9n  P^  parallel  tot rffr  .ihmi^nnjnjfcm 

Enden  hat.    Im  zweiten  Falle  aber  ist  jede  Kaoteniime  von  P  paral- 

s 

lel  und  von  entsegenge^etzter  Riclitiing  der  EnieBlmit  den  ihr 
entsprechenden  Kantenlinien  von  P  und  von  P^  weshalb  jede  Kao- 

JAoMtdinift  ikr-  |H«ieba-BidHiMil4OT<iluiHbH«ni4i^  .-• 

§.4.   Erklärung.   Sind  zwei  drebeitiee'  Pyramiden  6 
ß  (Tal*.  IV.  Fig.  7)  einander  ebenbildlich  ähiuich  ^nd  es  ist  eine 
Kaiitenlinle  c,y,  der  einen  an  Länge  gleich  der  ihr  entsprechen- 
den Kantenlinie^c^,^«^  der  andern   (mitbin  jed^  KaateDunie  der 
einen  an  Lange  gleich  der  ,ihr  entsprechenden  ICanteuÜnie  der 

§.5.  Zusatz.  Jede  dreiseitige  Pyramide  ist  ihrem  Eben- 
bilde'^rrtd-orpeilnhait  gleich  gross.  —  Beide  l^s^en«ich  peinlich  in 
cöngruente  Zusapimensteiiung  vers^tx^n.  '  •     •     n  ^ » 

"ilSi'jyM  g^genbildlich  al^^iicp,^una  es  ist  eine  Kanteobn^ 

»rWfWr^j^J^  jptepr^ipjiepd^a  Kanteolini^  c,^ 

der  andern  (mithin  jede  Kanteplinie  der  einen  gleich  der  entspre- 
c^Uejulen  Kantenliyie, (l^  fti?^^r<^)^,. Sft^,}jei§^jt  di^,.f4n^..jjifl  ^^gl^Ur 
bild-der  audecii. 

-'mI        1 1  (V\ I .)  •r»inb  i^B/*)  n  *>  ii «  A  n ♦>  i!-»  1 1 1;  d  i;         v  i  :i  I  !  i ,'  *,l 
-  d:i  •f//7vi  LiBlirifli>t*«.)  ■'jJiftBe^ifHBitlge'PyramEdeitt'fPar.iVJFtek 
oder  a  lind^  I^  7^*«mM  llir»C»B^dMI  5  ibaMi'^i^dl  g>iww> 
KGrperinbalt  -ü.' i 

itü l  iieu'<m'S.  '  Alan  verbinde  d  und  ^  so,  wie  a  und  jJ  (Taf.  IV. 
i8a>l7^)l«trbnnileQ  sind>  d.<li;  so^  das«  die  ^l«iclien  Kabteulinien 
ef  .;iM<ii|994^n4»^  glefcf  h^^iftlai» 

ynd  entgegeni^esetzte  Ivichtuiig  hal)en,  ivtähreiid  ^c,,' jr,^^     ^.^  or) 
i^^J-^ikC^^  und  /  "  ' 


^9%u:i|Ql^en^  i^/ppen,    ^  — —^.„^  , 

X„z„1^xz,  mithin  aurh  (wed  die  VVi^kfll^;»:;^,  Vnd  2,,a:,,ar ,  die 
ilc^iyit  einer  Linie  a:a:„  bilden  würden,  innere  WecÜseiwinkel  «iod) 

[Wvvr#)#(^«  )  fei.    Stellen  nnn  in  Taf.  IV.  Fiy.  d.  cya«=  a 

Bgm  tMO  die  Ebene  xyz  aber  jpy  nod  die  Ebene  C//Z,/jr,/  üb#r 

c,,2,,  hinaus  iinc?  I(»<j:o  durch  nx  imd  MX./  eine  Ebene  a:uz,,in,  so 
t\*ird  ein  vitTsritiLr  |»\  ramidenrörmiger' Raum  arMz,,mo^d  ho^renzt, 
der  mit  jcdf  t  der  hoiilcn  Pyramiden  u  und  ^  einzeln  zusa^mof^Qg^ 
Momiuci^  Vii^v^i^*^^^*^^'^.  ^'■'i^iJJ^  <i+a  oder  c/-f  |3  bildet. 
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1)  mm#M9Uz„ oc„  ala  l>«ielMelinittellBie  der  parallelen Ebmo 
at^m  md  a» der  Ebene  tm  und  weil  %,tXt,i^ix  ist. 

'  2)  z^,  m^tt:r  d.  h.     ca:  )  a'»*  I>urcli«thnitt«linie  ilor  parallelen 

j  L  XL        /  Ebenen  j:,,m  und  ox,,  i„  mit  der 
ax„  d.h.^e,^„^  Eb^^  iwiHMid  well  c,,  x.,  ^ex  ist 

3)  a:m#Mz„  d.  h.  #y,,2,J  »1»  DnrcliBchnlttsllnie  der  parallelen 

44.  ^  u  XL  }  Ebene«  xm  und  v,,  x„  i,,  mit  der 
#o*  d.  b,  J  Ei^.  ^       ^äl  ut 

Da  nun  xm4|;M2,,^oz  und  om^zx  und  2,,  ?ii^?/.t,  so  ist  owiz^^wari 
ein  dreiseitiges  Prisma,  das  am)  «  besteht;  da  ferrier  z,,m-\]^ux\\ox 
und  o/it:^z,,a;/,  und  xin^uZf,,  su  Ist  oxniz,,x„u  ein  dreiseitiges 
Prisma ,  das  aus  ß-^d  besteht.  Da  nun  aber  die  beiden  liegenden 


•>  V  f: '    •  A  TT  merk  ifn  (»;    Es  iki '  leicht  einzuÄh^Tf^  ^  fla*..*»  man 

"b^UfrtiW^  >j^r9be  .^nyHqi||ite9XHiMi|^^^  *fÄ*iiÄ'^- 
per)  ähDliciije  zu  nennen  habe..  vi»Dn  siesicb  so^usajnmensralieD 

beseo,  dmi^U  m^M  i^iM^  Punkte 

des  einen  parallel  Ist  mit  der  Verbindungslinie  der  eaCsprechenden 
Punkte  des  andern  und  dass  die  Aehnlicbkeit  eine  ebonhild- 
liche  Aelmlichkeit  heisse,  wenti  dabei  jede  Verbinduni^slinie  zweier 

P«nki^  M  einen. ^leii:^f,-RicMiMlfr  dfl»i?^l^ 
mit  der  ihr  parallelen  des  andern,  während  im  Falle  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  paralleto'lilAiiiW  entgegengesetzte  Richtung 
beben,  die  beiden  Vereine  von  Punkten  (und  ebense  die  beiden 


..  ,^  „.jgt.,— -  _      ,    ,  ---- 

.  ,  ret  liehfleii  V^riffpdiitrgsHnie  d^ii  lirhf^n  1  m  Län^«  erkannt  ist. 
als  eüeubiidiyi<N>H^kR:M6der  '^;^^^  iii 

cej^^fÄliaiieb  «iriHi*  sfnd.  '^^ 

leicht  isf ;  hl  IWW^lsiir;  Vfas«  'nhjfkt  »rtttf  Je*%W^r  eb^nbiÄh  g^i<?hfe 
Konrr^r  fdie  »hh  in  Cmiö^ufenz  'Ver^etyerl  lassen),  '^nrtdfcrn  da^« 
auch   j<"  zwei  ge£<eqbildf ich '  •i^prn'lft '1^ 

Hauminbait  bab.e;y.  lii^friMni/r^iy  -.uA.-uru.^K 

eMvm^i:  nt'i  iM«f  Jil'»'  i»'Mf  xiiii  ol^oif'ifmiü«^  ii*»u*>i|Hi:d*».':  »«^vi//  lutrt 

d  Vi^1leicb»i«illi«tie'tolk>bip<>«rAte»ifi^^ 

ä^^ft  und  W^ise,  Wi«,  i'lien>*hietHaufi|bsprocfaeileB  DeDhItiblien 

entitiiyh^beud  ,  die  Lehre -vott'  der  'Aehhliohfcle«<  iflberbanpt  daiw 

stÄ*n''Mn  würde.  '»•  •«»•  •  r'VMl.:.i  < .  M.f!  .  »     '        .  •. .sm'  m 

'  .1  ..  ./  n  »bfl0d*f1'|i*»»V^  MH         Iii  Itt  *>ff' 

im<«ir»<d  i«*?rt'»''i!..''}'fn|  i^ul.^,^^^^^^'.if;ii  ri  nV  U-ilnicil 
••iiM'.!'»'?  *»»b  ciübiiff  Jiinr*;  '».♦;  •>:     J  T>idi  ^ii.i'd»:»!  ^di  ii  »i,ri  91b 
:riiM"*"'fff,- ♦  /  T»b  i'>t*n:  h'v  '>hdn<«dK  '#ib  t*'i!'>t:ii<ii'>i>  luiu 
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ii'»l'»IIi.H.ij  i'  !» '»iiLl-^r«»  isl  t«-il'»'i»M        \       j-    ,1    I,  ,  vs  ii  u\  .,-  ' 

.i'»l'illi;iri}  T»!:  «iitiiUMiMil  i<il-n»it l  >lt.      ^«^v  n.  .if  .f»  .,5M  |t 

'•\.\\^        t-i       .  i.w        .  ■:  i!«n;  ■        '      !nuf  ,.;v»  i'  ;'t.  •  >,» . 

mm'«  1*.  '.II  ;• 'h'»»'!   .Iii  {M'i;  •       ill    .\t\-ti-.'tti  K  |  l,  .^iti;  >.rti  ,  f'i;*^#7*» 

1Je]be)i*:|«^e  Dehnung  i|jn.d  das  ifeerreis« 
sen  prismatteclier  Klliipieiri<l<ttn^ir.^ 

Kraft  ^  ausserhaljb  der  iSch werpaiijbte-- 
MUdfi'i  v.i A^Afie  i de^.lM^rper^^^ 

II«»'»!!'»!!;" !'] '  hl*  ".'»ii  '-iii  I  i:iiiM  '  -  :•-!»  ti(u  l",  i'^iiiiii:«]  »;'»4n»»  >'»!• 
-  i»  I  i «I  n  •!  i! •>   '»fii't  "  i/    •lüi  Immj  r.   -"i^?  m.'i'Ii'J 

!•.!•> '/\  •,'»( i(- •  ;•  ■>••'.!  ■  1  '  •■!,     I'^^'?)tP^'^  .•>->"•»''  li'),!t;  t- •  Ii!"  '    ♦  i'  ■' 

Hli'i  i'tft.i  't[^in:r.  *  litt  I.  i>-u.». //  .iri'iftiK;  >i-»f>  ii'»MlJ(u;«|  nL!  t»;«  Ii.  • 
^Miiitil'iiil  f))xt«»i'>jn«>»«>^Nii<i  IWIiiR4liUl*>!lir(i:«f  '»iiii«)d*Mn()i'1ii*>  n*»I>ii' 

ii'ihi  Ml  '»ili  o-'.ii'ni'i  Imiu)  iir»J,4iiiiM  UU7  'iiii'»i'i7  i!-4>i)Ml  •#•]»  .n'tili'.il 
Ulli:!*  I^il  't  >tiiMi:4l     .ii't'":l'n{  *>if  t  i  i    J  i;  il  t  i  1  i» I  i  ti  ti«>*;'i :{  (-.'»tlluiFi 

i»tT  ;:1'J  l»rtl»)  D'  t/lMri'l  l!o  /  •)  !i'»  v>/  ').!  »i!iulj',  »'17/X  •»{  ^-^Lfl  .  hl'»i*»! 
-r.  i'»;:  Tnii'»  )iMili'  >;'»l i  ^  mi'}»  h  h:       :•»;'  ,(  i  ><j  i*i/i  '»li  iiiiiiir.  if  )i»r. 

$^|^^^e,!mlti^^^!J^«h!e«  .Quer^cjinUt^  ich  au«^ 

inline  ,YeT«uchfl  im  Kfini^lich^n  w;erb<^  7 J(iis|fhit  ,zur  Ermit^iuqg 
40r  ©la^tipitlft!  i^ßs,  $pj>Hu^cd^Sfen§  .ver^ais^,  wöp^ea,  >var.  Eine 

8l^itehfi^$i«raJiIas^NU|^/hat,  (!iJe,^^^  AEbpit^.^!©  jcfji  W^^^ 

Aowendung  von  Wichtigkeit  zu  sein  scDeinen,  obglficl^:^iffc>,^Ijb^ 
vom  wissenschaftlichen  Standpunkt»  aus  vielleicht  nur  ein  gennges 
Interesse  in  Anbruch  nehmen  kann.  Ick  hube  mich  aber  aadurch 
nicht  abhalten  lassen ,  -  die .  i  mir  >  Yon  der  Praxis  gestellte  Aufgabe 
gans  {elementar  zu  behatideln,  und  es  dürfte  auch  zu.  bezweifeln 
sein,  dass  die  Anwendung  des  huhern  Calcüls  kürzer  aom  ^(Mi^ 
geffihrt  oder  allgemeinere  Retsultate  gegeben  haben  wtirde»  al* 
wie  maD  sie  im  NacbstelMiideB  findeD  winL 

Es  handelt  sich  nXmüciLjdacuilU  bei  prismatiseheii  Körpern, 
die  nach  der  Richtune  ihrer  Länge  gespannt  weiden»  dieDehnviig 
nnd  demnächst  die  absoiate  Feäigkeit  nnler  der  Vemiasetsiuig 
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211  bestimmen,  dass  die  spannende  Kraft  nicht,  wie  es  gewohnlich 
vorausi^esetzt  wird,  in  der  Hichtun^  der  8chuerpunkts-Achse  des 
Körpers,  sondern  in  einem  bestimmten  Abstände  von  derselbeo 
Dach  paralleler  Richtung  wirkt.  » »ir,  ?).»w 

Bei  der  gewöhnlichen,  zuerst  erwähnten,  Annahme  werden  alle 
Fasern  des  Körpers  gleich  gespannt ;  sie  erleiden  also  gleiche 
Dehnungen  und  werden  zuletzt  auch  zu  gleicher  Zeit  zerreissen.  — 
Die  dieser  Annahme  entsprechenden  Gleichungen  sind  bekanntlich 

HPi  1 .    P=m.-T-  und  P^KF,         '  »Hl 

worin  P  die  spannende  oder  zerreissende  Kraft,  F  den  Querschnitt, 
/  die  Länge  des  Körpers ,  A  die  Dehnung  innerhali»  der  Elasticitäts- 
grenze,  m  das  Maass  der  Elasticität  und  K  das  der  absoluten  Festig- 
keit bezeichnet.  ,^  ^ 

Nicht  so  einfach  gestalten  sich  die  Gleichungen ,  wenn  die 
Richtung  der  spannenden  Kraft  ausserhalb  der  Schwerpunkts- 
Achse  angenommen  wird.  In  diesem  Falle  werden  die  Fasern  auf 
der  Seite,  wo  die  Kraft  wirkt,  mehr  als  die  auf  der  entgegenge- 
setzten Seite  des  Körners  ausgedehnt,  und  das  endliche  Zerreis- 
Ken  wird  also  —  aui  ähnliche  Weise  wie  beim  Zerbrechen  der 
Körper  —  successive  erfolgen ,  indem  die  äussersten  Fasern  auf 
der  Seite  der  grJissten  Dehnung  zuerst,  die  gerade  entgegenge- 
setzt liegenden  Fasern  aber  zuletzt  zerreissen. 

Es  stelle  ^C^i^  (Tal. V.  Fig.  1.)  einen  prismatischen,  vollkommen 
elastischen  Körper  niit  heliebigem  Querschnitte  vor,  der  in  verti- 
kaler Stellung  seiner  Schwerpunkts- Achse  CD  mit  seiner  oberen 
Endfläche  befestigt,  an  seinem  unteren  Ende  aber  durch  ein  in  E 
aufgehängtes  Gewicht  P  belastet  ist.  Ferner  sei  AB  irgend  ein 
Querschnitt  in  dem  Abstände  00  =  1  vom  oberen  Ende,  und  A'ß' 
sei  die  Lage,  in  welche  derselbe  durch  die  Ausdehnung  des  obe- 
ren Körperstückes  OAB  übergegangen  und  darin  zum  Gleichge- 
wichte gekommen  ist.  —  OÖ'enbar  nuiss  nun  die  Dehnung  AA' 
auf  der  linken  Seite  der  Schwerpunkts-Achse  grösser  als  die  ÜB' 
auf  der  rechten  iSeite  sein,  dergestalt,  dass  die  Dehnungen  sämmt- 
licher  zwischen  A  und  B  liegender  Fasern  durch  die  Convergenz 
der  Ebenen  AB  und  A'B'  bestimmt  werden.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  sich  verlängert  in  einer  horizontalen  Linie,  die  im  Punkte 
O  projicirt  gedacht  ist,  und  die  nach  Umständen  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Körpers  liegen  kann. 

Man  kann  dieselbe  als  neutrale  Achse  betrachten,  um  welche 
die  Punkte  des  Querschnittes  AB  beim  Uebergange  in  die  Lage 
A'B'  eine  drehende  Bewegung  gemacht  haben.  Ist  dann  die  Elasti- 
cität des  Körpers  mit  der  spannendeii  Kraft  P  in's  Gleichgewicht 
gekommen,  so  müssen  offenbar  folgende  Bedingungen  statttinden: 

1 )  die  alicobraische  Summe  aller  Spannungen  in  AB  muss 
gleich  der  Kraft  P,  und    -  •      i'^  '  -  '  •  .'-j'^'  • 

2)  die  Summe  der  Momente  aller  Spannungen  in  Bezug  auf 
die  bei  O  projicirte  Achse  gleich  dem  Moment  (f* . //O)  der  Kraft 
P  in  Bezug  auf  dieselhe  Achse  sein."  "  *.  • •  ' 

ThcHVlI.  19 


Digitized  by  Google 


290 

Um  die  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Gleichungen  tü 
hilden ,  sei  a;  der  Ahstaiid  GII  zwischen  der  Richtungsiinie  der 
Kraft  P  und  der  8clnveri)unkts-Acbsc ,  y  die  Entfernung  OG  der 
neutralen  Achse  vom  Semverpunkte  G  des  in  Betracht  gezogenen 
Querschnittes j  dann  ist  x-{-y  =  JJO  der  Hebelarm  für  die  Kraft 
P.  Bezeichnet  ferner  6  die  Spannung  einer  Faser  von  1  Quadrat- 
zoll  Querschnitt,  die  sich  in  dem  Abstände  =1  Zoll  von  der  neu- 
tralen Achse  beflndet,  so  drückt  öz  die  Spannung  einer  gleichen 
Faser  aus,  deren  Abstand  \on  der  genannten  Achse  =2  ist. 

In  Taf.V.  Fig.  2.  steile  e  ein  beliebi";es  Element  des  Querschnittes 
AJB  vor  und  2  sei  der  Abstand  desselben  von  der  neutralen  Achse 
XV.  Betrachtet  man  dieses  Element  als  den  Querschnitt  einer 
Faser,  so  ist  dem  Obigen  gemäss  öz  die  Spannung  dieser  Faser 
für  die  Einheit  des  Querschnittes,  und  für  uen  Querschnitt  e  ist 
also  die  Spannung  5— Denkt  man  sich  auf  dieselbe  Weise 
die  Spannungen  aller  übrigen  Fasern  bestimmt,  wobei  der  Factor 
ö  offenbar  derselbe  bleibt,  so  erhält  man  für  die  Summe  aller 
Spannungen  den  Ausdruck 

20ze  =  6,Zez, 

'  Nach  bekannten  Lehren  der  Statik  ist  aber  Eez=Fy\  sub- 
stituirt  man  dies  und  berücksichtigt  zugleich  die  zuerst  ausge- 
sprochene Bedinmmg  des  Gleichgewichts,  eo  erhält  man  di«  ihr 
entsprechende  Gleichung 


(1)  P^G.Fy. 

Ferner  ist  das  Moment  der  Spannung  der  Faser  e  in  Bezug 
auf  die  Achse  XY  gleich  sz,  oder,  wenn  für  s  der  vorige  Werth 
gesetzt  wird, 

*  '  •  •  • 

sz  =  aez^ ;       .  • .  •  . 

also  ist  die  Summe  aller  Spannungs -Momente 

Zsz  =  a,2ez^, 

Nach  Lehren  der  Mechanik  drückt  das  Trägheitsmoment  des 
ganzen  Querschnittes  AB  in  Bezug  auf  XY  als  Achse  aus,  und 
dieses  Moment  lässt  sich  bekanntlich  durch  die  Formel  Fy^ 
ausdrücken,  wenn  N  das  Trägheitsmoment  der  in  Rede  befind- 
lichen Fläche  F  für  die  durch  Ihren  Schwerpunkt  cehende  Achse 
VW  bedeutet.  Ausserdem  ist  P(.t-\-v)  das  statische  Moment  der 
Kraft  P  in  Bezug  aui  die  neutrale  Aciise  XY,  und  da  zufolge  der 
zweiten  Bedingung  dieses  Moment  der  Summe  alier  Spaonuogs- 
Momeote  gleich  sein  muss ,  so  hat  man  dem  gemäss  die  Gleichung 

(2)  '        P(.a:  +  y)  =  e(N+Fs^.  .  .' 

Setzt  man  darin  für  P  den  durch  die  Gleichung  (l)  gegebenen 
Werth,  so  kömmt,  da  0  auf  beiden  Seiten  sich  hebt, 

Fy{x-{-y)z=zN-{-Fy^ 
und  hieraus  findet  man  leicht 
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ein  Aaaiamßki  ddreh  welchen  der  Abstand  OG  der'  neafrilen 
Achse  vom  Schwerpunkte  des  Querschnittes  AB  bestimmt  ist»  da 

9  in  jedem  besonderen  Falle  als  p^egeben  anjjeseben  m  erden  niuss. 

Zufolge  der  letzten  Gleicbuug  stehen  die  beiden  x\l)stände  x 
und  y  in  einer  reciproken  Bezlehui^  zu  einander,  dergestalt,  dass 

ikf.  Produkt  die  constante  Giiisfie  -p  giel»t.  Nimmt  man  daher  den 

einen  gleich  Null  an,' So  l^td  ändere  nnendlich ^it, unigekeliH. 
Ffir  die  eewubnllcbe  AnnahineV  dass  die  Richtungswie  d»r  S|fiUi* 

nendeii  Krafl;  mit  der  Schvverpunkts-Achse  des  Körpers  zusammen- 
fallt, ist  a:=0,  also  t/=c/: :  die  Cot)ver<;enz  zwischen  den  bei- 
den Durchschnittsebenen  AB  und  A'B'  hört  also  auf,  und  alle 
Fasern  des  Körpers  erleiden  folglich  in  diesem  Falle  so  gleiche 
Dehnungen  wie  eleidi^  Sb&nDanffen. 

Vermittelst  der  gefundenen  .drei  Gleichangen  M  ^'non  leicht, 
die  Dehnung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen,  wenn  der  Abstand 
derselben  von  der  S(  h\verjMinkt.s  -  Achse ,  oder  —  bestimmter  aus- 
gedrückt—' von  der  durch  den  Schwerpunkt  6r  (Tal. \  .  Fig.  2.)  mit 
(ier  neutralen  Achse  AlF  parallel  gezogenen  Linie  VH  gegeben  ist. 

'Bezeichnet  nämlich  diesen  Abstand,  jenachdem  die  frag- 
liche Faser  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  VW  Tu^gt,  so 
ist  vjb«  »h*"  Abstand  von  A'F,  und  s=a(i/ :\^a)  drückt  die  zuge- 
hfrj^^^  Spannung  ffir  den  Quadratzoii  ihres  Querschnittes  aas« 

NMÜ^Slik^ng  (1)  ist  aber  ^k=:  p-,  lind  wenn  dies  in  den  mi« 

gen  Aufdruck  von  s  gesetzt  wird ,  entsteht : 

oder,  wenn  man  für  y  den  durch  die  Gleichung  (3)  gegebenen 
Werth  einsetzt,  '  ' 


pie  Gleichung  zwischen  dieser  SpiOfnung  und  d#^tfm  sie 
bewirkten  Sfehping  X,  letztere  für  eine 'FäS^r  tc^n  der  Länge  /ver- 
standen, ist  nun  mit  Rficksicht  darauf,  dals8^1d«r  der  Qaeischnltt 
l^jlill|^^u»er  =1  vorausgasetat  wird,  , 

WO  m>  wie  früher  erwähnt,  den  Eiasticitäts-Modulus  bedeutet. 

sl 

Hleraiis  fndet  man  nun  A=-;  mitbin  nach  Substitution  des  obi- 

m  - 

gen,  von  s, 

(5)  inF-  IT 


19» 
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Für  a:  —  0»  d.  h.  für  die  Aonabine,  dass  die  Richtung  der 
Kraft  P  mit  der  Schwerpunkte  -  Achse  zuAainmentälit,  liefern  die 
GleichaDgen  (4)  und  (5)  nach  einander 

,  PI 

'     j=:P,  undX=:jjjp.        •  ' 

Beide  Resultate  hedürfeu  keiner  Erklärung  >  da  sie  mit  den  bekaon- 
ten  Dehnungsgesetzen  elastischer  KOrper  fibereinstimmen. 

Uebrigens  liefert  nun  die  Gleichung  (5)  fttr  alle  positiven  «nd 
negativen  \Verthc  von  a  die  Dehnungen  der  zugehörigen  Fasern, 
weiche  Dehniini^en  grösser  oder  kleiner  ausfaflon  ,  jVnachdera  die 
Fasern  mit  der  '-nannenden  Krafl  P  auf  derselben  oder  auf  der 
entgegengesetzte u  .Seite  der  Schwerpunkts  Ach^e  liegen.  Für  ne- 
gative l^rtbe  von  a  können  die  Dehnungen,  wie  deh  wellerhla 
aeigen  wird,  auch  negativ  ausfallen,  und  müssen  dann  als  Znsam- 
niendrfickuni;en  oder  Verkürzungen  der  Fasern  anfeefafist  werden» 

Verfangt  man  z.  B.  die  i)e)>niing  einer  Faser  Kennen  zu  ler- 
nen, die  in  der  Schwerpuokts-Achse  selbst  Uegt>  so  ist  m 
setzen ,  und  man  ündet 

PI 


Dieser  Ausdruck  ist  unabhärigig  von  x  und  spricht  also  flas  allge- 
meine  Gesetz  aus,  dass  dieDehnung  in  der  Scb  wcrpunkts- 
Achse,  wo  auch  die  spannende  Kraft  wirken  möge, 
unter  fibTigens  gleichen  Umatftndeo  atet8>  dös  selben 
Werth  beh&lt. 

Vorstehendes  Gesetz  ist  von  Wichtigkeit  f  wenn  man  den  Elas« 

ticitäts-Modulus  aus  directen  DehnungsTersitchen  berechnen  will, 

wobei  in  der  Regel  die  obii^e  Olelchung  zum  Grunde  gelegt  wird* 
Offenbar  darf  dies  aber  nur  dann  geschehen ,  wenn  die  durch  eine 
bekannte  Kraft  P  hervor  gebrachte  Dehnung  Ae^  Krjrpers  in  der 
Richtung  seiner  Schwerpunkts- Achse  gemessen  Ist;  denn  sonst 
mfissen  noth wendig  mehr  oder  minder  fehlerhafte  nesultate  ent- 
stehen. Um  dies  näher  ersehen  zu  lassen,  wollen  wir  die  allge- 
meine Gleichung  (5)  auf  einige  besondere  Fälle  anwenden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  besonderen  Fall^  wo  der  Quer» 
schnitt  des  Prismas  ein  Rechteck  von  den  Abmessungen  b  und  d 
ist,  und  setzen  dabei  voraus,  die  Kraft  P  sei  in  der  Mitte  der 
einen  Seitenfläche,  welche  d  zur  Breite  hat,  angebracht;  dann 
hat  man  bekanntlich  Fzzzöd,  N^z^^bd^,  x^^^ä;  alöo  entsteht 
nach  Gleichung  (5) 

 Pl_  d±6a 

*"*m6rf"  ^  d  ' 

Will  man  hiernach  die  Dehnung  der  Faser  bestimmen,  die  mit  P 
in  derselben  oder  die  in  der  gegenüberstehenden  SeiienflSche  des 
KOrpers  liegt,  so  muss  man  In  heiden  Fällen  az=ld  setzen,  und 
je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gelten  iSsst; 
erhält  mau  nach  einander 
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'  >  In  dffip  einen  Seitenflftdie  findet  also  im  Toriiegenden  Fall« 

eine  Avadebnuog  statt,  welche  viermal,  in  der  andern  Seiten» 
fläciie  aber  eine  Verkürzunff  der  Fasern ,  welche  doppelt  so  ^oss 
ist,  als  die  DeKnung  in  der  Srh\verpunkfs-Ar?ise.  Die  ncntrale 
Achse  niuss  aXso  innerhalb  des  Ivörperü  liegen,  und  in  der  I  hat 
ergieUt  e>ich  ihr  Abstand  y  von  der  Schwerpunkts '  Achse  uuch 
Gfildiiinff  (3),  wenn  darin  die  obigen  Weitiie  von  iV>  F  nnd  x 
aingesetst  werden ,  gleich  id. 

Für  einen  cytinarischen  Stab  mit  kreisförmigem  Querschnitte 
ist,  wenn  r  den  Ualbmeeser  iMzeichnet»  FsjsrS  N=,{jai^\  also 
entsteht 

Ptimmt  man  nun  die  Kraft  P  in  einer  Seitenlinie  des  Cylinderman- 
tels  an,  ao  dusi>  x  —  r  ist,  so  ergiebt  sich  die  Aendeniog  der 
Länge  in  dieser,  so  wie  die  In  der  gegenQberatelieoden  Seiten* 
linie»  wenn  a  bezugliGli  gleich  -|-r  und  gleich  *-^r  gesetst  wird. 
£8  entsteht  nämlich  nach  einander 

w&hreod  sich  zugleich  y=ir  ergiebt  Die  Werthe  von  Ii  und 
weichen  hier  also  noch  mehr  yon  einander  ab,  als  vorhin  hei  recht- 
«ckigen  Querschnitten. 

'^yDasB  nnn  diese  Ungleichmässigkeit  in  der  Dehnung  der  Fasern 

bei  genauen  Versudien  sehr  störend  auf  die  Ergebnisse  einwirken 
kann,  wird  eHileucliten,  nenn  mar»  die  Schwierigkeit  erwägt,  den 
zu  pniletuleii  Körper  (etwa  eine  dicke  Eisenstange)  an  den  Enden 
so  £u  lassen ,  dass  nicht  auf  der  einen  Seite  grössere  Spannungen 
entstehen,  als  anf  der  entoegengesetzten.  Es  zeigen  sich  lunn 
sofort  grosse  Unregelmässigkeiten  in  dem  progressiven  Fortachrei- 
ten der  Dehnungsgrössen  mit  den  zunehmenden  Belastungen,  wie 
ich  das  bei  meinen  Versuchen  mehrmals  wahri^eTioniinen  habe,  ^ 
ohne  dass  ich  mir  diese  Erscheinung  anfänglich  erklären  konnte. 
Jene  Unregelmässigkeiten  zu  vermeiden ,  ist  aber  um  so  schwieri- 
ger, als  es  sich  kanm  ansfiShren  Hast»  die  in  der  Schwerpnnirts* 
Aelise  statthabende  Dehnung,  welche  allein  maassgebend  sein 
kann ,  mit  Sicherheit  zu  beobachten. 

'  Nach  dieser  Aliecbweifnnff  in  das  €rebiet  der  Praxis  kehre  ich 
wieder  zu  der  vorliegenden  Frage  zurück.  Es  bleibt  nfimlicb  noch 
übrig,  die  absolute  ^  estiirkeit  des  prismatischen  Kr»r]>ers,  oder  den- 
jenigen Werth  der  Kralt  P  zu  bestimmen,  welcher  mit  der  genann- 
|eo  Festigkeit  im  Gleichgewichte  steht.  Zu  dem  Ende  hat  man 
nach  Gleichung  (4)        /  > 

l|•i^•::;T  H       ■•  -  ■         ■  •  . 
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worin  i  die  Spanmmg  demoigeii^Fam  bedmtet«  dem  Abstand 
TOD  der  SchwerfmDkcB-Aclise  gleicli  a  ist*  - 

Da  es  nun  mit  Rücksicht  aaf  die  vorliegeode  Aufeabe  nur  dar- 
auf ankömmt,  den  Widerstand  zu  ermitteln,  den  der  Körper  durch 
seine  Cohäsion  einer  Trennung  seiner  Tbf^ile  lifierhaupt  entgegen 
zu  setzen  vermag,  so  ist  einleuchtend,  da^s  hierbei  nur  die  Span- 
nung derjenigen  Faser,  welche  am  ersten  zerreissen  wird,  maass- 
gebend  «ein  kann.  Em  darf  aleo  zmrorderet  «  nur  positiv,  geaoni» 
men  werden  j  und  ausserdem  ist  unter  5  diejeni|^  Spanniing  za 
verstehen,  welche  mit  der  absoluten  Festigkeit  jener  Faser  im 
Gleich f^ewichte  steht.  Bezeichnet  man  dieselbe* für  den  Quadrat- 
zoU  des  Querschnittes  mit  K,  so  ist  also 

der  Ausdruck  für  die  absolute  Festigkeit  des  stanzen  Kurpers.  Für 
ar  =  0  entsteht  daraus  P=kF,  welches  die  bekannte  Formel  fQr  die 
absolute  Festigkeit  unter  der  besonderen  Voraussetzung  ist,  dass 
die  zerrelssenae  Kraft  in  der  Richtung  der  Schwerpunkts  -  Achse 
wMit.  Fftllt  aber  die  Richtung  der  Kraft  mit  derjenigen  Faser 
msammen,  die  bei  der  Trennung  des  Körpers  am  ersten  aerreisst» 
80  mnss  «s=a  gesetzt  werden,  and  es  entsteht 

N 

Wenden  wir  diese  Gleichnng  anf  die  vorhin  betrachteten  be- 
sonderen  Fälle  an ,  so  ist 

1)  für  einen  rechteckigen  Querschnitt  von  den  Abmessongen 
6  and  di  F^bd»  N^-iJid^  und  also 

S)  för  «nen  kreisförmigen  Querschnitt  von  UalhoMSSer  rv 
FtcfBi^l  iVssiffir*  und  «=r;  daher 

m 

Der  Widerstand  gegen  das  Zerreissen  betraf  also  bei'  einem 
vierkantigen  Stabe»  wenn  die  zerreisseode  Kraft  m  der  Mitte  einer 

der  Seitenflächon  ani^ebracht  ist,  nur  den  vierten  Theil,  bei 
einem  runden  vStabe  aber,  wenn  jene  Kraft  iu  einer  Seitenlinie 
seines  Mantels  wirkt,  nur  den  fünften  Theil  desjenigen  Wider- 
standes ,  den  die  genannten  Korper  einer  Kraft  entgegen  zu  setzen 
vermögen  9  deren  Kichtungsünie  jedesmal  mit  der  schwerpunkts- 
Achse  zusammenföllt. 

In  manchen  Fallen  der  Anwendung  hann  aber  die  Riditniig 
der  Kraft  auch  ganz  ausserhalb  des  Körpers  zu  liefen  kommen» 
welches  unter  Andern  bei  einem  offenen  Haken  ( Taf.  V .  Fig.  3. )  der 
Fall  ist.  Nimmt  man  z.  B.  an,  derselbe  sei  aus  einem  runden 
Eisen  Stabe  vom  Halbmesser  r  gebogen  und  setzt  demgem2s8fi3r 
iV  und  a  die  vorhin  angegebenen  Werthe,  so  bat  man 
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\ronn  .r  2:!olch  dem  Ahstaiulo  HH  ist.  Setzt  man  f!?e  i^anzc  Weite 
des  Hakens  DGz^a  and  ar=:4a,  so  ergiebt  sich  seioe  Festigkeit 
durch  die  Formel 


4  .  M  .  »; 

\Te  wettor  f?c»r  Hnkon ,  dr.'^fo  o^prinücr  rrr^ioht  sich  hiernach 
«teiue  Festigkeil  ,  wr^liulb  iiiun  in  tlei  Piaxie»  tlie^^i  Weite  niemals 
grosser  machen  liutt ,  als  es  mit  Kücksicbt  auf  die  übrigen  Vm- 
jitKode  durchans  nöthie  ist.  lo  der  Re^^el  wird  DG^^.AB  oder 
asÄr  mnacht,  wofür  man  P=  i.ttt'^K  findet.  Die  Fr^tigkeit 
des  Hakens  beträgt  also  in  diesem  Falle  nur  den  9teD  Theil  von 
der  absoluten  Festigkeit  des  dazo  verwendeten  Eisens Jm  gecaden 
Zustande«  .  ' 


■  t 


SXffeiithttiiiliclie«  leicht  fMsillebet  in 

systematlscliem  Zusammenhange  ste- 
hende liewetee  bekannter  wichtiger 
MtsEC  aus  der  Comhinationslehre« 

Von  dem 

^    Herrn  Professor  Dr.  Hessel  in  Marburg. 

,^1.  Wenn  bei  den  combiuatorischen  Arbeiten  kcino  solche  ße- 
M^ri^l^Ugett  vorgescIiriebeD  sind,  durch  welche  ein  häufigerer 
Gebrioiq^  des  einen  und  ein  seltanerer  des  andern  Elements  bedingt 
wird,  8Ö  muM  jedes  der  gegebenen  in  Elemente  in  der  Gesammt- 
heit  <\f*r  Complexlonen  der  nten  Ciasse  so  oft  enthalteu  sein  alä 
das  andere. 

2.  Wenn  keines  der  Klrnifntf»  in  einer  Comnloxion  niolir  al^? 
einmal  vorkommen  darf,  «nUi  \>  enn  die  erlaubte  \\  iederliuiung  lur 
alie  Elemente  ganz  unbcschranki  oder  in  gl  o  i  ch  o  m  Grade  beschränkt 
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statt  linden  darf,  so  wird  hierdurch,  keine  VerschiedenlMU  im  Ge« 
brauch  der  verschiedenen  Elemente  vorgeschrieben. 

3.  Man  fiod«t  dalier,  wenn  keioe  eingeschrftokt^n  Wiederho-* 

luogen  In  Betracht  kommen,  die  Anzahl  welche  angibt,  wie 

oft  eines  der  m  Elemente  in  der  Gesammtheit  der  Complexionen 

der  Ilten  Clasae  yorkommt,  wenn  man  die  AnxaM  Qoat- 

ülexiuueu  der  nten  Klasse  aus  m  Elementeii  n^it  der  Anzuhi  n  der 
Elemettte,  die  in  je^r  Gomplezion  enthalten  sind,  multlplidrt  oad 
mit  der  Anaahl  m  der  gegebenen  Elemente  dividirt : 


Da  nSmIich  die  nte  Klasse  (  c)  Complexionen  und  jede Klowe 

derselben  n  Elemente  enthält,  so  sind  in  alien  Complexionen  der 

»ten  Klasse  zusammengenommen  n.^C^  Elemente  enthalten,  mit* 

hin,  da  m  Arten  TOn  Elementen  da  sind  und  von  einer  Art  so  viel 
als  ¥on  der  andern,  so  ist  in  allen  Complexionen  der  nten  KUsse 

aus  771  Elementen  jedes  der  tu  Elemente  ^ .  ^C^mal  enthalten,  d.  h. 


4.  Umgekehrt  findet  man  daher  die  Anzahl  der  Complexloiieo 
der  nten  Klasse  för  m  Elemente  durch  die  Gielchimg 

 ©=fG> 

Wird  ^=m,  so  hat  man 

©=G) 

6;  Wenn  man  daher        anderweitig  bestimmt,  so 

hat  man  in  der Gleichungi^)  ein  Hülfsmittel  zurBestlm- 

mungvon^C^,  weiches  sowohl  für  Permutationen, 

Variationen  und  Comb inationen  ohne  Wiederholan- 
gen,  als  auch  für  Variationen  and  Combination en  mit 

wnbcsrhränkten  Wiederhohiii  gen  bravcbbar  ist,  wie 
folgende  Auseinandersetzung  zeigt. 

ft)  Permutaiionen  ohne  alle  Wiederholungen. 

7«  Hier  ist  m;=n,  also  ^^=5^^. 
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Bildung  der  mtea  oder  nten  Klasse. 

Irgend  eins  der  m  Elemente  lässt  sich  allen  ComplexioneD  der 
(m — l)ten  Klasse  aus  den  (m — 1)  übrigen  Elementen  anscfzor»,  und 
z>rar  an  jede  in  m  verschiedenen  iStcllen  (ah  erstes,  zweites,  drit- 
tes u.  s.  mtes  Element)  ;  kommt  ali^o  in  der  mten  Klasse  mroai 
MO  oft  TOT,  als  Complenoneo  der  (fl^— l)teD  Classe  möglich  eiod. 
Oahier  ist:  - 

L  ^>^^=m       ^ ;  alpo  auch  gwüSsa  £)i 

(Sf"'G;>, 

Bellst  also,  wenn  mao  in  II.  statt  m  nach  und  nach'  setzt 

{in — 1;,  (wi — 2),,.  undso^,  C  ^j,.liüdet,  und  die  geiunde- 

ncD  Werthe  in  11.  feuhs»tituirt;^C^  =  m  J|  =^  m{m — 1).  ^ 
wobei  zuletzt  ^  0»— (p— 1))=2  werden 


4)  (fli--2)  ^  Lxa^ 


=  Aaaahi  der  Parmutationen  ohne  Wiedarhoiaogan 

ffif  at  Eleaiente;  alao  aneh 


A  FarlaHonaii  oüite  Wiederk0iump4n» 
Bildung  der  itten  Klaaae. 

8.  Irorend  eins  der  r/?  Elemente  kann  jeder  Complexion  der 
(»~l)ten  Klasse  aaa  dco  (m — 1)  fibrigeo  £leBieaten  aJa  eratea» 


*y    £•   ^i1>t   zum    Beispiel  die 

CompUxinn  ahr  der  3ten  Klasne  darch 
Setzung::  des  tlementeB  d  in  eine  der 
vier   Stellen,  die  in  der  DaMtellang' 

durch  Punkte  ausjsrc- 


a 

• 

b 

c 

d 

=  abcd 

a 

• 

b 

d 

c 

• 

zrzabdc 

a 

b 

• 

c 

• 

^adbc 

a 

b 

r 

c 

• 

jfuilt  sind,  nebenstehende  vier  CHmj^o- 
xionen  der  4ten  Klasse. 

lo  ähnlicfaer  Art  könneo  die  übrigen  Complexii^uen  der  4tea  lÜMce 
mm  4m  «hrig«  CiaipliiMisiiw  der  driMn  KtoNW  <a«ft,  im,  hm^  mb, 
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zweites,  drittes  u.  s.  w.  7ites  Elemeot»  d.  h.  in  n  verschledeDOD  Stel- 
len, anfügt  werden.  Es  ist  also  die  Zahl,  welche  angibt,  wie 
oft  ein^Üement  in  der  nten  Klasse  aus  m  Elementen  enthalten 
ist«  simal  ao  gross  als  die  Anzahl  der  Cobiplexionen  der  (n— l)ten 
Klasse  aas  (in— 1)  Elementen,  Diess  in  Zeichen  ansgedracn  heisst . 

da  nun»  aufolge  B),  allgemein  ^jj)^^^^^» 

=wi(m— 1)  (ji^-2)...,(iii-(|>— 1))^^^, 

wo  noth wendig  einmal  ^  j)  werden  muss,  aemlich 

wcBD  pisn^i  wird.  # 

Es  Ist  eher  dann       C  ^±sm^itH-i),wiXLm'^i^i)M^ 

mente  m  —  f??— 1)  Unionen  geben.    Auch  ist  dann  m— (p— l) 

=01 — (71—2),  also 

III.  ^C^==j»(j»— l)(m--2)....(i»--(ii^2))(i»--(ii-— 1)) 

=:  der  Aüaahl  der  Variationen  ohne  W  i  oderii  ülungen 
zur  Jtten  Kiaaae  für  m  Elemente; 

hlenms  ergibt  sich 

(^) = "  (31)  ^^'^  ^'^^^  (m-^..M(i»H;ii-l))]. 

y)  Farlaflons»  mtf  ifii6efeArAiij(<en  Wieder  holungen, 

•t  Bildung  der  »teu  Klasse. 

9.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  allen  Complexionen  der 
(n — l)ten  Classe  für  m  Elemente  zur  Linken  anfügt,  so  erhält  man 
alle  jene  Complexionen  der  nien  Klasse,  in  welchen  das  fragliche 
Element  in  der  ersten  Stelle  jeder  Complexion  sich  befindet.  Das- 
selbe gilt  yon  jedem  andern  Element  in  Beziehung  auf  die  betref- 
Ordi  '  . 


Element  in  der  ersten  Stelle  jeder  Complexion  sich  befindet.  Das- 
selbe gilt  yon  jedem  andern  Element  in  B   '  ' 
fende  andere  Ordnung*)  der  nten  Kbsse« 

Jedes  Element  iä  also  in  der  nten  Klasse  sovielmal  als  erstes 
Elanent  vorhandsn»  als  die  (fi-<-i)te  Klasse  ComplexloDsn  a&hlt. 


^  Alle  jene  Complezlenen  ^ser  Kiaste,  die  elssdel  ^mtmnge^le' 
neat  haben»  in  ehMilei  Qidnttig  gttochnet. 
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Es  ist  aber  jedes  Element  ebenso  oft  In  jeder  der  n  Stellen  vor- 
banden,  als  es  in  der  ersten  vorkommt  (weil  keiner  der  Stellen 
irgend  ein  Vorzug  zusteht),  daher  muss  hier 


1.0  =  „.("€') 


sein;  da  nun  gemäss  B)  gUt  (c)=^*(j),  so  ist  hi^r 

C)=m.(m(  C))  =  m^(m(  C  ))=.  ..  =  »iP("C' )  ,      -i>#i  ' 
wo  (  C)  einmal  also  (n— p)  =  l,  folglich  p  =  (n — 1)  wer-*^ 


m  '  ^  m 

den  muss.  ...  .  '  —  "  ^ 


Es  ist  aber  (^C^  =  m,  weil  //i  Elemente  m  Unionen  geben; 
also  wird  x 

III.  (r)  =  m«-i. 7/1  =  7/1»  V^/ 

=  Anzahl  der  Complexionen  der  nien  Klasse  aus  m 
Elementen  beim  Variiren  mit  unbeschränkten  . 

Wiederholungen. 

Hieraus  folgt :   (  C)  =  mP—  *  ,  und  man  hat  also  auch  : 


i»  ■  .        .  .         .         ..  •, 

IV.  (^)  =  7l.(   C  )  =  l».7W"-l.  •      »All /»irv»n 

ö)  Combinationen  ohne  Wiederholungen,  ^ 


Bildung  der  nten  Klasse. 


10.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  an  alle  Complexionen 
der  (71  —  l)ten  Klasse  aus  den  (m— 1)  übrigen  Elementen  ansetzt, 
so  erh.ilt  man  sämmtliche  Complexionen  der  7iten  Klasse.  Man 
hat  also  für  die  Anzahl,  welche  angibt,  wie  oft  dieses,  folglich 
jedes  Element,  in  der  Titen  Klasse  gebraucht  wird,  die  Gleichung: 


*•  ✓  fix  yn—U 


da  nun  gemäss  B):  i 
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ako: 


wo 


/»X     »rt  rni— 1 /"yx-l    m.(OT— 1)  rm— 2  /"T^^Nf 

vi:>'  -  n  •  LiJ=i  V  J:^^  J  - « .  c«-i)  •  Lm-2  v«r,>' J 

TO . (m-t)  (m— 2)(m-3)....(ni— (p-1))  /"^x 
-  «.<«-l)(»-2)(»-3).».(i^-l))  .  LV' 

.  wem.  p=(n-i)  ««*  (V)  =  (^^)  =  (^C^,) 

n  —  in—l)  uod  m— i;=»i— («— -2),  und  «— (|?— 1)=2  wird. 


»0  das«: 


III    /i'A    m(m-l)  (m— 2)....(7/^-(n-2)) .  (//i^(7^-l)) 
Vm>'""  «(II— !)(»— 2)..,.2.1 

Igt»  welcher  Formel  man  auch  folgeode  beide  GeitalteD  gelif^lmnD : 

/  l)(m— 2)....(»i— (n— 1))    \       /Anzahl  der  Com- 

©)   VW--  l.2.3....n  .  I      Ulexionen  der 

f      inten  Klasse  aet 
.  Iioq  ^1    >  =  <i»  Elementen 

/A\    (n+tkn4-2)(w-|-3).... (n-f (^«-4)  J  ^-^nhini- 

^\  (  C)  II''  '  'Ai^A'' ,  A>*"  ''^'v"'^ — )'|       [ren  ohne  Wie- 

SO  dass  die  Formel  0)  die  bequemere  ist,  wenn  n<(iit— n),  und 
umgekehrt       vorzuziehen  ist»  weon  (m— ii)<n. 

Hat  man  z.  B.  für  60  Elemente  die  Anzahl  der  Ternionen  zu 
finden,  so  ist  3<(60— 3>,  aläo  die  Formel  Q)  zu  braucbeu,  und 
mau  hat  . 

/"\    60.«f>.58     ...      .  ^,   .,//A    4. 5.6. 7...  60 

dagegen  für  6  Elemente  diü  ^  ityflhl'.tif r^^^nif IfiX'aagf  der 
4teD  Klasse  su  finden  j  ao  hat  man 

^j^l  .    i      >'■  X       a-Y  **** 


It  ^ 


^    ,     S6=lliCm— j;  (''x— 2)....(m-(7t-l>)  und  y  =  l.2.3...4i'^^ 

und  9=:l»a.a,M^it-fi»--i»):;=i.8>8».iiiy  ee  i«l 
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/Ä\  6.5.4.3 

Am  0)  folgt  mit  Rucksiebt  auf  1. 

\»/  1 .3.3....(n — 1) 

Ans  folgt 

r 

Bildung  der  Uten  Klasse. 

11.  Man  erhält  die  nach  einander  fofgenden  Ordnungen  der 
nten  Klasse  von  Combinationen  mit  unbeschränkten  WiederhoiuD- 

§en  aus  zu  Elementen  dadurch,  dass  man  nach  und  nach  jedes 
ej:  m  Elemente  au  alle  diejenigen  Complexionen  der  (n — l)teo 
Klasse,  ans  m  Elementen  cur  Lmken  (oder,  wenn  es  nicht  um 
regetmSssleb  >  sondern  aur -am  Vollständige  Aufzählung  der  Com^ 
plexionen  aer  nten  Klasse  zu  thun  ist,  irgendwo)  ansetai*  weldie 
Kein  niedrigeres  Element  entlialten. 

12.  Wenn  man  also ^ das  niedrigste  <der  m  Elemente  allen 
Comnlexionen  der  (« — l)ten  Klasse  ans  denselben  m  Elementen 
zur  Linken  ansetzt»  so  erhält  man  alle  diejenigen  Complexionen 

der  77fpn  Kinase,  welfhe  das  niedris^'^te  Fleinent  enthalten.  Und 
z^\  ar  ist  (las  iii(Mlriust< D^eot  ii}  di^i^u  Complwon^q,  (fl^  in 

der  i!:arizeri  nlea  hLliisse) 

erstens,  so  viel  mal  in  der  ersten  Stelle  vorhanden,  als 
die  Anzahl  der  Complexionen  der  — l)ten  Klasse 
beträgt  (denen  es  zur  Linken  angefügt  wurde)«  wäh* 

zweitens«  in  den  übrigen  Stellen  so  viel  mal  vorhanden 
•     ist,  als  es  in  allen  (Steifen  der '(^^l)ten  Klass^ 
Torhanden  Ist. 

13.  Jedes  der  m  Elemente  ist  aber  in  einer  und  derselben 
Klasse  so  oft  enthalten«  als  das  niedrigste,  ueil  das  Uüher-  oder 
Niedriger -Sein  der  Elemente  keine  Verschie<Ienheit  der  Anzahl, 
welche  angibt«  wie  oft  ein  Element  in  einer  Klasse  vorzukommen 
bat«  hervonuft«  da  man  ia  jedfs  der.m  ElementiB  als  das  nie* 
dnirste  mnss  betrachten  fonnen.  Es  ist  demMib  lir  jiedes 
Element 

>-0=(f  )+(?)• 
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Da  mm  allgemeiD  gem&ss  B)  unA  A) : 

©=J0«-(i)=J(£). 


so  miu»  auch 

m 

mitbin 


Min;  also  gemäss  ^ 

©=^(^-(T))' 

folglich 


f. 


po,  wenn  ^  (Z*^  =  |^C^p/w  wird^  auch  n—p=i,  alfl<j  i?:;^^^!, 

iiiitlilii  aach  ftt^fi<^t>=tm-f  1  und  n^i»— l)ss2  werdet 'lii'Qak'  iio 
das«  ''^''  "^  ^  • 

Ist,  welcher  Formel  man  anch  folgende  beide  Gestalten  geben  kann: 

0)  /g)^'»K«M-l)(m+2)...^m-t-«-l)     /    .     An*.hl  Ä,  c»«. 
^fn''  l.<Ä.O.»..fl  ;  I  ,  ^lexionen   der  itten 

y  K  lassf  HUR  m  Firmen. 

J""ton  iieimiJorob.inircn 
/  ;A  (n-f  3).,..(?i4- /    m:U  aabeii^ri^liie^ 

WO  wieder  0)  bequemer  ist  als      wenn  ft<(i»-l)  und  «mgikeM 
'      mm  nach  ^1)  ,  i    r  -  > 
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mo  tat  naeh  ®) 

jYj^  m(w4-i)(m4^2)....(ifi-fn---i) 
nt  1.2. 3...9I 

_(i»-hl)(m-h2)....(in-fit-i) 

l.2.^.«.(ii-i)  ' 

oder  nach 

V,„/    m*         172. ...(m—1) 

_n(ii^-l)  (714^2)....  (»4^—1) 
,  1  •  2*  3«*»*fi 

t4.   Aus  I.  unter  13.,  d.  h.  aus  der  Gleichung: 

(i)=Q>Q') 

folgt: 


«MÜD  Ist 


...      0')=CC>C?);  ... 

•■  (i)=(V)+(r)+("5') 

f  •       '  • 

•       ■  •  •  • 

wo,  weDO  «— jicsl  wird,  anch  r"/^=sl  ist»  so  das» 

^  ,  m  ,  »i(m-f  1)  ,  ffl(m4-l)(m-|-2)  .     .  in{m^i)...(m-^n—2) 

1  +  1.2       rxa  orrcn—i)  * 

Es  ist  also  die  Samine  dar  Reihe : 

*x  I ,  m  ^  w(m+t)  ,  m(m-fi)(m-|-2)  ,    .  m(m+l)(m-h2)...(m-t-n-a) 
_(m-H)(in-f2)m)-t-3)....(y/z+w— 1)     7i(w^l)(// 1  2)  ■.(7^+m--l) 
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Die  Reihe  $)  ist  die  gemeinschaftliche  altgemeine  Form  für 
folgende  bekutiDtiich  höchst  wichtige  Reihen; 
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f 


&Tfir''»r     *'  *    '     •  '»  i^i;  i:<.l 

19  iiti 

Heber  die  AuflSsiui^  der  Gleleliimg 


wo  a,  6,  e  ^anze  Zahlen  bezeichnenf 

in  ganzen  Zahlen. 


»Ml  ' 


Aufi  einer  Abhandlung  von  Cauchy  (Exercices  de  Mathä- 
matiques.    9^^«  Livraison)  ausgezogen 


von 


•  dem  Herausgeber.  ' 

i  .fi  -^i        fT^litüN  .         lantrin  f\'>ih-  <'u.i-»t\ 

•     ^     ,      „        ,  'liuiiail.v    .a'innwK:  jiiiiiiL-»!*»!»)  "itM 
Wenn  man  in  den  Formeln  ^^,  .^1^,^      . Umt  .r^?intnH 

i)    {  y  =  cu  —  atr,        •  " 

/  IlfHi 

\  2  =  av  —  ou 


i 

■ 


für  Uf  V,  to  boliebige  ganze  Zahlen  setzt,  so  ^rh<'ilt  man,  wovon 
man  sich  durch  ganz  leichte  Uechnung  auf  der  ISieUe  überzeugt, 
allemal  eine  Auflösung  der  Gleichung  ^^.  L^  ^  is 

in  ganzen  Zahlen.  Vorzuglich  kommt  es  nun  aber  hierbei  darauf 
an,  dass  man  zeigt,  dass  die  Gleichungen  1)  auch  alle  Aullüsun- 
gen  der  vorhergehenden  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  liefern,  welche 
es  geben  kann,  was  bei  dieser  Untersuchung  bei  Weitem  die 
Hanptsache  ist.  .  f 

Ilm  diesen  Beweis  zu  fuhren ,  wollen  wir,  was  offenbar  jeder- 
zeit verstattet  ist,  annehmen,  dass  der  grosste  gemeinschaitliche 
Theil  er  von  a,  6,  c  die  Einheit  sei,  oder  dass  diese  Grössen  rela- 
tive Primzahlen  seien.  Sind  nun,  dies  vorausgesetzt,  Y,  X 
<lrei  ganze  Zahlen,  durch  welche  die  Gleichung  ^ 

TheUVII.  ,  ao  ^ 

'   ■/ .  ■ 
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aufgelost  wird»  so  lai 

2)  aA+6F+cZ=:0; 

und  wenn  wir  den  grossteD  gemeinschaftilchen  Theiler  ToaumAb 
dnrcli  d  bezeichDen,  so  muss  <2  in 

anfgehiBD.   Da  aber  e  und     nothwendlg  relattve  Primzalileii  Mio 

müssen,  weil,  wenn  dies  iHcht  der  Fall  wäre,  offenbar  a,  b,  c 
nicht  relative  Priniz.iWen  sein  wifrdeii,  wie  doch  \oransffesetzt 
wurde ,  so  niuss  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  a  in  Z 

gä^heJ,  und  daner  ^  eine  ganze  Zahl  sebi:  Wim  d'dtt  grSttte 

^mein^chaftliche  l^hejler  too  a  und.  6  iat^  so  dind  j  vn^  j 
'tlve  Primzahlen,  und  dip  Glejchung  des  ersten.  Grades 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grössen  V  und  Fj  oder^  wa« 
dasselbe  ist«  die  Gleichung 

ist  also  hpknnntlich  inuner  in  «rnnzcn  Zahlen  auflösbar,  d.  b.  «• 
lassen  ^icli  für  U  und  F  immer  ganze  Zahlen  linden,  welche  die- 
ser Gleichung  genügen.  EliuuDirt  mau  uun  Z  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 2)  und  3)«  so  erhält  man  die  Gleichung   '  ' 

a(^+cF>=*(cj[7— F) 

oder  ' 

'^\  — "** 

(1  0 

WO  ^  und 


-i  reiuUve  Primziihlen  »ind.    Daher  mu$s  nach  dem 

schon  oben  angewandten  Satze  ^,  welches  in  dem  Producte  ^(A'+cf) 
aufireht,  in  X^cV  auJgeheu,  >.msk  iaianr.<Aanft ^ f«t%ligh , 

setzCTl.  Führt  nia  11  aber  diesen  W  erlli  vun  A'-f  cF  iu  di«jE|gf' 
jtihupg  1)  ein^  so  «frhült  man  auf  der  Stelle  ferner      . '^IJo^i 
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Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  ergiebt  sich 

.7)  X=^G^eV,r=:cü^2^.  '' 

9 

Da  nach  dem  Obigen  c  und  d  relative  Primzahlen  sind ,  so  ist  die 
Gleichung  des  ersten  Grades 

.  ■  -    8)  dU'  —  cV'^G  *  ' 

zAvischen  den  beiden  unbekannten  Grössen  ü'  und  V  bekanntlich 
in  ganzen  Zahlen  auflösbar,  d.  h.  es  lassen  sich  fiir  V  und  V 
immer  ganze  Zahlen  finden,  welche  dieser  Gleichung  genügen; 
und  führt  man  nun  den  Werth  von  G  aus  8)  in  die  Gleichungen 
7)  ein,  so  erhalt  man: 

F=c(t7+^F')-at;'. 

üeberlegt  man  jetzt  noch ,  dass  sich  die  Gleichung  3)  offen 
bar  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen  lässt : 

-ow^ril  z^o(r+^F')-6(i;+|F'). 


so  hat  man  für  die  Grössen  X,  F,  Z  die  folgenden  Ausdrucke: 


10)  {  r^ciU-^-Yin-aU*, 

Vergleicht  man  aber  diese  Formeln  mit  den  Formeln  1),  so 
ergiebt  sich,  dass  die  letzteren  aus  den  ersteren  hervorgehen, 
wenn  man  ,  ',1 

a  '  Ä  ■  ,J-l"v' 


setzt,  und  dass  jede  beliebige  durch  das  System  Y,  Z 
dargestellte  Auflösung  der  Gleichung  . 

»tfr-i  I        »  »jj;.  lln  rul 

in  ganzen  Zahlen  aus  den  allgemeinen  Form3n  1)  erhalfen  wird, 
wenn  man  nur  für  ?/,  r,  ir  in  diesen  Formeln  gewisse  ganze  Zah- 
len setzt,  wie  behauptet  wurde. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  das  System  a-Q,  y^, 
Zq  irgend  eine  bestimmte  Auflösung  der  Gleichung     s  i.«  -..,,,r  v; 

20  * 
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in  eaozen  Zahlen  darbietet,  die  allgemeinen  Werthe  von  z, 
weßhd  diese  CileiciiuDg  in  ganzen  Zahlen  auflosen,  auch  unter 
der  Form       .  . 

dargeatellt  Wardt« Jc^»iiiiea,    ,  »♦      .\  nWüir 


Ueber  die  (Tyli^de  ate  Brachysto« 


Von  Z*'^  ' 


dem  Herausgeber.  . 


,1» 


Bei  Vorträqcn  über  die  hJWiere  Mechanik  ^vird  man  aus55or 
der  Kenntnis»  der  Differentialrechnung  und  der  Iritouralrecfinun«?, 
welche  natürlich  unerlässlich  ist^  bei  allen  Zulioreru  nicht  immer 
auch  die  Kenntnias  der  VariationaiechnBng  Toj^^aseti^ 'köi^^ 
Und  wenn  nun  auch  allerdings  die  Aufgahe  von  deir  %?wty>to- 
throne  *)  ein  recht  eigentlich  dieser  letzteren  Wissenschaft  ange* 
hörendes  Problem  ist,  so  scheint  es  aus  dem  anc^egebenen  Grunde 
und  wegen  des  grossen  Interesses^  der  Aufgabe  an  sich,  doch 
wünscheuswerth,  ira  Besitz  einer  die  Anwendung  der  Variations- 
rechnung, nicht  in  Anspruch  nehipieodeD  Auflösung  derselben  za 
sein,  die  ich  daher  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  werde,  vf<ir 
bei  ich  aber  ben^erken  mnss,  dass  diese  Auflösung  wenigstens  io 
Rücksicht  des  ihr  \(>rzüijlich  zum  (inmde  liegenden  Princips  mit 
der  von  Jacob  lieruoulii  gegebenen  Auflösung  n^|t  yy. 
wandt  ist.  .  -  • 


*)  Wir  betrachten  hier  nur  den  Fall  einer  Bewegung  im  luftleeren 
Räume  oder  äberhanjit  io  emem  nieht  widenftehMeii  M&d.  ^^i'^'Vii 
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Die  Aufgabe  selbst  kann-  auf  folgend»  Art  aimgeiffeociMi 

werden  :> 

Wenn  Aiind  Bin  Taf.V.  Fiff.A,  zwei  gegebene  Pan  kie 
sind,  so  soll  man  die  diese  beidenPunlcte  mit  e  i  nni  der 
verbindende  Curve  von  einfa*eher  Krümmung/  *)  be* 
stimmen,  auf  welcher  ein  tekwerer  Punkt  durch  den 
Fmll  in  der  kürzesten  Zeit  von  A  bis  B  gelangt* 

Die  Aüflösiincr  dieser  interessanten  Aufi;al)e,  welche  wir  im 
Folc^enden  geben  werden  j,  gründet  sich  vorzugltcb  auf  das  iolgende 
Prinzip. 

WeDD  die  in  der  Fi^ur  Terseicbtiele  Cmre  AB  die  cemiefate 
Ist»  auf  welcher  also  ein  schwerer  Pnnkt  durch  den  Fall  in  der 
kürzesten  Zeit  von  ^  bis  ^  [(elaogt>  so  wird  auch  jedes  Stück 
itb  dieser  Curve  von  dem  schweren  Punkte,  welcher  in  a  mit 
einer  gewissen  Geschwindigkeit  ankommt,  in  der  kürzesten  Zelt 
durchlaufen.  Gäbe  es  nämlicli  ein  anderes  Curvenstück  acbj 
welches  y  dieselbe  Anfangsgeschwindigkeit  vorausgesetst«  in  einer 
kflrzeren  Zeit  als  ab  dnrchuiufen  wiirae,  so  wOrde  doch  bB  noch 
in  derselben  Zeit  durchlaufen  werden,  weil  nach  einem  aus  der 
Mechanik  bekannten  Satze  dio  in  dem  Punkte  b  erlangte  Ge- 
schwindigkeit des  sich  bewoLoiiden  schweren  Punktes  dieselbe  ist, 
dieser  Punkt  nia^  sich  au^  ni)  oder  aui  ucM  bewegen,  indem  diese 
Geschwindigkeit  nekanntlich  bloss  von  der  vertikalen  Entfernung  der 
heldeD  Punkte  A  nnd  b  Ton  einander  abhfingt,  welche  in  beiden 
F&llen  dieselbe  ist.  Also  würde  offenbar  der  schwere  Punkt  auf 
dem  Wcjfe  Anrhli  in  einer  kürzeren  Zeit  nls  auf  dem  Wege 
Aahll  oder  AB  von  A  bis  B  gelangen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung istreitet,  wodurch  folglich  unsere  obige  mhauptung  ge- 
rechtfertigt ist.  ' 

Ferner  grflndet  sich  unsere  AnflSsune  der  Aufgabe  von  der 
Bracbystochrone  noeb  auf  das  folgende  Problem»  welches  wir 
daher  vorher  aafUisen  müssen. 

In  Taf.V.  Fig.  5.  sei  CD  eine  gegebene  gerade  Li  nie, 
und  ^undiVseien  awel  auf  verschiedenen  Seiten  der- 
selben liegende  gegebene  Punkte.  Man  soll  in  der 
Lilnie  CD  den  Punkt  P  so  bestimmen,  dass,  ^venn  mau 
die  Linien  MP  und  ^P  zieht,  und  auud6zvvei^egebeue 
Zahlen  bezeichnen,  die  GrOsse  i  ■ 

MP.NP  .        Mt:  '  '.\: 

ein  Minimum  werde. 

Von  üf  und  N  falle  man  auf  CD  die  Perpendikel  MM'  und 
ttnd  NN\  und  setze  als  gegebene  Grossen  M3t'=znt,  NN'  =  n 
und  M'N'-=.€.  Ferner  bezeichne  man  die,  jenachdera  der  Punkt 
P  von  M'  aus  nach  N'  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin 
\\e^,  als  positiv  oder  als  negativ  betraentete  ]()ntferiiiiPg 
Punktee  P  von  dem  Punkte  M'  durch      so  ist 


«>  Oiete  Bedingung  itt  hier  abaichtUch  gemacht  worden. 
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— d  faijllcli »  wip  wif 


Entwickeln  wir  nun  deu  ersten  Differentialquotieoten  dieser 
GrSgse»  so  crhaltoD  wir 

X  e—x 

woraus  sich  als  i^piiveinschaitiiche  Bedingung  ^gs  Maximums  und 
Minimume  die  Uieicliung 


X  c — X 


«tgtebt 

Weit  Irfmacli 

ist«  «io.  ist 

■  ■  « 

X 

e— « 

stets  eine  positive  Grösse,  und  nr  nnfl  r — x  haben  daher  imtner 
gleiche  Vorzeichen^  woraus  «?irh  erf^neht,  da««  stets  x  positiv  und 
;r<e  ist,  folglich  der  Punkt  P  immer  zwischen  31'  und  iV'  liegt. 

Entwickehi  wir  den  zweiten  pifferentiaiquotieuten  von  ^«  so 
erhalten  wir 

7/1*  It* 


I  « 

I 

welches  offenbar  Immer  eine  positive  Grösse  und  daher  die  Be- 
dingung des  MtBimimis  erfflUt  ist« 


Da  offenbar 


UTP^x,  iVP=e— a? 


ist;  80  ist  oach  dem  Obigen 


Digitized  by  Google 


311  ^ 


3rp  _  N'P 

a.MP^b.NP 

die  Bediii£run<;  des  Minimiinis.   Bezeichnen  wir  aber  die  Winkel 
und  jyPN'  respective  durch  a  und  ß,  so  ist 

]U'P=:  MP.  COS« ,  JS'P—  NP.  cosß ;  '^^ 
also  -  .  .  .  .  av  ,  4.0  -      ,  «iJ  -  ,v.  . 

^^^^  JkU  ^mihi'ibvil  '^tniinJnd  'HiisK  ^  n  r- 

die  Bedingung  des  Minimums. •H.iM.i.iv.  o  il'  itoJ^d  | 

'    Bezeichnen  a  und  ^  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  ein 

MP 

Punkt  auf  MP  und  NP  sich  gleichförmig  bewegt,  so  sind   

a 

und  die  Zeiten ,  in  denen  die  Wege  MP  und  NP  zurückge- 
legt werden,  und      '     .        ^  '  V-  »\  \\.\\  ^  ^  rj^.^Htv»;  o>mmi 

a  b 

ist  folglich  die  Zeit,  in  welcher  der  Weg  ilfPiV  zurückgelegt  wird. 
Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  der  folgende  Satz : 

Wenn  ein  Punkt  in  den  Linien  iWP  und  A7^  mit  den 
Geschwindigkeiten  a  und  h  sich  gleichförmig  bewegt 
und  der  Punkt  P  in  CD  eine  solcne  Lage  hauen  soll, 
das«  unter  dieser  Voraussetzung  der  sich  bewe|;ende 
Punkt  auf  dem  Wege  MPN  in  der  kürzesten  Zeit  von 
yffnach  gelangt;  so  müssen  die  Cosinus  der  Winkel 
MPD  und  NPC  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  a  und 
6  in  den  Linien  MP  und  NP  verhalten. 

Hiervon  lässt  sich  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Be- 
-  Stimmung  derBrachystochrone  für  den  Fall  schwerer  Punkte  machen. 
Die  Curve  in  Taf.  V.  Fig.  ü.  (M.  verd.  Taf.  V.  Fie.  4.) 
denke  man  sich  in  eine  so  grosse  gerade  Anzalil  so  kleiner  Tneile 
getheilt,  dass  man  ohne  merklichen  Fehler  jedes  dieser  Tlieilcheu 
als  eine  gerade  Linie  und  die  Bewegung  in  einem  jeden  derselben 
als  gleichförmig  betrachten  kann.  Durch  den  Punkt  A  und  alle 
Theilpunkte  denke  man  sich  horizontale  Linien  gezogen,  und  be- 
zeichne die  Neigungswinkel  der  geradlinigen  Elemente 

gegen  diese  horizontalen  Linien  respective  durch 
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Denken  wir  uns  dann  ferner  durch  alle  Theilpuukte  die  verti- 
kalen Linien 

',UufI  .s  l  Öl^lJ  «2^2,  03*3»  «'A»  <*6^a>  •••• 

gezogen,  so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  durch  den  Fall  auf 
AB  la 

^  >      ,  63 ,  64 ,      ,  . . . . 

erlangten  Geschwindigkeiten  respective: 

2  V^^.  Ol  61,  2V"^.fl2^,  ^^Tg.a^b^i  21^^.0464, 

wo  g  seine  bekannte  Bedeutung  bat. 

*Nach  dem  oben  zuerst  ausgesprochenen  Princip  gelangt  der 
schwere  Punkt  auf  der  Curve  AB  mit  der  in  dem  nten  und 
(7}-|-l)sten  Theilpunkte  erlangten  Geschwindigkeit  in  der  kürzesten 
Zeit  von  dem  nten  bis  zum  (7i-f  -)ten  Theilüunkte,  und  wir  haben 
daher  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  in  den  vorher  eingeführten 
Beseichoungen  offenbar  die  folgenden  Proportionen: 


1  »in». ;  -  ^  Cosa :cosofi  =0:21^^.0161=0:^0161, 


cos«!  : cos «2=2 V  ,5^.0161  g .a^h.i  =  V a^bi'.V a^h^, 
cos  «2 :  cos  «3  =  2  Vg .  fijj^a :  2    g .  0363  =    a^b^ :  '^^0363 , 


cos  «3 :  cos  «4  =  2  Vg .  0363  : 2  V" g,  0464  =  >r u^ö, :  V  o  .64 , 
.fnr         .  , 

:  .v^'V^ '«fMf'r      T»b  s»hK«»«».' U.  s.  w.'  tn'**'  üi»*-  for» 

Da  nun  die  einzelnen  Elemente  der  Curve  mit  den  entsprechen- 
den Berührenden  derselben  als  zusammenfallend  betrachtet  werden 
können,  so  sind  offenbar  •    »      ■  ^  *  * ^'  ; 

tio#  n  »\  •i'>J>^'>x-»ü,'tfj,  «2,  «3,  «4,         ^'^k  V*^  * 

die  von  den  Berührenden  der  Curve  in  den  Punkten 

.51  mM,  •»„;;    Mflfl.tr'v    ^'      '  ^'  ^»  '  '  •  *  ^f.*  ^viVj  nov 

mit  der  durch  yl  s:ezogenen  horizontalen  Linie  AC,  welche  wir 
als  den  positiven  Theil  der  Abscissenaxc  und  A  also  als  den  An- 
fang der  Abscissen  annehmen  wollen,  eingeschlossenen  Winkel; 
untt  wenn  wir  nun  überhaupt  zwei  dieser  Winkel  durch  G,  6' 
und  die  Ordinaten  der  entsprechenden  Punkte  der  Curve  durch 
y,  ;/  bezeichnen,  so  erhellet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
lÜcntigkeit  der  Proportion 

COS  0 :  cos  6'  =  Vg :  Vy*  \..  ^  - 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung        ,        '  •      •  /  ' 

cos  B  _  cos  0'  -  . 
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woraiu  fiidi  eigtebt«  da««  .  >•  : 

eine  constaal»  Grtoe  l«t,  die  wir  dwcii  Va  bMeiclmeD ,  und  daher 

setzeo  n  oUeu.  Au«  dieser  GleicbuDg  ergiebt  «ich  aitteistMehter 
Rechnuog  'V 


«1  da  mn        «Im  Prliic^in  dw  hdkereu  Geometrie 

■ 

i»t       erhalteu  wir  als  Differentialglelclimig  unserer '  Curr« 

UieichuDg 

Um  dieee  Gleiichaitg  'xu  fitt^grlreo/eetabtf  umn 


«  4 


bt 


■•t.M  iat. 


ila?=taiigio  • 


a%  =  2  sio  (9  cos  id  «^o 


(  »  t 


I  .  • 


2 

<ia;=s-7  sin  (o'^do). 


*)  Efl  ict  hier  abtichtlich  der  vorhergehende  Winkel  9  nicht  weiter 
Wr&ckiichtigt  and  o»  nur  als  eine  HülfigrÖMe  Kur  Erleichterung  der  In-  y^' 
tegnrtimi  «liligeliiUirl  vofdoi.  ,  ^ 


r 
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s-*8in  »  cos  40 -f^cos  <lo 


*    ■    1  • 


also 


und  iolgU^li 


.t 


Also  ist 


oder 


« = ^  (» — sinio  cos  o) 


MS  o — sin  fl»  cos  «o+Const. , 


d.  L 


2  eu: = 2  (D — sin  2  » -f*  GoDst. « 

Ftr  «sO  ist  nacli  dem  Obigen  offenbar  avcb  :i?=Oi '  ffe  jf^O 
ist  aSer 

Ii. cos2 fl»=0  oder  cos 2 «SS  1, 

und  folglicli ,  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  nen;ative  gaoze 
Zahl  bezeicbnet,  2a=:2lcn,^  Also  ast  nach  dem  Obigen 

0s2  Aas^sinS  ibK4-  Cotist  ssäfa-f-  Const , 

d.  i.  Con8t.  =  — 2Ä3r.  und  folglich 
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m 

Nüu  ist  aber 

sin (2 »—2 kn)=8m 2 cd ,  cos(2 o> ^2kn)  =  cos 2 ca. 

Also  ist  oaeh  dsm  VorhergeheDcUii 

2<u;=:2» — 2^^ — ^sin(2  t»^2kn), 
2  oty    1  ^  cos  (2  C9  —  2  X;») ; 

QDd  folgöch«  wena  maD  fllrarliaupt 

oder  für  ^-=:rj 

•  -         J       ■  •t,-,"    ■    ^ " 

^  =  r  (9P  —  si^^).*,  i(>=f  (1  —  cos  q)). 

Im  AnfsDge  (ter  Bewegung  müssen  x  und  y  beide  zu&^leich 
verschwinden,  welches  offctHtnr  nnr  für  —  0  iiiöelich  ist,  Sa  nur 
filr  diesen  Werth  von  (p  die  DifVrmiz  -- sin  r[  0,  d.i.  sing)^^) 
seiii  kaiHi.  Also  hat  iiiüu  iür  den  Aulang  der  liewegung  (p=0  zu 
setzen.  Wollte  man  (p  negativ  nehmeu,  so  würde,  weil  der  abso- 
lute ^eHh  von  (p  immer  grösser  als  der  absolute  Werth  von  sin  (p 
i#t,  x  negativ,  da  docÜ  int  Obig«ti  ^  als' ^tlV"  «iigeikttd^ 
worden  ist.  Folglich  muss  man  (p  von  0  an  zu  nehmen,  nicht 
von  U  an  at^Dehmeo  iapseo,  woraus  sieh  fregenidei^  GleichuBtteo 

•irncl; -•  »   :  .-••,.*<    •  ;  -u.. i:  -di',!?...^ 

♦nn  ^*A-,'i:ir;     ;'  -a^ÄT^y-^^lng)) ,  y=r  (l**-COS(p)         *     ^m*  t<Leji; 

nun  unmittelbar  nnf  irnnz  unzweideutige  WVise  ergiebt,  dass  dii 
gesuchte  Curve  eine  gemeine  Cycloide  ist»  deren  erzeugender  Kreis 

den  Halbmesser  r-  hat 

la 

Wegen  der  aus  dem  Obigen  sich  ^anz  von  selb?:t  ergebenden 
wichtigen  und  merInMiidigen  mechnnischen  F;i5^cns< dialt  der  *j;e- 
meinen  Cycloide  nennt  man  dieselbe  btkaMütiicli  die  B  rachysto- 
cjirone  im  lufÜeeren'Raiim^i^     '    s  -     -  ^ 


n 

\  ■  ■ 


I,.-  r 
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:•  Ii 


Sur  le»  firactlons  partfeiles. 


Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

«   *    '  de  Groningue. 

inn  Jih  ;)i:U  4lr>iJ  jfin!  ü :p  .  .  . 


rciif  '»t" 


r 


Dans  beaucoup  de  recherches  analytiques  il  importe  de  de* 
composer  une  fonction  rationelle  et  fractionnaire  en  fractions  par- 
tielles, et,  reciproquement,  de  reduire  une  sonime  de  fractions 
partielles  a  une  fonction  fractionnaire.  —  Pour  resoudre  ce  double 
Probleme  dans  toute  sa  «ijeneralite,  nous  designons  par  Fx  uoe 
fonction  «entiere  de  x  du  degre  tz.  Soient  ,  r^,  ...rm  lesracines 
inägales  de  l'öquation  « ;  .v«».^,  >\u; 


!  J  )  ,  . 


Fx  =  0  ,  .  J 


r^solue  par  rapport  ä  x.  Alors,  en  supposant  que  cette  equation 
contienne      racines  egales  rj ,  712  racines  Egales  rg,  etc. ,  on  aura 


ou,  en  prenant  le  coerficient  constant  A  egal  äFunit^, 

(1)  Fx  =  (:r-ri)"^ -r^)"*. . .  (a:-r^)"-  . 

Soient  encore  /x,  Px,i  ,  P*,«»  •..Px,m  des  foDctlons  de  x,  liees 
entre  elles  et  k  la  fonction  Fx  par  i'equatlon 


(2) 


2 


m 


Cela  fait,  on  pourra  touiours  satisfaire  ä  l'equation  (2),  en  suppo- 
sant les  fonctioDS  /x ,  Fx,i ,  Px,% ,  . . .  Fx,  m  entieres  par  rapport  ä 
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:r,  et,  respectivement,  d'an  degre  inf^rieur  k  n,  if|,  ng,  ...n«. 
Ed  eflfet,  si  Von  pose  .  _  i 


(3)  Fs-(X''rjf''Q^,k, 


k  etant  un  des  nombres  entiers  1,  2,  ...m,  la  fonction  Qx,k  sera 
entiere  par  rapport  a  du  degre  n — /i*,  et  le  facteur  x  —  rt  n*y 
entrera  pas.  D'ailleurs  on  peut  ecrire  l'äquation  (2)  sous  la  forme 

riifi.-jti  flu  14^  *  ''k=m^x  p^j^'  -''•!u'»itu.«|  ...j.Hx 
d'ou  Ion  deduit  ^i'iL}-..^   i-S^'^J  ^         t. .  .-^ 

et,  en  vertu  de  I  equation  (3),>  ^  l^) 

ii;^»       .-A,  IS  ttiH((^ip  iHii  Mit»!  jir 

ou 

ör,  lf?x,  t  ^tant  du  degr^  n  —  tik »  il  suit  que  Px,t  Qx,*  Sera 
d'un  degre  inferiour  ä7i,  lorsqu'on  suppose  la  fonction  Px,k  entiere 
par  rapport  a  x  d'un  degre  inferieur  a  7/jt.  On  voit  donc  que  l'equa- 
tion  (A),  ou  l'equation  (2),  d'oü  eile  est  deduite,  admet  la  suppo- 
sition  que  les  fonctions  fx  et  Px,k  soient  enti^res  par  rapport  a 
d'un  degre  inferieur  ä  7i  et       ensorte  que  l'on  pourra  faire  »  .ui» 

(5)  Fx=ffo  I ''i  ^*  f  «2-^*+ ••• +  ''«^"» 

(6)  /'x  =  ^0  +  6l'^  i  ^^'2^^f  •••+*n-i 

—1  * 

(7)    Px,fc=Co,fr+Ci,fc(a:— rit)+C2,it(^— rit)2  F...+C/ijt-i,t (ar— rt)"* 

II  resulte  de  ce*qui  prec^de  que,  po«r  le  probl^me  de  la  com- 
position,  il  s'agit  de  trouver  les  coeffieients  r/o»  >  •••«»»  et  Öq, 
Ol,  ...An— 1,  lor.sque  les  quaiitites  ri ,  ...rm  et  les  fonctions 
Px,i ,  Px,2y  . ' .  Px,m  sontdonnees;  et,  pour  la  deconiposition  ,  de 
trouver  les  coeffieients  ^o,*»  ''i,*»  . •  • '^njt-i,*»  lorsque  les  fonctions 
fx  et  jPx  sont  donnees.  —   Comincnvons  par  la  decomposition. 

En  posant  pour  une  fonction  (pielconque  (px 

d"g)x 

— i   — —  Cx  fPx  y  •  • 
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d*aprto  le  theoreme  de  Taylor,  par  i'^uatloD     •  •  • 
(1)  ^*,*  =  It^i»^ft'** 

Dar  //!  ,  //  <'(arit  un  iioiiibre  eritier  et  positif.  DniK  .  ponr  froiiver 
les  coeÜicieiits  c^^kt  etc. ^  il  sunit  de  coiiuaitrü  la  ioiicttoii 

^r^,t*  valeur  particuliere  de  la  loiiction  P^, *.    Or  on  deduit  de, 

requatiott  (2)  J.  juiiile  a  l^^<j^4^yii       !•  •  V 
(^quatioa  qui,  pur  la  supposit^ofi  ,ar~ri,  se  r^duit  a 

Ponr  exprimer  Qry,,k  ^eH  4iibr«iifi«  r^fMÜMi  (3)  L 

fois  par  rapport    ;r,  €•  qid  doiiiM» 


puis  on  appU<ma,^utf«ec(i^d  ipeii4>c^4ft  c^^Oj/^jyi^tioa^^ 

«  f>         n  1  fi~i  2     2  n — Ä  «  0 


(3)  9x  ^jr  =  ^ST      (m)      QPjc  3x  t//*  » 


«II«  lonMiue  •  «fit  OH  «Mfl^br^.eiitior  ot  positlf«,  <\       ^^^-y  ^j  ,^ 
1   (4)       •'  ►  ■^  — .      •■►I.  !      ,;\  u  ^\ 


Od  trouvera  par  ^»uite  ü  Taide  de  la  iormule  (J) 

A=ü 

et»  pttisqii*oii  a 
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t 


»  -i. 


*=o         ,nl    .      -  ... 
d'oift  Yon  Üre,  en  iaisant 

(5)  ar*'  Fr^  =  »ijk!  r^r^fc. 

£o  ^ImÜDaut  Qr^k  eotre  ies  äquuüoDa  (2)  et  (ß),  U  mbdr» 


(6)     >'    -     Pr.,k  =  nkl 


et  par  coos^veDt  l'^quation  (1)  se  x6dmt  k 

Par  ceite,^qiu^tu»ii  on  trouve  les  coefficknts  ro,jt.         etc.  ^  lots 
quo  Tes  fooctions  /*x  et  Fx  sont  donnees.  iH  t^OTLlto  OiOpö  de  l'aia^ 
iyse  pr^cädebte  le  theoreme  suivant. 

Theoreme  L    Sovi  \Wä(^Jafam^imA9^^f^^ 
repräaeatee  par  i'äqaatioD 


r^eolae  par  rapport    xi^  »  >     '(  i  ^. 

Soit  fx  uiie  foDction  ratiouneile  ei  entiere  de  x  d  uu  dcgre  iu- 
fi^rienr  d,  celnt  de  Fx* 

Soii  cnfin^  [jour  abreger. 
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Od 


Oa  peilt  donMr  tu.  tliäorto^  I.  oü  «ilie  iSiKNie^  par  In  comi* 
däration  rahranto«  - 

Soit      One  fondion  entiire  de  x  du  degi^  n.   Od  aura 

I 

r  ^tant  ane  quantiM  qoelcoiiqiie.  En  nettant  la  prMdente  eona 

et  obsenraot  que«  pour  od  nombre  entier  et  poaitif      oo  a 


II    » ' 


il  Tlendia 


dq«attoiir'i|iA;ei^iwft«^de«iormiüea  (3)  el  (4),  ae  HMk  ft- 


Or;  cefte  equation  siibsistant  pour  toutc  fonction  ehtiere  du 
degr^  quel  que  soit  et  Px,  etant  du  degrä  1 ,  oo  aura 
pareHlemeDt 


dou 


eu,  en  mettant  au  liea  de  l\^k  sa  Taleur  tiree  de  l  equation  (6) 
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4 

Dwc  le  thtforte«  1.  «er»  tidwU  $m  aniTaat 

Th^röme  U-  ^"ient  fx  et  Fx  les  mtaM«  foMtioM  q/u  dans 
k  th<«r.  I.  Sott  de  plua,  povt  abitfger. 


Mut  m  Donbf •  entitr«  On  mna 

^#       Jkal  * 


MainleiMint  II  m  «era  pas  difficile  d'^lendM  cm  fli«orta«i  au 
cai  oik  U  fonctfoB  /#  Mm  d'iiD  degr^  supäriMT  k  edni  da  F#. 
cUa  DOM  resMrquoM  qua,  loraqK'on  poM 

(9)         '        9«=  ni)* 

^taot  iine  quantit^  quelconque  iodependaate  de  x,  et  f  un 
nombre  entier  et  positif»  on  pourra  prendre  s  assez  grand  pour  (^ue 

Js  soit  d'uD  degrä  sup<$riear  k  ceiiil  de  /«•  Donc,  ai  ia  fouctioo 
«  est  donnee  par  Tc^quatioD 

(lr*t)  dtwt  iw  ttojnbi»  «ntier  «t  fHisitif «  ou  dg»l  h  sdroj  il  Td« 

fMM  par  rapport  k  s,  u*$m  pM  ooa  ladM  r^,  ooi  ann^  aa 
T(tto  da  rdquMion  (9)  ,  .     .  t .  .1 

So  ^llqnant  la  thdortoa;!!««  on.  obtiaodra 


9*     ftso  ic-r** 


^tant  d^termin^  par  1  equatiuu 
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r«  »  0,  . 

d'a&ilraiC 


£-  =  a:*        ar*  ^ 


(10)  ^  =  8r» 

Mm8  od  a  .  •  •  ' 


o«,  ce  qni  vevient  an  iii^iiie 


9 


9 


,1  rjv  .  ■ 


91'"^ 


doDC  TäquAtion  (10)  se  reduU  Ii 


Cetto  analvM  eondait  aa  thtortoe  mWaut  ' 

Th^orAme  lU.  Soit  f»  une  foDcllon  lationailt  et  «Bti^r»d«  :r 

du  degre  i        •»    j  ^ 

Soit       uno  foTu  tioti  ratiooeiie  et.entiere  de  x  do  d^re  9» 

repr^seatee  par  i  equatioo 


<i«a— f)>  «i,  Jfa»  ...Um  «taut  des  nombres  e^er«  et  positüs,  et 
n>f  ladnes  inegales  de  i^^qiuitioD 

Fx  =2  0 


lue  par  rapport  k  x,  dont  soit  toujours  ^gale  ä  «^ro,  eosorte 
77,,--j^O,  (oraqae  läquatiop  Fx=0  n  aura  paa  uoe  laclne 


idBollM 

quo 

Ögalo  ä  zero. 

Soit  gjx  uoe  fooction  aujuiiaire.  liee  ä  Fx  par  l^quatioB 


9#  —  («*-r(ft)*  9 


s  etant  un  nombre  eoticr  et  positif,  prU  de  mani.^re  k  satisfaire 

ä  ia  coQdition 
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Soit  enfin,  poar  alir^gw. 


A  et  A  Mut  de«  nomlim  mtim  et  podfifs.  Oo  aura 

CorolUur«  L  Si  i'gu  a   f  r  ,     ;     .  j    /     ^        j . 

■  ■  ■    ^  ^       'fl'  >  P»    f'  \  '  ' 

cW.ä.«??re  si  le  degr«  de  #V  ««I  iopdfiivr&  edttE  de  /i,  ^ 
«atuam  a  Ja  condhioo 

'  \    ■  •  »        •  ' 

«B  prenant  f=0:  donc  on  reyieDdra  au  ^(fbi^  IL 

Corollaire  II.  II  sera  souvent  plus  comroode  de  sdpater  k" 
partie  correspoodaate  k  la  quaoüte      pu  0.  J^t^  !^ 


^  - 


CoroUaire  III.   En  posaut  ■ 

X          ,    I  JT— «  Q    ,     .        ,  (j: — a)P  n 

ae  aiira,pour  une  looction  quelconque      *  *    ' '  -"»i''^'  ^  ''»^^ 

Dor\c,  commo      est  une  fonctioa  enti^re  m  ittfMiei^  i  :e  du  "d^mit 
ou  aura  suivant  ie  theor,  Ul.  '^'^  »»woegre 


7.  7-^,^".:  *f,  ^' 
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III. 

O'apr^s  ce  qui  a  ^te  dit  ci-dessus  1.,  on  a  siroultanöment 
leM  ^quations 

(1)  2      — '  „  » 

(•2)  F,  =  (:r-ri)"i  {x^nf^  . . .  (a:-  r^)"«" , 

im 

(3)  Fx  —  flo  +  fll  ^  +  ff2^**  +  '  .  .  +Ön  ^"  , 

(4)  A  =  Ao  +  ^^  +  Äaa:2+...+  6,^_ia:«~^ 

(6)   Pjr,  * = Co,if + Ci,*  (j:— ri)  +  C2,i       rit)«  +. . . + c„^-i  ,jk(ar-  rkf*""^* 

De  plus,  en  vertu  de  T^quation  (8)  II.«  on  a 

d*oü  Ton  d^duit  *  .  * 

12  ^taot  d^terminö  par  requation 

fc)  ^ 
(wA — 1)!  r* — X 

et  s  <^tant  un  norobre  eiitier  et  positif,  qu'on  peut  faire  accroitre 
jusqu'ä  i'infini.  Or  on  reconnait  que  le  reste  R  s'^vanouit  pour 
des  valeurs  intiniment  grandes  de  toutes  ies  foU  que  ie  module 
de  X  sera  inferieur  au  module  de  la  plus  petite  des  racines  rk  '• 
dans  ce  cas  on  aura  donc  ... 

..     .  •     .  •  ^  »  '  .  ■ 

(7)  ^^Bo^^B^x^^B^x^^^B^x^^. 


9 

I 


en  faisaot>  pour  abreger, 

(8)  **  =  -4    0^=1)1^'*  7^'' 

II  est  evident  que  le  second  membre  de  l'^quation  (7)  ne  serait 
jamais  convergent,  lorsque  parmi  les  racines  Tk  il  y  en  aurait  le 
zäro,  sinou  t^x^k  et  ses  deriväes  jusqu'a  Tordre  uk  s'^vanouisseot 


a25 

en  meme  temps  nour  x=0.  Mais  on  obvie  a  cet  inconvenient  par 
la  Separation  Je  la  partie  corre^puadante  a  cette  racioe^  comme  Ü 

m  M  nmttqaii  daos  le  eoiolL  IL  theor.  IIK  B»  tmrt  eas  TequatiaB 

•alMbto»  paisque  les  fonctions  fx  et  Fx  soot  enti^re«  parrapport 
k  X,  En  metUnt  au  lieu  d0  f«  «a  Talenr  de  r^qnalioo  (3),  il 
viendra 

+  «1  /^o    +    /?!     -J- . . .    fltj  ßh-i  .r*  -|  . . .      j i!*^ 

'♦K'  Jfif  ru:  l'M,         '.'>  -IJ« 

Getto  eipmBloD  de/^  cam^^ne  |i  oaUk  de^'dqiiatfaii<4)»  condnit  k 


 '*  *  *  -vAV  j..,.  .  JL* 

ov,  «  diMit  an  nombre  entier,  ' 

(10)  6a  =  ^     a.  i?A_.. 

Ott  Qbtieodim  une  aulre  rxpression  pour  6a  de  la  BWidte  aalvanto. 
D^«biMd  eo'iNrdeeote  l^etoatieo  (^eeoe  l4>iornie 

EiiMte  ev  dddult  de  i  equati^  4Bl><DenT  •Mamentr     ^  ^  / 

 \_ 

^jjliiiiit^i  Qoaibrt;eD|iei^. et  posltff  «ün^i^  1  k  eeadMea 

)i»eMei|<i'd*)v'tü  hi'  f.'-  >         P'i^'Hfej  .'f.'  i 
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'   4  • 


dofit  U  sm\t,  ea  ^gard  k  la  focnial«  iß)  iL, 
En  «aMituant  i  Fr^^  sa  valeur  tiräe  de  T^uatioD  (11),  on  tronir^ra 

»  ■  «  »       t  ■ 

•II,  ee  ^    vieut  au  meme, 
et»  mÜTant  TäijpiaÜOD  (6), 


EnÜB  OB  condnt  de  la  präc^eDte 


ce  qui.  cbange  l  equatioo  (10)  en 


(13)  S  a.Bt^, 

d*Qtjk  Ton  tire  saceeseivciiieiil 

b^^0m^B^^QmB^, 

Les  formules  (9)  ou  (14)  peuvent  servir  a  r^valiiatioD  des 
coeflficients  Üq,  ä*,  ...A„_2,  lor^que  ies  coefflcients  Oo»  f'i»  •••ö« 
et  les 

par  r^miatloD  (8)^  eont  coddqs.  Räciproqaeii|eiit  od  en  deduit  la 
yfAwt  des  «ommes,  et  par  raiti»  tos  «Mieficieiito  da  ddvek^peMest 
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(7),  loraque  Im  OMÜei««!» ...«let^,  hi,  ...^i,  c^est* 
A-dii»  Im  foDctioiMi  Fx  et  /«»  mdI  donn^es.  II  y  a  plus :  les  for- 
mules  ^  ou  (14)  conduisent  inline  la  determination  des  coeffi- 
oeots  «To,  0|«  ...o»  £b  effet  T^uatioD  (8)  jointe  4  J'öquatioa 
ifi  IL  doDoe 

fei  *     Sf^  Fr/  ' 

Snpposoos  ttaintmiaBt  qo*6iili«  I««  fonetioM  /«  et  /V  ii  y  ait 
1a  reUttoo 

(16)  =     F,  , 

•t  que ,  povr  Mite  valMT  partlcaU^  de  fm  >  ^  diaiige  en 
ilft.  Ob  Mum 

(17)  -^*=-4^  «i^^^:  1     *  V 

Or,  la  fonctioD  Wm  i^tut  to^joum  icpidMvWe  p«r  Tdqiiatioo  (2) 

le  Domim  entler  el  poidtif  p  vöiifiant  la  condition 

Üone,  »ywit  ^gard  i  la  fofmnle ($  IL»  oa  dddalt  de  l'^quatioo  (|7) 

Km 

(IS)  =  —  r    fift  n  . 

AJovtons  qo«  pour  ce  caa-d  la«  fomralaa  (10)  «t  (13)  ae  vddaiaant  k 


et  que  de  plua  rdquation  (16)  jpitola  aux  ^quatlona  (3)  et  (4)  ^ta- 
Mit  entia  laa  coaficiaBta  a^,  o^»  «.•«!•  at  i^»  61»  ...oh-i  le« 
«tiaftlaaa 
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ift  9kM»  Im  c^ntioM  (19)  derieodfODt 


(21)  Äa*  =  -.^  ««^A-«. 


«I  4e  piw,  «I  mt»  ^  ^oations  (20),  (2)  et  (3),  ' 

■ 

—  Aq       £       Iii  =  fi-f" «-f  •*  •  + 


«wcfSfliitMat  de  b  (oraude  (20) 

»  ■ 

(23)  ^  3     =  «o4»  +     -^a  + 
et  de  la  (onniile  (22) 

2  öfi — 2  — 1     — 1  "I"  ön        2  * 

04)  <  3  a«^=T=^«  a'4,^4-ai>-^^-^flm^^> 


:  » 


En  preimft  la  dUtoaDCB  des  Ibmiilea  (20)  et  (21),  oo  obtiendia 


formiüe  analogue  4  ia  formule  (12). 


.  I 
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Dans  le  lormules  (24),  aal  cmwÜtuei^t  le  Ütiwiaoae  deGirard  *), 
le  coeffideot  it«  twU  indmemiin^,  de  mdme  que     dans  Im  for* 
mules  (23)*  fiiaw  M  Ton  M  m^aO  dans  les  expre«atoo»  F«  et* 
4!*  Fl,  la  compttBisoD  des  dqoajfioiis  (2)  et  0)  donne 


.Oti  peut  doDc  enoncer  le  tbdoctee  Mi^t. 
TlidoHinelV.  8olt 

«1»  ^»•••fiw  dtajpt  des  norobres  entie^s  et  posEtifis^  dont  la  somou^^ 

s</it  eu:ale  i  i»;  et jRr,!  dösigoast,  pour  tout  nombre  entier  et  po- 
sltii  /. ,  Tine  foDciioD  ratiooelb  et  enti^re  de  a:  d'ao  degrtf  in- 

Soit,  pour  abreger,  }  ♦,!♦  Mo^ii:.'  »tii  .'?^i)M  «--U 

F«  =  («-Ti)**  (ä:— ra)"'  . . .  (:r— rm)""* , 
ea»  ce  qvi  reWeot  an  mtoe,  :  '  ;  t 

=  Oo  +  ßi      ««0;^+ .  • .  +  ff»  ^"  # 

les  coeflficients»  fio>  «1 »  ...(^n  ctunt  üeteroiines  par  le  Systeme 
des  fofiDiiIee  (18),  (26)  et  (23)  oii  WceeiicieDtB  Oq,  b^, 

•••6^  par  le  systte^  \dtiB  fehnules  (8Dret  (9)  eu  (14).  Ob 


1/analyse  prrrpflpnlo  ronduit  onrore  ;»  y>lusiourfi  cODS^ueoceSp 

noiis  noiis  l)orner(>t)s  a  si^naler  la  siiivante. 
Coocevoiis  nuu  ^euleiueut  que  la  loactioo  /^;r  ^oit  doouee,  luais 

fidsoos  afetaeUemeot 
Aiors  ev  anra 

0  =  6i  =6s=**.«» 


•)  r*;  thf^nr^mp ,  fmisgcmmt  aftillmr  a  Newton,  nppartinnt  k  Albert 
Girard  ,  qvii.  13  ans  avant  la  nnissancc  de  Newton,  en  a  donn«^  Tenoncc 
daas  un  ouvrage  dont  voici  le  titre:  Inrention  nooTelle  en  Algebre,  par 
Albert  CHnwd,  Meth^maticien,  k  AnisiiMdam,  ches  G.  Janien  Blaanw, 
>,  —  Cest  M-  J.  de  Gelder,  prof.  a.  L(  ydt-,  tjui  a  falt  rette 
•e«  Wiakindige  leMen,  2^Cur«u«,  2<'«uitgaTe,  yag*  423, 
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•t  (Mt  spit«  lea  fononles  (14>  domimront  .  - 

0  SS  =  -iK— g  S8«...««¥  (ii.i)o 

lUtoiMi  MNUi  d*ijoator  qae  ponr  oe  eas  r^oatioo  (15)  ce  i^duit  i 

I 

doBc  oo  aura  le  th<fordnie  suhraot. 

TMof^rae  V.  Soit  une  fooctioo  rationelle  et  eotlere  de  x 
dtt  dcgre      represeotee  par  1  «^uation 


•.-Um  etaot  des  nombres  eotiers  et  positifs,  etr^,  r^f^tm 


fts*^lue  par  nipport  a  x. 

ÖüU  k  im  atMabffe  eaüec  et  positlf,  v^iifiant  la  conditioB 
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11 


.::r.   hi^ii  Herrn  Doctoi  O.  Schlomilcli^ ' 

«...  ....  _     7''-.'        :  :fM'tj| 


FrivaUlo€«ii(e«  an  der  UsiTortitAt  in  Jea«. 


In  dem  Isten  Hefte  d««  VIltenfFheilMr  dic««r  Zeitschrift  S.  204 
habe  irh  einige  Sätze  an^eprohen ,  M  elchc  zur  Auffindung  der  hö- 
heren Differeotlalquotienteo  \sehr  allgemeiner  FuoktioDeii  dienen; 

6i>  ij^t  Z.  B,  , "  1       i        •  -  • 


(1) 


mtM  41«  CoefUeoiMi  dnnfi      Fonnel     '      ,>  „    ,  r  ., 

.    ItJirtt    l'HTf.lt  IHM* 

heätlmait  8'md.  Hiervon  ias^t  sich  eine  s^lir  einfache  Aawenduog 
auf  die  Theorie  der  FaknltSten  machen*  (5- 

Sei  Dfimüch  /(^)  =  3f~f*»  ßo  wird 
oder  nach  VaDdermonde'«  Bezeichooiig  der  Fakttlt-lSt#ii "  ' 


'{  Semec  Ist; 
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Subütifuiren  wir  diess  für  die  linke  Seite  von  (t)  und  auf  der 
rechten  »Seite  die  aus  (3)  für  p  =  l ,  2,  ...71  sich  ergefoendeo  de- 

ri?irteD  Ftuiktiooeo«  so  wird«  nach  Uebaog  tod  j;~V"~*« 
oder  bei  mngekehrter  Anordoung  der  Reihe 

U  Ii  n — 1  n — *5  t 


Diese  Gleichung  lehrt  di«  FalraHit  der  Wurzel  dnch  die 
Fskultiteo  der  Worsel  fi  ansdräckeB  udLiUldle  fai  cheser  AUge- 
meioheit  eioen  nldif  unvriehtigeii  Beitrag  zur  Faknltäteatheoii« 

bilden. 

In  manchen  speziellen  F&llen  kann  man  die  endliche  Reihe 
Id  (2),  welche  zur  Bestimniang  der  CoefizieDt^n  A  dient,  sum- 
mirtn;  00  findet  man  s«  B. 

1)  für  il=-.l: 


6igU«h  nach  (4>; 

a        n  n— 1 

Ci)»[-ri=Wr-(«-i)-%W4-(ii-l)(ii--2).JiiW--..,;  (5) 


2)  für  i=2: 


nod  daher  nach  Nro.  (4)  :      '  '  *  '••>«...!-      i  ..-.. 


.1«    '    ■  *    J    r  '.'1 


iiiid  nttWiit.'  •  •  ■»  f  /    .  '  ■ 

'  W +— 2""  M  + —   2,4  -  '  M.+'-v  ff) 

Man  kann  diese  Sitie  aoeh  in  etwas  anderer  Form  darsielleD, 
wenn  man  mit  Grelle  folgendennassen  beielebnet: 
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Eb  erglebt  sich  dami.  leiebt  aus  (5)«  (6)  und  (7): 

0^-1)«  =  0»,  +  l)»i-(i^-i).«i(ii*, +1)1^-1    I 1 
Oh  +2)-  r^.^ fij-  +r^-^(i's  i  " ,  ':  V. 

Der  letzte  Satz  hängt  sehr  genau  mit  dem  Theoreme  über 
die  Gamma- Funktionen  zusammen,  welches  ich  im  6leil  Tbeiie  ' 
des  ArcbiT«.  S.  218.  Formel  (10)  bewiesen  habe. 


Vebimii^iifffalbeii  für  SehOler. 

'  "  '  •       .    '••,'1  >  .  -     »  *  ♦   »I  I  / 

" .  1>ivision&exeiiipel.       "    ■  i,  -  ^'  : 

Divisor:  i±aj:,  '  '     '  •  ^  '  '  t»\' 

.  . ,  Dividendus:  l  f-a:4-(l — 2a)«*dba(l— a-|-a^)**i  „  f 

•     i  ^mm^fmm^-^i^^^  ■  •»«•1«  r 

Man  «oll  antetsuchen»  ob  die  quadiatieclie  CSleiehnng      .  '.«i 


**«lie  oder  imaginäre  Wurzeln  hat»  und  zugleich  die  Grösse 
>n  zfi'ei  reelle  oder  imaginäre  Factoren  des  eraten  Gradea  zerlegoD. 
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Dividendiw:  (1— a) (l+a)HCl— ^<»)(H»)*--(i+3a)a^-««, 
Onotieot;  il+(4H-^)^*• 
M&n  liat  DftnliiA  immw  die  CSfelclNiilg 

(1  -a)  (1  (1  -  3«)  (1  f  «)  :r  —  (1 +3ß)  x^^x* 


M  I  s  ^ei  1  e  n. 


Die  Tersdiiedenen  AaflKsungeBi'  der  GleiclittiigeD 

desvierten  Grades.  ' 

Vm       fiem  DMttr  O  ippe»  Oberlehrer  am  GjaMMiun  FriteiciuiuH 

m  Schwerin. 

...  .         ,  -      .  < 

Die  fttteren  Methodee  der  AuflOsuDg  biqaadtetieclier  Gleielnniten 

von  Descartes  und  Euler,  8o  wie  die  neueste  yoo  Ampere 
(Archiv.  Tbl.  1.  S.  16.)>  stehen  ziemlich^ unverbunden  neben  einander. 
Wie  aber  leicht  zu  seheo,  ist  A  mp  er  e's  Auflösung  nur  eine  Mo- 
dification  der  Auflösung  von  Descartes,  und  die  Vermeidung 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefficieoten  ist  nur  scheinbar» 
da  dieselbe  der  gewShnliehen  elementaren  fferleitung  des  Zven- 
menlianges  der  Cioefficienten  der  Glmhorig  und  d«p  Go«dniiatieMB 
ihrer  Wurzeln  zum  Gründe  liegt. 

Dagegen  ist  Euler's  Auflüsiitii;  die  reine  Umkehruue  der 
Cartesischen ;  denn  Euicr  geht  von  dem  Punkte  aus ,  zu  welchem 
man  durch  eine  yollständi^e  l>urchiiQhrttng  des  Verlahrens  ¥0D 
Des cart es  gelangt.  ■  •     "  '*i 

Um  nimlfeh  die  Wnnelo  der  Gleicliiiiig 

zu  finden,  setzt  man  nach  Deeeartee 

sucht  Oy  b,  c  durch  p»  auszudrücken,  und  lilst  dann  die 
Gieidiungen 


1 
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«Hl  d«B€ii  flick  dl«  folgcmten  #igeb«ii; 

Bezeichnet  maa     mit     so  hat  nao  dte  kabUche  Haifa« 

gleicliiiDg 

Auflösung  derselben  Ist  a  bekannt,  wie  auch     und  c,  und 
ttaa  milt  durch  Aullösung  der  quadratischeo  Gleichungeo  (2) 

oder  mit  BcuntauDg  yod  (3)  ood  (4) 

wM  M  offMhar  )|^lehgfillig  ist,     mau  a=+V"^.  oder  a=^t 

ST  bei, eilige  von  deo  drw  Wurzeln  der  kußi- 

schen Huirsgleicbung  bezeichnet.  Die  Formen  der  Wunolo  (8) 
nei]nien  ein©  em fächere  Gestalt  an,  wenn  man  statt  der  Coeflicienteo 

P  Uüd  {/  der  ursprünglichen  Gleirbnnj^  die  Rämmtficheu  drei 
♦Vuraeln  der  kubiwchen  Ii ül f sgiei chuBg  anfiMWiriti  £o 
•eien  diese  nämlitli     ,  ^j,     ;  dann  ist  • 

VVeoB  also  q  eine  positive  Zahl  ist»  dann  ist 

10)  |=V^^.1^^.V^^; 

M  «tm  f  «Im  ■•gatlv«  Zahl  bt,  m  hat  an 


8) 
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wo  J«de  Qoadnilmirsel  positiv  p«.  ariuiieD  pat  Für  o*  s«ticB  wir 


ff 


das  Ut 


13) 


Im  fif»li0ii  Fall«  /daeegeii.  w€n«i  in  der  «rgprfiMli^yhtP»  CauMway 
q  «Ine  negative  Zahl  bedeutet»  elod  useere  Wnineb  ^4 


M)    .         .  _ 
des  IM  '  *         J    '  '  * .  . .1  ! *i!  u 


13) 


Wir  haben  also  in  (iZf  uod  (15)  EnleT*«  Foii|ielD  als  Endie- 

suitat  eewonoen.  sind  imüiio  in  den  vollstandigOD  Besitz  aller 

Vortheile  gelangt,  welche  Eulcr's  Methode  darbietet,  ohne  nOthig 
au  haben,  von  der  etwas  künstlichen  Voraussetzung  auszu- 
giahea^  dass  iiasere  biquadratiscbo  GioichunglVurzeiD  von  «lef  Jborni 


habe,  dHM' ferner  die  kflnstliehe  He  rl  ei  ton  g  der  Imblaehen 
BulfsgleichuDg  nach  £  nl  e r  Iflr  die  ohne  Verglelmh  0infach«re«iid 
Ba^türi  ich  er  e  nach  Desr;irfps  aiifDohme!)  zn  müssen. 

Die  Aufnahme  aller  drei  VVurzehi  der  kubischen  Hülfsgieichnog 
*  in  die  Formeln  (8)  ist  nichts  als  eine  durch  die  Nothwendigkeit 
gebotene  eanz  natürliche  Beseitigung  des  iiedenkens,  ob  denn  auch 
rar  die  Vnirzeln  dleselbeo  Wertne  kommen  mOchten,  wenn  man 
eine  beliebige  Wurzel  der  HflUsgleichung  substituirL  Dies  Be-^ 
denken  ]>es(  Invlt  fiti^t  man  gewöhnlich  dadurch,  dass  man  auf  die 
eine,  stets  vorhandene,  positive  Wuizel  der  kobieohea 
UiUfi^ieichung  den  Accent  legt    f'  '  * 
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Entwickelang  der  "Oleichmigeii  der 
lioxodromen  auf  den   Flächen  der 

zweiten  Orllnun^. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  R.  Boyman, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  za  Malmedy. 


Bezeichne  z  =  f(a',y)  die  allsjenieine  Gleichung  der  Rotations- 
körper^ bezogen  auf  ein  rechtu  inkliches  Coordinatensystem,  dessen 

Axe  der  Z  zugleich  Rotationsaxe  ;  seien  ^  und  ^  die  par- 
tiellen Differentiulquotienten  dieser  Gleichung,  und  sei  y  der  zwi- 

shen  0  und  ^  enthaltene  Winkel,  den  die  Loxodrome  mit  dem 

2  C)  '  •     » ,     ^  j 

Meridian  oder  der  Directrix  Vildef soMst  die  allgemeine  Differen- 
tialgleichung der  Wendelflächen  der  Rotationskörper,  wie  sie  in 
der  Abhandluni;  des  Verfassers  „De  lineis  loxodromicis  etc. 
Berolini.  1839.**  entwickelt  ist,  folgende: 

welche  in  Verhindung  mit  der  Gleichung  des  gegebenen  Rotations- 
körpers die  entsprechende  loxodromische  Linie  1)estiramt.^ 

Aus  dieser  Gleichung  wollen  wir  im  Folgenden  die  Gleichungen 
der  Loxodromen  auf  den  Rotationskörpern  des  zweiten  Grades  ab- 
leiten. 
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1.   Cyliodrische  tiud  Konische  Loxodrome. 

D«f  RotfttioDscyHnder  und  der  Rotatioiuikeg«!  sliid  dargestellt 
bexflglicli  dttrch  folgende  Gleichittigeii: 

In  welchen  a  für  beide  Kurper  den  Radius  der  OrnndflSche,  und 
.  €  fBr  den  Kegel  die  Coordinate  des  Scheitels  bezeichnet  Die  > 
Gleichung  desA^egebi  geht  aber  in  die  des  Gylinders  über,  wenn 
man  in  derselben  c  —  t:  ?;rtz(.  T>aher  wird  es  nicht  nöthig  sein, 
die  Loxodroincn  beider  Körper  unmittelbar  zu  suchen ,  soodern  es 
genfigt,  blosü  die  konische  Loxodrome  unmittelbar  za  entwickeln, 
um  8odaiH)  aus  dieser  die  cyliudrische  Loxodrome  abzuleiten.  Indem 
«rir  flo  wikhffe«,  MM^ge»  wir  mv  den  eacbgem^esen  Wfg  if ioi  v 

Nehmen  wir  dabf^jr  obige  Gleichung  des  Kegels : 

Cr 

und  differentiiren  dieselbe«  so  erhalten  wir: 

p   (4) 

woraus  sich  ergibt: 

*   dl   r^A-  —  ^'^  V 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  (1),  so 
verwandelt  sich  dieselbe  nach  einigen  B^uctionen  in  folgende: 

^  *-tangy.(H-g)^y 
«'y     :y  +  tangy.(l  +  £^'aj    .  %  . 
welche  Gleichung  wir  unter  nachstehende  .Form  bpiogen  : 

AiTS  dieser  erhalt  man  nnn,  ^\cnn  man  rechts  den  Werth  in  z  ans 
Gleichung  (4)  substituirt  und  zum  Zwecke  der  Integration  duich 

j^4>^s=^(c— s)*  auf  den  verschiedenen  Seiten  dividirt>  folgende 

Integralgleichung:  •  '  * 
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Hieraus  ergelm  «ieb  ünm  ift  x  mt     so  wie  ia  y  «la  x  die 

Nach  AusfShrung  der  angedeuteteo  Integration»  wöbet '.Coo^tss 
•  (1  +^*iog  e  gefunden  wird,  erhfilt  man: 


Arctang5v=5taDgy.(l+g)Mog;^.:  •  .  •  (5) 


die  Gielcbung  der  Wendelfläche  de«  Kegels,  welche  mit  (3)  ver- 
hauden  die  konische  Loxedreme  bestimmt;  und 

Are  cos  ^=tangy,(l+^*log— 


die  Gleichungen  der  PtojectioneD  auf  den  CoofdiDaten-EbenMi 
XZ  und  FZ,  durch  wölcfie  gemelBschafttich  ebenfalle  die  Kesel- 

iozodrome  bo stimmt  ist. 

In  anderer  Form  stellen  diese  GleichuQg;eo  fich  also  dar:  . 
a»==:ytang[tangy .  (1 +^Mog -£~|, 

o:  =  »sin  [tang  y .  (1  +  ^Mog.j£-}. 

;  y-ico»[*ang^(l  +  4^og-£j.  ■ 

.  ;       .     '  Ä  C — 'ZT  - 

Setzen  wir  jetzt,  um  zß  den  Gleichungen  der  cylbdrischen 
Loxodrome  zu  gelangen,  in  obigen  Integralgleichttogeil  cs:od.  so 
erlialten  wir;  ,  >    .  :  - 

nnd  daher  nach  Ausfilhrung  der  Integration  s  ^ 

A»«lang|=siaiigy,i,.   (7) 

»1* 


MO 

(ÜT  die  CMcithanff  der  Wendelfläche  des  Gjtfanders,  wodurch  in 
Verbiodaiig  Biit      die  cyliDdriache  Lexodrooi*  hMtfannil  lal;  mad 


V  Ii 

Ate  cosl^sBiMigy.  - 


2 


Ufr  dl«  GMebuDgen  der  Projectiooea  auf  den  Cooidl9aE|ni-£lMntB 
XX  und  TZ,  welche  gemeioachafUlcb  ebeDfaUs  4i«  Cylindeiloxe- 
drome  hesttininem' 

Die«e  Gleichmigen  In  anderer  Fofm  laaten: 

«=y  taBg(tangy. 
.   dPssrnaCtangy.  ■ 

^=ocos  (tangy.-). 


II.  Sphärische  und  Sphäroidi^ die  Loxo drome. 

Bekanntlieb  ^sind  die  CrlcichuDgen  4w  Kiigel  ösd  des  Spblroldii 
besiehangsweiae '  folgende : 

ai^^^iß^z*...  (d) ;       >+S^=p(Ä^  (10) 

?on  welchen  dici  nweite  in  die  erstere  übergeht,  wenn  man  in  der- 
selben b  —  a  ae^  Wir  IcöooeD  also  auch  hier  dasselbe  Verfahren« 

wie  vorhin,  anwenden,  dvr  Art  nämlirli,  flass  wir  zunächst  die 
Gleichung  der  8phäroidischen  Loxodrome  unmittelbar  entwickeln, 
und  aus  aiesor  sodann  die  Gleichung  der  Sji|)är'rsrhen  Loxodrome 
einfach  dadurch  ableiten  .  dass  wir  bloss  a  sUU  0  setz^a*    \, ,  • 
'  Aua  der  gegebenen'  Gleichung  des  SpbSrolds 

erhält  man  nun  durch  Diffi^rentiatloD :  : 

a:tLc-^ydif= — pX^iz  (11) 

und  hieraus  ergibt  sich :  ' 

dt        6*jf      ,dz  ißtf 
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Werden  diese  Wertbe  wieder  in  die  alleenetne  GMcbmiff  (1)  8ub- 
•lituirt,  so  erhält  mtM  für  die«elbe  iMcC  eiaigM  Ymimßnmgim 
Dachatobeode: 


waldM  wir  falgudtnniiMiiii.  oalbnMB: 

Setzen  wir  nan  rechts  aus  GleichuK  (11)  den  Werth  in  und 
dlvidim  Bebufii  der  lotegratioa  mT  beiden  SeiteD  cIbmIo  dwdi 

a^-f  so  eriudteo  wfar  die  iBtegraigleidunf: 

«mI  biMM*  ia  *  Md  ^  m  wie  io  y  omI  x  «U*  GMchugM : 

Di«  Auaffibraog  der  angedenteten  iDtegtation  gibt,  da  CoDst.=0  wt: 


fGr  die  Gleichung  der  W  eudelfläche  des  Spbäroids,  wekAe  mit  (10) 
verbunden  die  Sphif Kffce  LoxodmM  li—Hwf;  md 

r  ,  (6H(a'-6^^^H«^i 

1  tan-  y  '  '^(64+(a*-6«)2^i-flxf 

2  «^i  (i^-^_(^-Ka^-6«)>»^-Ha«~6^i 
\        IT  ^(**-Ka^-6«)z«)i-(a«-6»)2) 

Are  CO«  -  =-  Un«  r  '  (AH(«*-*»)»«)*-«, 

für  die  Gieicbmigen  der  Projectionen  auf  den  Coerdioatee- Ebenen 
XZ  und  FZ,  durch  welebe  die  SphSroidiadw  *  "  i^-ii- 


X  l 


(13) 
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Vorstehende  Gleichungen  stellen  in  anderer  Form,  wenn  man 
zugleich  den  Ausdruck  innerhalb  der  Klammer  mit  5  bezeichnet, 
sicn  also  dar:  ^  •    •  • 

x  =  yta,ng  (itangy.Ä), 
X  =:v  8in  (itangy.  S), 
y—v  cos  (4  tang  y  *S), 

Die  Gleichungen  der  Sphärischen  Loxodrome  ergeben  sich  dud 
ganz  einfach  aus  den  vorstehenden  Gleichungen ,  wenn  man  in  deo- 
selben  b=a  setzt.   Alsdann  findet  man  aus  (12): 

Are  tang  -  =  i  tang  y.  log^i^  <,  (14) 

y  ^ 

für  die  Gleichung  der  Wendelfläche  der  Kngel ,  welche  in  Verbin- 
dung mit  (9)  die  Sphärische  Loxodrome  bestimmt;  und  aus  (13): 

Are  sio  —=X  tang  y.  loff  ^i^,  \ 

:  ■     "7:  (  (15) 

Are  cos    =  -r-  tang  y .  loff  1 

lür  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten-Ebrnn 
aZ  und  KZ,  welche  ebenfalls  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Sphärischen  Loxodrome  dienen. 

Diese  Gleichungen  in  anderer  Form  sind: 

j:=Vtang^|  tang  y  .  log  , 
,  ,  j?=r  sinQ-  tang  y .  log  , 
:        = r  cos      tang  y  .  log 


in.   Hyperboloidische  Loxodrome  erster  Art. 

Die  Gleichung  des  einmanteligen  Rotationshyperboloids  (a  uoe 
nappe)  ist  bekanntlich : 


Dieselbe  geht  nun  aber  aus  der  des  Rotationsellipsoids  hervor, 
wenn  man  in  dieser  ä  =  6V—1  setzt.  Daher  geben  auch  die  rorbio 
entwickelten  Resultate  auf  der  Stelle  die  gesuchten  Gleichungcö 


m 

der  Hyperbololdlschea  Loxodrome  erster  Art,  wenn  man  in  den- 
selben 6  V — 1  für  b  nimmt.  Auf  diese  eiolAcbe  Weise  erbUlt  man 
■UD»  da  auob  hier  OoD8t=0  ist: 

ä      ^  (6H(a*+6V)«-(öH6*)j) 

die  Gleiebung  der  Wendellifiche  des  elmnatiteligen  Rotatieii8*Hy* 
perbeloids,  wodurcb.io  Verbindune  mit  (16)  die  Hyperboleidiscne 
Lozodreme  erster  Art  bestimmt  ist;  und: 

AfccosiL=itangy  ^?(6H(aH3W^( 

die  GleicbniigeD  der  Projectienen  auf  den  Coordioateo  -  Ebeoeo 
XZ  md  F^«  welche  gemeinscbaftlieh  die  Hyperbeloidiscbe  Loze- 
drome  erster  Art  ebeniails  TollkerameD  bestimmen. 

Itt  anderer  Fenn  sind  diese  Gleicbongen»  wenn  man  noch 
zur  Abictinang  den  Ausdraek  in  der  Klammer  mit  bezeichnet, 
folgende: 

=s  jf  tang  (^tang  7 .  JSfi) , 

«=:e8in(ifang}r./fj, 

^     p  coü  (g^  tang  y  .  i^,). 

Iii  dein  Falie,  da^  das  einm?inti»lige  Uotationshyyierboloid  aus 
der  gleichseitigen  Hyperl>el  entstanden,  ist  b~a,  und  die  vorste- 
heoocii  GMchnogen  gdbeo  alsdann  in  die  folgenden  fber: 

Are  taug  ~ 

die  Gleichung  der  VVeodelfläcbe  des  gleictuieUigefi  eioniaDteligen 
RotatloMriijIieifceloidn;  «nds 
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Are  sin— 


-  j  »WS  r  •  |_«»g  («^2^i  •'«»8  .  J 


Are  cos  — 

V 


(20) 


die  Gleichungen  der  ProjectioDen  der  gleichseitig  -  hyperboIoiJi' 
sehen  Loxowome  erster  Art  auf  dea  CoordinateD-EbeneD 

Für  diese  Gleichungen  hat  man  in  anderer  Form,  wenn  man  zu* 
gleleb  den  Ausdruck  der  KlaoiiDer  mit  Gi  bezeichnet,  die  folgenden: 

tBog(|  tang/.  ft), 
1 

47  =:  e  sin  (g  tang  y .  , 
l 

y  =  ecos(jtangy.Gi). 


lY.   Hyperboloidische  Loxodiome  zweiter  Art. 

Die  bekannte  Gleichung  des  swehnanteUgen  Rofation^yper- 
boleids  (k  deuz  nappes),  nämlich: 


geht  ebenfalls  ans  der  des  Relationsellipseids  henror«  wenn  In 
dieser  a=aV— »1  gesetzt  wird.  Wir  getängen  also  elienso  leieht 
zu  den  GleichuBgen  der  Hyperboloidiscnen  Loxodrome  zweiter  Ar^ 
indem  wir  in  den  für  die  iSphäroidische  Loxodrome  .gewonnene» 
Ausdrücken  aV — 1  statt  a  nehmen.  Alsdann  erhält  man ,  indem 
man  die  nach  dem  Anfangsjpunkt  der  Gurre  au  bestimmende  Const* 

Sg-tangjrOog^— li^giO         folgende  Gleicbnngen$ 
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die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten •  Ebenen 
XZ  und  FZ,  durch  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Hyper- 
boloid ische  Loxodrome  der  zweiten  Art  bestimmt  wird« 


34« 

Tri  anderer  Form,  und  den  Auadnick  innerbalb- der  KlammM' 
mit  ü%  bexeichDend»  erhalt  man: 

:r  =jr  tang  1^  taDg  }r«ir^ , 

Für  den  Fall,  dass  das  zweimantelige  Kotationshj^erboloid 
durch  die  gleichseitige  Uyperhei  erzeugt  ist,  verwandelu  sich  vor- 
steheode  (^leicbuogeD «  indem  man  b—a  setzt«  in  folgende: 

r      1  1  (SN"— «^*-^/ 

die  Gleichung  der  Wendeifläche  des  gleichseitigen  zweimanteligea 
RotatioDshyperMekb ;  und : 

Are  sio-==gtangy  Bij^^-^a^i^Y^^J  , 


Are  cos^  =  ^  tang]f 


die  GleiehQDgeD  der  ProjeetioDen  der  gleichseitig- hyperboloidt- 
«eben  Loxodrome  sweiter  Art  auf  deo  Coordinaten  -  Ebenen  XZ 
und  FZ. 

Der)  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  G^,  bezeichnend«  hat 
fOr  diese  GleicbungeD  in  anderer  Form  die  f<dgenden: 

«=3f tang  (1  tang)r.  Gj), 

d?  =  e«ifi(itangy.G2)» 
y =1?  cos  (j  tang  y .  Gl). 
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Vi  Pa^ab«loi4is^e  Loxodrome. 
AJ«  Gieiciuing  dM  RotatioD8{iarftboloid«  hat  man  bakanatMi : 

^'+^*=/>i  (26) 

Oureh  Dlimn^atloD  ergibt  «leb  blmv«: 

Jfdx ydy  =^  pdx.  .  .  .  .  ;   (27) 

Daber  erhält  man: 

t 

dz      2  /        .dz     2«  ■ 

^  -j-  ==  ^ — ^ ,  und    -  =5  -äf  ♦ 

ax     p         djf  p 

Sabstituirt  man  diese  Werthe  wieder  in  die  aligemeiM 
(1),  «u  findet  man  nach  einigen  ReductioDea: 

firisgt  man  diese  Gleicbnng  in  nachatebende  Form: 

substituirt  alsdann  auf  der  rechten  Seite  aus  (27)  den  Werth  in 
S)  uud  dividirt  zum  Zwecke  der  Integration  auf  beiden  Seiten  be- 
dfglich  dnrcb  sfl-\-y^—p2,  so  erli&lt  man  die  Int^ialgleichang: 

ittd  für  die  Gietcbnngen  in  x  und     ao  wie  in  y  und  2: 

Ken  gibt  die  Integratien,  wenn  man  die  nacb  dem  Anfange  def 

C^UT«  zu  bestimmende  Conatana  =  ^  tang  y .  (log  A  )  setzt : 


Are  lang 


p 

X 
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4 

für  diü  Gleichung  der  Wendelfläche  des  Rotatlonsparaboloid», 
welche  mit  (26)  verbttoden  die  Paraboloidische  Loxodrome  be- 
stimmt; uud:  '       '  -  ' 

Are  sin  — 

V 

für  die  Gleichungen  der  ProjectioneD  auf  den  Coordioaten^fibenen 
JTZ  Md  K^,  durch  welche  die  Parabdloidiscbe  LoxodroM  ebi»- 
falls  vollständig  bestimmt  ist. 

Diese  Gleichungen  sind  in  anderer  Form,  indem  mao  zugleich 
den  Ausdruck  der  Klammer  mit  P  bezeichaet«  folgende: 

■ 

,0?  =3f  taug     taug  y .  P) , 


14 


liJLe 

Ueber  Iiegeiidre'»  Theorem  yoii  den 
Siiiler^sebeii  IntegpraleB  swei|ter  Art. 


Von  dem 

•Herrn  Doctor  O.  Schlömilcli, 

PriratfeGeato«  an  der  UniTenitiU  m 


Der  afamreiclie  Gedanke,  den  Sali  Legendre's  fiber  die  Gamia- 

fuDctioaeo  mitteilt  eines  bestimmten  lategralea  för 
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leiten,  was  offenbar  der  direkteste  We?  Ut,  rflbrt  bekaaiitlicb 
vwiLeje«««  Diri«biel  kir.  Et  beaatat  himm  dk Clakbing  *); 

nz  oimiffelbar,  was  abor  etwaa  uobeqnem  bl.  VtaMcbt  iMrfl* 
Bilder  Wag  aoiiaebcr  «od  iMcbtor 


^    "i/o  Vq  df(A+Jf)  Vo  * 


bdem  sich  das  zweite  Integral  gegen  das  erste  aus  der  Parenthe*ie 


tbtegrabi 

GtioMO  battacbteC,  daoeo  aicb  die  AnadrQ«;!» 


üBr  Qoendlicbe  Hachseode  n  nähern.   £a  Ist  nämlich: 

j  n       1  £2"  m  +-i  "J^y^/^H^' 

Hier  hebt  bich  beiderseits  das  Integral  /  — »  und  es  bleibt  nach 
fiNchehener  IntegratioD; 


_     1    n  ,  1    n«     1  ,  #/  ,  ix 

^  — r  •  r  "^^2  '43  -ä  155 • ' '  , .  . 

J'ofQr  man  auch  ^utch  Zusetzung  der  ^rüsse  in  —  In  schreiben 

ton:      \.                    >  .  '    ,   :  t.. 


Bekanntlich  hat  man  aber  folgende  unter  allen  Umetinden  coover- 
Sbende  Reihe  üar  4m  IntegmUogsKtbiMMi  t 


*)  iL  I*  B«üd  des  Arcbira  Kra.  XXV.  f.  i».  Fermel  (r). 
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* 

wprln  Cs=0,5772tM  Ui  Setzt  man  hieiio  ifs=r-"'t  so  ergibt  sich 


und  folglich»  wenn  man  dieaes  ReaiiHai^lv^die>  f<6riga^ 

Da  aber  nach  der  Definition  des  Integranogariilmiu« 
iat,  so  folgt  für  ii=0,  //(0)=0,  mithin 

Durch  Benutzung  dieaea  Reaultata  geht  die  Gieichnng  in  die 
folgende  Aber:  "  :  m  .Tw  ^ 

^3;: —  ^Vo  li+op 

DIeaeibe  geataltet  aich  noch  etwas  eleganter,  vrenn  man  -—  z 

setzt  >  woraus  4?=—^       '^*='"^f<>lgt;  ist  ferner  ä=co  uad 

«=0  geworden,  so  hat  z  die  Warthe  2=0. und  x=:i  angeDommen, 
und  daher  ist  auch 

.      •  ...      -.1  ♦      •.  (}•  1''  "  ■ 

oder  wenn  man  die  GtimM  vertauscht  und  wieder   Air  J  schreibt: 

'ii«M=-c+ri=^'d..  (3) 


t 
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Diese  Gleichung»  welche  man  auch  auf  andere  Weise  abgeleitet 
hat,  ist  es,  die  man  zu  einem  sehr  ciofachen  Beweise  de«  Le- 
gendre'schen  Theoremes  benutzen  kann* 

Seist  man  in  derselben  ft-f  ^  fiBr  f»,  wobei  k  und  n  gnnie 

positive  Zahlen  bedeuten  mögen»  so  wird 

oder  flir  «=x^ : 


T  -^+^0   1^=^^ 


Iii. 


Denkt  man  sich  in  dieser  Gieichunff  für  h  der  Reihe  nach 
0,  tf  2,  3,  ...n«— 1  geschrieben  and  alle  so  entstellenden  CSIeU 
dmngen  addirt»  so  erscheint  die  Gleichang: 

+  — ^ — +•   3iL  

oder  weil 


1  .  .+1^*  = 


1—1 


ists 


♦  •!  -t» 


4^1  rfr)     + i)  r  + 1) . . .  r  + i 
 ' — ^  ^  = —  • 

Setzt  man  femer  in  der  Gleichnng  0)  z  und  nu  für  jp  und  ^ ,  so 
tritt  ndfi  an  die  Stelle  von  dft,  and  nach  helaeMeltiger  Maltipli- 
fcation  mit  ii  ist  dann  .   .  ^ 


Durch  Subtrai^üon  dieser  Gieichai^  too  der  vorigen  ergibt  sich 

jetzt 
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Der  Werth  dieses  Integrales  ist  aber  sehr  Ificht  m  finden;  denn 
man  hat  durch  unbestimmte  Integration  i  •• 

IS  .  *  l 

•       I       k  _  _ 


foJgUch  '  ' 

Demnach  ist  jetzt  in  Gemässheit  des  Vorigen: 


3iI"M  r(iifi) 

Miiltipl'izirt  man  beiderseits  mit  d^,  integrirt.  und  neniit  iq  die 
hiuzuzuiugeode  Constaute^  so.  nird  * /  l  "'  ^' 


woraue  folgt: 

Die  CoDStante  q  bestinuqiit  eich  leicht,  wenn  mau  f^^-  seut  und 
bemeilct,  dass  r(l)=l  ist.  Man  bat  dann 

<y<i) '(=5-') =•-''■ 

und  well  nach  dem  von  Euler  gefund^nien  Saitee  :dle  linke  Seite 
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iSo  wird  deoD 

nad  diMt  iif      Ton  Legeodf«  suerst  bewiesene  8atz. 


I 


Velber  die  Verwandlnn^  der  Fnnk- 
ttoBen  einer  TeräHderlicheii  InReiliait 

welche  nach  steinenden  Potenzen 
dieser  yeränderliehen  fertselireiten. 

Von  dem 

■  * 

Herrn  Doctor  O.  S  rhi  u  m  il  ch, 
PriTatdocenten  an  der  Uni^enität  su  Jena. 

« 


Unter  die  schönsten  Arbeiten  Cauchy*s  gehört  gewiss  die 
AnfBndung  des  Kennzeichene,  wonach  man  ieder  Funktion  anf  den 

ersten  Blick  ansehen  kann»  unter  ^volrhen  Bedingungen  nirh  die- 
selbe in  eine  converixente  nach  stei inenden  Potenzen  ihrer  Verän- 
derlichen fortschreiteiule  Reihe  ver^^andelu  iässt.  Dasselbe  «spricht 

•ich  in  lolgeiidem  iSatze  aus; 

„Sei  F(.r)  die  gegebene  Funktion  und  um  vuHij^er  AHs^emein- 
'if^it  ^^illen  (cos — Isin«),  in  Avelcher  Form  alle  deiik- 

Ijaien  reellen  und  imaginären  Werthe  von  :r  enthalten  sind.  Bleiben 
OQn  die  Funktion  Fiw)  und  ihr  erster  Differenziaiquotient  F'{x^ 
^ich  und  stetig  fQr  alle  Werthe  von  deren  Modnil  Innerhalo 
ues  Interrallee  0  bis  R  liegen«  wo  R  eine  dorch  die  Natur  der 
'UkktloQ  F{w)  eelbst  besammte  GriJeee  let»  so  kann  man  F{s) 

TUeU  Vn  23 
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für  alle  diese,  aber  auch  nur  für  diese  Werthe  von  x  in  eine 
convergente  Reihe  von  der  Form 


verwandeln;  die  Gränzen  für  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der 
Funktion  und  ihres  DifTerenziaiquotienten  sind  mithin  zugleich  die 
für  die  Entwickelbarkeit  der  Funktion." 


Cauchy  beweist  dieses  merkwürdige  Theorem  dadurch,  dass 

er  zeigt:  für  7d>r>0  und  c  n  *r-  wo  n  ganz  und  positiv 
ist ,  hat  man  die  Gleichung : 

FW  =  Lin.  \\^^  FW  +  F(0,)+  F(eV)  + . . 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachsen  von  ?t 
bezieht,  so  dass  Lim  0  =  1  wird  *). 

Hier  w  ird  sich  gewiss  Jedem ,  der  den  Gang  des  Beweises  ver- 
folgt, die  Frage  aufdrängen,  wie  >vohl  <ler  geistreiche  französische 
Analytiker  zu  dieser  lietrachtungsweise,  die  von  der  bisherigen 
völlig  verscbiedtMi  ist,  gekommen  sei,  und  wie  dieselbe  mit  ande- 
ren bekannten  xMetbodcn  zusammenhange.  Jiieraut  ist  die  Ant- 
'Wort;  hinter  der  ganzen  Untersuchung  steht  ein  sehr  allgemeines 
bestimmtes  Integral ,  dessen  Werth  die  beliebige  Funktion  F  dar- 
stellt, nämlich  das  Theorem:  '^ftol'^'l^ 

0    re        — a 

welches  unter  den  nämlichen  Bedingungen  richtig  bleibt,  unter 
denen  sich  F(a)  in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  und 
convergente  Reihe  verwandeln  lässt. 

Wir  wollen  nun  zuerst  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  beweisen 
und  dann  zeigen,  wie  er  mit  C au chy's  Untersuchungen  zusammen- 
hängt. 

^  '       •    '         Lemma.     i  '  •r,  » 

  t 

.  Für  alle  diejenigen  Werthe  von  r,  für  welche  sich  F(r)  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  r  fortschreitende  und  conver- 
girende  Reihe  verwandeln  lässt,  ist 

,:.../-.-F(..o^=z^2.. 

wobei  i  zur  Abkürzung  für  V — 1  gebraucht  wird.,,^,  ^. 


*)  Moigno,  Lc9ons  de  calcal  dilTerentiel  etc.  WWeme  lecon  und 
Archiv.  Theil  I.  S.  364.  ,     .       .     .   ,  n 
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I 

Nach  dem  filadaorui'scheii  Theorie  hat  man  nämlich: 

F(r)=nO)+^r+-^^^»+.,..  (2) 

was  aber  nur  so  lange  richtic^  bleibt,  als  die  Reihe  rechts  cnnvor- 
girt,  weil  ausserdem  die  Funktion  und  die  Reihe  einander  ni{  lit 
gleich  siud.  Unter  dieser  Vurauäsetzung  ist  es  auch  erlaubt, 
M^3&ir(c«s  l-f  ^sinr^  ^flr  r  tu  «etMii«  indem  sich  dawi  di^  Reibe 
is  jnvOT  aadm  wiegt. 


Jf(q)+  ilB  reo«  i  +        i'eosSf . . 

.     .(F'(0)     .   -  ,  F"(0)  2  •  o#.  J 
+    ij — 1^  rsin  f  +  — j-^r2g,„2<-|-.  ..|, 

weiehe  ebenfalls  oocb  comrergiren ,  wenn  die  Reihe  (2)  cenTerglrt 
Mnltipliziren  wir  Jetst  die  Gleichnng 


nit  e~«^  ilf  und  inte|rifen  nach  i  zwischen  den  ;6rSnsen  1=0» 


fr 


(=2»,  M  ergieM  aid 

«-<*'JRfr««*)<Ö  = 

F(0)^e-'-«iÖ+n^^*'e-c— i)«itt  |  .  (3) 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  wäre  etwa 

w-ohei  771  eine  positive  stanze  Zahl  bedeutet  und  es  sich  noch  um 
flen  Worth  des  bestimmten  Integrales  handelt*  Dasselbe  ist  anch 

=  /*^cos(«-H«)iÄ— t/^8in(ji— m)<4il. 

Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden :  ob  nämlich  die  wilikilr* 
uche  Zahl  tu  von  der  gegebenen  n  ▼ersehieden  ist,  oder  nicht 
Im  ersten  Falle  bat  man 

(olglich,  weil  auch  h-hh  eine  ganne  Zahl  ist: 

28  • 
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/     coH  (n — m)  t  dt—'  i  /     sio  (»— i«)  <  dft = 0. 
«/  o  i/o 

* 

Für  m  =  n  dagegen  Ut  ^ 

Es  verschwinden  also  in  der  Reibe  (3)  alle  diejenigen  Glieder, 
iii  (leueii  die  fortlaufenden  Zahlen  m;=l,  2.  3,...  von  «verschie- 
den sind,  und  es  bleibt  demnach  bloss  das  Glied  übrig«  in  welchem 
m=n  ist,  d.  h.  :g^^ä^  des  Ansdruc||:e8  (4)  di^  ;^ff^<M^ 

i  ^ 

folglich  haben  wir  nach  (3) 

womit  da«  aiUgesteilto  L^iipiii  bewiesen        .  \      '^^1^3  * 

Wir  küDoen  liierans  leicht  unser  im  Ü  i^mj' '  tiii^iiiiL.. 
Theorem  beweisen.  Es  ist  nSmlieh:         ^  ,      ^.l  v  ^  .\ 


r 

Dabei  Ifisst  sich  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Brach 

1 '     "  .  > 


r 


nach  der  bekannten  Furmcl 
1 


in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln,  sobald  —  wie  u  unter  der 

T 

Einheit  liegt,  also  hinsichtlich  der  absoluten  Werthe  a<r  ist 
Dann  wird  ^ 
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Bestimmt  man  hier  die  Werthe  sämmtliclier  Integrale  rechts 
mit  Hfiife  TOD  Formel  (1)»  so  ergiebt  Aich  für  ci<^r 

Ifaa  war  aber  ftflker  ToiangMwtit,  daa*  ^  Rrilw 

F(p)  +  ^#»(0)  +  iiF»(0)  +  .... 

convei^re  und  Fif)  zur  K^^iuimie  habej  da  uuo  as>*  ist^  so  muss 
die  Reihe  in  (5)  vm  «o  mehr  eooTergiren  wd  F{a)  woat  Sumiie 
heben;  daher  M 

and  Aem  eilt  Ür  alle  eolclie  Werthe  ▼on  n  für  welche  rieh  fVr) 
in  eine  nad  steigenden  Potenzen  fortodureltende  und  ennreigireode 
Reihe  Terwandeln  iSsst 

Es  Hegt  nun  der  CSedanke  sehr  nahe»  diese  ganze  Betrach* 
tnngsweise  umzukehren.  Könnte  man  nämlich  unabhängig  vom' 
Maclaurin^schen  Satze  die  Richtij^keit  des  in  Nro.  (0)  aufgestellten 
Theoremes  erweisen  und  die  Bedinguneen  ermitteln,  unter  welchen 
dasselbe  gilt,  so  wären  hiermit  aucli  die  Bedingungen  geiunden, 
unter  welchen  man  eine  Funktion  in  eine  nach  Potenzen  von 
o  foitachreitende  nnd  conretgirende  Reihe  venvandeln  lann.  Nun 
hat  man  aber  den  Sata 


f(t)  di  =  LImi  j  /(O)  +  /  (^)  +  A^)  + . . .  . 

wobei  sich  das  ZeicLeu  Lim  auf  das  unbegränzte  Wachseu  vuu 
fen  ganien  poelttren  n  bezieht  Hiernach  Ist  flir 

»  •  a  ■ 


...  .  .  « 

=  Lim  1  I^FCc)  +  F(r«^') 


te  n  — "ß 

AS/ 


oder  {uK  e^*s=  6: 
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Dieser  Satz  wäre  es  also  eiffentlicli,  den  inaft  htfr^fwi  müsste, 
woraus  dann  Nro.  (0)  und  das  Maclaurln'sche  Theorem  viHMltttUMt 

folgen  würden.  Jiiesen  Weg  hat  sich  in  der  That  Cauchy  ge- 
brochen ,  wobei  er  auch  die  Bedeutung  der  vorigen  Gleichuag  für 
die  Integralrechnung  ganz  verschweigen  konnte,  wenn  er  seine 
Uotersucoungen  als  zur  Differenzialrechoung  gehörig  darstellen 
wollte. 


•••• 


Ueber  eine  Anwendung  4es  in  4ei:  Alb« 
Imnillpnir  ThL  D«  HBro.  ItXV.  §.  3.  IH> 
wiesenen  Hauptsatzes  der  Tlieoiie  der 

.  ::-vr  :..:.iie««jiiuiiieii^  iKtegriiie.«  . 

•  dem  Uerausgebef« 

f  ...  , 

.  — ,  ...  i 


Der  in  der  Abhandlung  Tbl.  IL  Nro?.  XXV:  §.  3.  bewiesea« 
bekannte  Hauptsatz  der  Theorie  der  bestimiuten  Integrale  scheint 
mir  nicht  inuuer  in  seiner  ganzen  Wichtigkeit  erkannt «  wohl  sdllit 
zuweilen  Air  einen  gewissermaassen  blos»  n&berungsweise  richti|eo 
Satz  gehalten  zu  werden,  was  eine  vtillig  unricfiitige  Ansicht  ist 
Namentlich  scheint  es  mir ,  dass  dieser  iSatz  in  den  Lehrbüchern 
der  hfiheren  Analysis  noch  n\rht  allgemein  genug  rjir  Entvvickelung 
der  Gnnnllormeln,  auf  deftcn  die  AnwendunG:en  der  Integralrech- 
nung^ auf  Geometrie  und  Me(  lianik  henihen,  betiiit/.t  \\  ird,  da  doch 
nach  meiuer  Ueberzeu^uiy;  gerade  der  in  Rede  stebeiide  Sati  4* 
eigentlichen  und  wahren  ärand  aller  dieser  Anwendungen  eothSlt 
Ich  habe  mir  daher  vorgenommen ,  in  verschiedenen  nach  und  oacb 
aufeinander  folgenden  kleinen  Aufsätzen  die  Anwendung  dieses 
wichtigen  Satzes  etwas  näher  ztt  erlänforn .  und  werde  TunüchBt 
auf  den  folgenden  Seiten  eine  Ktihvu  kelung  der  bekannteii  l^ripeW 
zur  Bestimmung  des  Schwer[)unktes  tbenerCurvenstücke  miltheileD; 
-welcher  man,  wie  ich  hofife,  wenn  dieselbe  auch  weitläuüger  ai^ 
die  gelriihnliche  Darstellun|p  Ist»  .  d^h  TDllige  Strenge 
Evidenz  nicht  wird  absprechen  fcdnnen« 
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Zuerst  müssen  wir  die  folgende  Aufgabe  auflüsen. 

Den  Schwerpunkt  eines  Trapeziums  AßCD  (T  VI. 
Fig.  1.),  dessen  parallel^  S^eiteu  AC  und  BD  sind,  zu 
finden. 

Um  diese  Aufgabe  aufzulösen  >  halbire  man  die  parallelen 
Seiten  AC  und  BD  des  Trapeziums  in  E  und  F,  und  ziehe  EF, 
80  ist  diese  Linie  nach  iteliHDDtBD  nllgeineliieq  8ttte»  vom  fikAwer- 
pimiLte  ein  Durchmesser  der  Schwere  des  Trapedmiis.  Zieht 
nan  femer  die  Linien  DE  und  AF,  und  nimmt  EG—\DE  und 
FH=}i  AF ,  so  sind  G  und  //  dio  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
ACD  und  ABDf  und  es  ist  also  auch  die  Linie  GH  ein  Durch- 
messer der  Schwere  des  Trapeziums.  Folglich  ist  der  Durch- 
«chsitts|NUit[t  8  der^ilWA  S^nira  Oi^tfor  gessclite  Schwerpunkt 
ds8  Trapeziums. 

Jjeßtn  wir  nun  durch  A  eine  auf  den  |NUrftllelen  Seiten  des 
Trapeziums  senkrecht  stehende,  durih  >»  eine  doiiselben  Seiten- 
parallele  gerade  Linie,  und  hozeithni'n  den  Durchschnittspunkt 
dieser  beiden  Linien  durch  A,  die  EiittVrnungder  beiden  parallelen 
MIteri  des  Trapeziums  ron  einander  odet^e^  legenannte  WSM' 
ddäilftgW'-^it^r  dtfclk' iA(^'i«tf fifti«^  bek^nhfSi  aRgmM%d 
•Strien  vom  Schwerpunkte  ^  j  !  >:!J-i 

n'ilWiVr  lAL.  \AC/)  ^    A L .     ^^D  ^  ti  iiJt> 

iii>fwt»il  -   V   ^^"^^     \  ACD  ^\  ABB  it^t'JmjijlisifT 

oder 

.,o\ABD  ^  ^ 

AKz:z—LAA£M.    AL'  ^' " 

,  1     I  ABD. 


also,  wie  sogleich  erhellet: 

V  '^^r-r.rrBD  '^^  '^Äc^i^ 

WeiLaher  ofi^tibst. 

1  .  AK^'AJ 

ist,st>^i«t  «nclk 

/  "^-HlC^fBD) 

Fcrnsr  Ist  öAeiibar  *       .  '      .  i  ■ 

ABiBF^AE^AJxSJ-^AE, 
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woraOs  «iph  nnmittelbsc  >  . 

utrd  hieraiu^  i^h  gehöriger  Eotwickeliiilig  '  ^ ' ^ 

-lltiTnU  Tili  H'';l  jrMl>/<   loli  l«»icx'»(if 

«rgiebt.  i,        .  ... 

In  Taf,,^.Fi9^£!«tii  jetzt  ^l^CZ)  eio  auf  reebtWiaUig»|^ 

dinaten  bezogenes  Curvenstück ,  in  weid^m  alle  Ordloaten  gleiche 
Vorzeichen  fiahen.  Denkt  man  sich  nun  AB  m  v  gleiche  rheile 
petheilt,  zieht  durch  alle  Theiljmnkte  senkrechte  Onliriaten,  verbin- 
det deren  Emliiunkte  durch  Sehnen  der  Curve  mit  einander,  wo- 
durch man  n  Trapeze  erhält,  und  bezeichnet  diejden  sämmtlichen 
TheilpunktaD  von  ^Jff  n^ijt  Einschluas  von  il  tidd^Jv^DtspredlMBiito 
Absciased  und  Ordinaieii  dUN^  ' 

VA» 

o  —  ^»  ^1 »       «L>  «4» .  • . .  *it-i ,  a?»  s»5 

und  .  ^  /    ^  '  - 

;».Vt  f  -  ---- 

die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  desrf^iifvmtilcks  ^^jS^iP  aber 
durch  A'  und  V,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen ,  indem  man  «Ich 
n  in  s  Unendliche  wachsend  deni^t:      v  ^  u  , 


•M  u.  s.  w.  i, 

und  .1 
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■.-8.  vr. 


g«Mtit  wird,  Moh  der  Lakra  von  SehiMipaidctB  aSniiMr 


V  Jlf 


19^. 

wo  es  nun  darauf  ankommt,  4Sip  Cbtaeo  MwANwa  bestimmen. 
BS  i«t  aber 

Ä  =  Lim  •  ^  I  «^öb H- ^) +4^  (yj +^ 

II*  8.  W, 

+  Lim  .  J  (y^  +  3yi  +3j^,  +  3^a  + ...  +3^»-,  +2y,| 

.  ...  •  »'      <»  S  ' 

II.  8.  W. 

+  LÜH .  i  (5r£y^ + jj,,  +        + . . . +^ 
' -^Lim.  fc2(a:oyo+^«.V'»)  ' 
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uDd  fblgüdi.     il,  oIIPbiiI^    ^  j  ^  .  ;  >  ,  _  ^, 

ilf  =  Lira  .         (a^o^o  +  -^i  ^1  -1    2     +     i/3  +  •  •  •  +  ^«J^«)  5 
riHch  ffom  Archiv.  Tlil.  Fl.  S.  ?7f>.  TteMieseneo  aUgemeioeD 

.■\  <   .  /r  ^   J    .  .    .  jfjj. 


I  ^ /    T '     '    '  W  '  lilK  J 

1 


M:=2. 1  xifdx. 


V 

Ferncrjst 
und  folglich»  weil  offenbar 

also  iiacii  dorn  iu  Rede  steliendea  tS^tze  von  denr  bestimmten  lote- 
graleo: 


t 

1. 
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ilaber  \at  dem  Oh\§^n  j 
•Setzen  wir  feruer 


.  •  .  1 


6— a 


p«  s»  w« 


so  Ut  nach  der  L«bie  vom  Schwerpmikte 

3f 


n 


\  I 


•  r-V. 


WO  ea  oiin  auf  die  Bestimmung  der  Grüs^e  M'  ankommt. 
Es  ist  aber 

M*  =Liin         I  -^«^  +  %i*+  %2^+2^3-f . . .  i/«-  i 

und  folglich,  weil 

y«  =3^2  (ya  — ya) + .y«* , 
ya  y4=r2^3  ö^* — ys) + y»^ 

u.  s.  w« 

y«-iy»=y»-i  (y»— yi»-i)+y»-i* 


ist: 


Lim       f2yo*+%i*+3^«+^8*+ ..t^i*tafi»«  ]( 


S6i 


iLia .  2=2  (sbÖri-8^>l*(Ä--»)^*(»-3'W+••+^N-l(3h--3^ 

ff 

-*iLiiii.^(aS-|'%^* 

Nach  dem  sclioii  yorlMr  angewaDdlwi  Satie  tod  deo  bestliiflitM 
iDtograien  ist  mm 

Lim.  ^  öi,*+Ä»+Ä«+3%»+.A'-+af^  ^f!^'* 

uod  nach  dem  Archiv.  TU.  I.  S.  292.  {.  45.  bewieseoeo ,  ebenfalls 
sehr  wichtigen*  Satoe  Too  den.  MlUiBdigrüsMD  ist,  weil  mu^h  der 
VoRiuasetsuog 

yo>  yif  2^a»  ys»  ••••3f» 

sSmmtlich  einerlei  Vorzeichen  habeo,  weiiD  wir  eine  gewieae  Mit- 
tel^rüaae  avriacben  den  Clfröceen 

yi  —yQ*  y%  —yi » y«— yi  y^^y»r^ 

doreh  f»  beaelcbnen: 


Also  löt 

...  •#  • 

f  

II  <       !  1     •  ::•  ■  .      .  , 

=  Lim  •  — 5  (yo+yi  •  •  •  +sr»-i) 

—  LUn .  i*/?-^. 

Weil  nun  aber  nach  dem  a^bon  mebrmala  angewandten  Satie  vea 
den  bestimmten  Integralen 

n  Ja. 

iat»  und,  wenn  n  io's  Unendliche  wachst^  die  Grüsaen 

also  naififllch  auch  die  Mittelgrosse  a  afrlaalMn  daniMiben .  akb 
dfv  Null  bis  an  jedam  beliebigen  Grade  nSkem;  so  ist  offenliar 
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Und  weil  nun  offenbar  auch 

rr  ^ 

ist«  so  ist 

■  M 

Nimmt  man  hierzu  endlich  noch»  das«  offenbar 

Lini.tr?(««-|.2i?2)=:0 
n 

ist,  so  folgt  aus  dem  Obigen 

also  '  *  • 

Ouich  die  Fonnelo 

ist  nun  <!ic  Lage  des  SchwerpuDkts  vollkommea  bestimmt. 

Hätte  man  die  Coordtnaten  X,  F  des  Schwerpunkts  eines 
FUchenstficks  wie  ACEDB  in  Taf.  VI.  Fig.  3.  zu  besttmmen,  so 
wäre,  wenn  wir  die  Abscissen  der  Punkte  A,  B  nod  ^Jrespectlye 
durch  tty  b  und  e  bezeichnen,  nach  der  Lehre  vom  iSchwerpnnktie 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 


ydx  -f^  ffdUt 
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d.  i.  V  * 

Ja  H'^  1I<^ 

Weil  nun  aber  nach  der  Lehre  von  deo  bestimmten  Int^ralen 
(Archiv.  Thl,  11.  S.  268.) 

ist,  80  crliSlt  nian  wie  vorher  auch  jeizi  wieder: 

Das  Vorhergehende  ist  ßir  nnsern  jetzigen  Zweck  hinreichend. 
Späterhin  hoffen  wir  auf  andere  ähnliche  Anwendungen  von  dem 
allen  obigen  Betrachtungen  hauptsächlich  zum  Grunde  liegenden 
wichtigen  Satze  von  ien  lieetlmmten  Integralen  inrficlLialLommen. 


X* 
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relier  zwei  Sätze  aus  der  Algremra  und 
aus  der  Zahleiilelir^«  , 

Nach  der  Abbandhuig :  B^fles^ions  sar  les  principe^  fonda- 
mentanx  de  la  throne  des  nombres  par  M.  Poinsot  in  dem 
Journal  de  Math^matiques  pures  et  appliqu^es  publik  par  J. 

Liuuville.   Janviei  et  Fevrier.  1845,  frei  bearbeitet 

deAi  Herau^bcr.  '       ^  ' 


•     ^:  ."1  ;  •      J|  ' 


Durch  leichte  Rechnung  überzeugt  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  folgenden  Gleichungen : 

=  (flp— «)!    Ax      .  j  V  ^ 
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\  {Aa^\Ba\C)x 
\  Aa^\Ba^\Ca\D 
+  Aa'^\Ba^\Ca^\Da\E, 
u.  s.  w. 

und  übersieht  hier  auch  schon  das  Gesetz,  nach  welchem  diese 
Ausdrücke  fortschreiten,  auf  völlig  unzweideutige  Weise. 

Nehmen  wir  nun  dieses  Gesetz  für  jede  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des        l)sten  Grades  als  gültig  an,  so  ist 

Ax^\Bx^^  +  Cj;"-«+  ...^Lx'^^Mx^N 

-f  {Ba  +  C)  x^^ 
\(^Ba^\Ca\D)x^~'^ 
u.  s.  w. 

\  {BaP--  3  +  Ca»-* + . . .  +     + X)  x 

+  BoP-^  +  Ca^-'^  +  Z>a»-3  + . . .  +Xa2+  i!fo+  iV. 

Addiren  wir  jetzt  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
die  Grösse 

—  Aa^^AaP^  =  0, 

und  bemerken,  dass 

A  (a?"— a«) = A  (x—a)  (x^-Hax^^-^^a^x^-^  f . . . + «"-^  r+a"- ») 
ist,  so  erhalten  wir 

Aaf^-^Bai^-^^Caf-^i-.,.-{^Lx^-i-]^a:^N 
=  (ar— a){  Ax!^'- 

-\-(Aa-{-B)x^-^ 

+  (^«3+  ^a2+  Ca+Z)) 

U.  8.  W. 

nnd  sehen  also  hieraus ,  dass  das  bemerkte  Gesetz  für  jede  ganze 
rationale  algebraische  FunctioD  des  nten  Grades  gilt,  wenn  es  für 
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■ 

jede  ganze  ratlooale  aleeliralsche  Function  des  (n-*l)sten  Grades 
gilt>  nach  dem  Obigen  Tolglich  offenbar  allgemein  gültig  ist* 
Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  iSatz : 

Lehrsatz,  Wenn  f(^j:)  eine  ganze  rationale  alee- 
brais«he  Function  des  nten  Grades  ist|  so  ist  für 
jedes  a  immer 

fiai)  =  (w-a)  fi  (X)  +/  («) , 

wo  /i  (j-)  o  III  t^anzc  rnftnn.jfe  a  I  i»  e  h  r  u  i  8  fb  f»  Function 
des  {?i — l/s  l e  ii  ( t  r a  d  e s  b  e  /  e  i  ch  ii  e  t ,  deren  Ii  o  cii  ^  t  c s  G  I  i  e  d 
djBuselben  (' o e  1  Ii c i  en  te n  wie  das  höchste  Glied  der 
Function /'(^)  hat 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass /(^r)  eine  beliebige  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  iften  Grades  sei>  deren  huchstes 
Glied  den  Coefficienten  A  hat,  Mnd  dass 

ftl3  U-if  «3  ,  «4 ,  ....  Uji 

n  ganz  beliebige  Grossen  seien.  Dann  ist  nach  dem  im  Torher- 
genenden  Paragraphen  bewiesenen  Satze: 

A  (•'*^) = {■^— A    + /3  ^ 

u.  s.  w. 

WO  nach  dem  vorhergehenden  Parngra{>hen 

•  fi(^)*  f^ix),  fzia:),  fitix)^  ..../n(a?) 

ganze  lationule  algebraische  Functionen  respective  Toni  Grade 

n — ^1,  71—2,  «—3,  M— 4,  ♦...0 

sind,  deren  brü  hst»*  Glieder  sanimtlich  den  oefll(  iciilon  A  hnhen, 
woraus  sich  uuiniltelbar  ergiebt,  dass  die  constante  Grösse  /ni^) 
=  A  sein  mus8. 

Durch  successive  Anwendung  der  obigen  Gleichungen  erhalten 
wir  aber  leicht  für  f{x)  den  folgenden  Ausdruck: 

fix)  =  fM 


Eine  andere  Darstellung  dct  Beweises  dieses  Satzes  s.  m.  Archir. 
Thl.  II.  S.  354. 

TUsil  VII  24 
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.  11.   S.   W.  Jtjv^ 

4-  (a;— Ol)  Ha)  (:r— «3) .  • .  (o;— aii-«)(a?— a»-i)/iisi(fc 
+  il  (a— ai)  (ar— ffj)  (ar— er,)  (ar— «»4) . . .  (ä— o«), 

von  welehm  sich  nun  4ie  folgenden  Anwendongeo  machen  iaweo- 

§.  a 

'    Wir  wollen  jetzt  annehmea»  dass  die  n  GrSssen 

Ol,  a^t  a^f  0,1^9  ,.,,an  ^ 

j^Snuntlich  unter  einander  ungleich  sind. 

Ist  dann  f{ai)—0,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragfipicv 

/(a:)=  {a^)Ma^ 

+  (a:— ai)  {x—n^f^  (03) 

II*  8«  W« 

+    — dl)  (x—a^)  (x—a^) . . .  (x — ön-a)  (-^ — «n— 


>  -  "  +  -^(«»^-«i)  (^—«2)  (^-«4)  •  •  •  f 

und  folglich,  wenn  f{a^-=zO  ist,  weil  die  Grüsnen  aj  nnd  i»' 
gleich  sind ,  also  nicht  Oa— =0  ist ,  jederzeit  ^  (o^  =  Q, 
Folglich  Ist  nach  dem  Vorhergehenden 

/(a?)=  («— ai)(«-aa)A(aji) 

+         Ol)  (4?— fla)         «3)/3  («4)  - 

U.  8.  W. 

+  (a?— Ol)  {x—a^  {x — fla) . . .  (o:— flji-2)/n-«(a«-i ) 

/(#ij)  =  (a,— fliXOs— «a)/»(«%)r. 

und  folglich,  wenn  f(a^)=:0  ist,  weil  die  Grüfi^en  c^»  «j  un**' 
einander  ungleich  sind>  also  nicht  \ 
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(«3— «l)(«3— ««)=0 

i«t,  jederzeit  f^(a^)  —0. 

Daher  ist  nach  dem  Vor)iergehenden 

A*)—  (^-«i)(«-«iJ(«-«3)Ä(aft) 

u.  s.  w. 

also 

/*  («*)  =       «i)  (04—04)       «3)/»  (a^) , 

und  folglich,  wenn  /-W-O  ist,  da  die  GrtteMD  a,,  o^,  o,,  o^ 
unter  emaDder  ungleich  nind,  aiso  nicht  «a»  «3  .'  "4 

(«4— «i)(«4— Oa)<ö4— «3)  =  0 
ist,  jederzeit    (o;^  =  0. 

AW^J^'L^  auf  diese  Art  weiter  gehen  Icann,  i^t  klar,  und  man 
n^GtS^^        Vorhergehenden  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die 

^»  «2j  ••••Oft 
sSmmtlieh  unter  einander  ungleich  sind  und 

/(Ol)  =  0,  /(fläi)  =  0,  /(«,)  =  0,  f(a^)  =0,  . . ./(«.)  =  0 
ist ,  jederzeit  auch 

/i(«s)=0,  Ä(fl3)=0,  /i(«.)=0,  A(a,)=0,  .,.fi^(an)^0 

ist.  Dann  Ut  aber  nach  dem  obigen  allgemeinen  ftlr  die  Function 
fi^j  gefundenen  Ausdrucke  ,  * 

und  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz    Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Fn  nrtion  /(^)  des  «ten  Grades,  deren  höchstes  GIIaS 
den    Coeliicienten   A  hat,  jederzeit  veT^chwi^det 
wenn  man  für  a:  nach  und  nach  die  »  sämmtiich  unter 
einander  ungleichen  Grossen  i""*iiica  unter 

«if       o».  Oft,  ••«•an 

setzt,  so  dass 

/(«i)=o.  A«.)=0.  A«H)=0.  /(«^)=0,  .../(«„)=0 
ist;  so  ist 

fix)  =  A  (ae-ai)  (^-«a)  (-2^-  «s)      o*) . . .  («— o»). 

84* 
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5.4,  ' 

KöDnte  es  ausser  deu  ^ammtlicb  von  einander  ver«chiedeaeo 
Grössen 

•  ■ 

Ol,  a^,  a^t  a^,  ,,,%»an 

für  weiche 

f(ai)=0,  /•(i72)=0,  Aö3)=0,  /•(«4)=0,  •../'(a«)==0 

ist»  noch  eine  von  diesen  Grössen  Feischiedene  Grösse  «  gebto. 
für  welche  % 

wfire»  80  mfisste,  weil  oacb  dem  Torhefgehenden  Paragraphen 
-anter  der  gemachten  Voraqssetzong 

f(x)  =^  (a:— Ol)  (J?— <3b)       Oi)  • .  •  (ä— Oll) 


A  («—Ol)  («-"fli)  ("-^)  («-^öSa)  •  •  •  («T*») 

sein,  welches  ungereimt  ist^  da»  weil  nach  der  Voraussetzung c 
kleiner  unter  den  Grössen 

Of  »  a%f  €t^f  ü^,  •  •  •  An 

gleich  ist>  also  keiner  der  Factoren 

« — «1 1  «— »  «—  «3 »  a—a^ , . . . .  a — an 

verschwindet,  und  natöriich  auch  der  Coefficient  A  des  hucbsteo 
Gliedes  der  Function  /(x)  nicht  verschuinden  kann,  weil  dleselfip 
sonst j  wie  doch  ariirenommen  wurde,  nicht  von  dem  ?iten  Grade 
sein  könnte.  Dies  führt  uns  unmittelbar  zu  dem  fo^eodeo  be- 
kannten Fundamentalsatze  der  Algebra: 

Lehrsatz.    Die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Werthe  der  Grösse  ü:,  für  welcheeioe  von  dieser 
Grosse    ahhiingende   ganze    rationaFe  aleebraische 
Function  v ersch windet,  kann  nie  grüsser  äeio  als  der 
^Grad  dieser  Function. 


«.5. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  alle  im  Obigen  gebraocfctcn 
Symbole  ganze  Zahlen  bezeichnen^  und  dass  die  n  Grössen 

in  Bezug  auf  eine  gewisse  Prunzahi  p  als  Modulus  s&mmtKcli  mfef 
einander  nicht  congraent  seien« 
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Ut  dann  /(oi)  durch  p  tbeilbar,  d.  h 

mo  Imi,  weil  nach  {.  8* 

.    /•(«>)=  /(«i) 

+(«»— «i)A(«i) 

ut«  weoD  auch  /'(aa)  durch  p  theilbar«  d.  h. 

/(aa)  =  0  (Mod.p) 
tat,  offenbar  auch  (o^— at)/i(a^  durch  p  theUbar»  d.  h. 

(<^-«i)/k  («•)  =  0  (Mod. 

Weil  aber       und        ^^oh  der  Voraussetzung  in  Bezug  auf  die 
Prhuzuhi     als  IVlodulus  nicht  congrueot  sind ,  so  geht  p  iu  % — 
oicht  auf»  ««lud  muss  also  nach  einem  bekannten  2$atze  von  den 
Primaahlen  in  fi  (a^)  aufgehen «  d.  h.  es  muss  . 

/i(aa)=0(Mod.p) 

«ein.  Nach  $.  3.  iat  femer 

/(Og)=  /(Ol) 

+  («Fs— «l)/l>(«2) 

I 

und  weoo  aUo  jetzt  auch  /'(<^)  durch  p  theilhar»  d.  h. 

f(a^)^0(MoA.p) 
Wtf  so  xnuss  offenbar  auch 

(«3— öi)(«3—fla)/2(fls) 
durch  p  theilbar«  d.  h- 

«i)       irj/«  (Oft)  =  0  (Mod.  |i) 

sein.   Weil  aber     ,     >  %  n^c^  der  Yotaiissetzung  in  Bezug  auf' 

die  PrimzaM  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht  p  in 
keiner  der  liiffertnzen  — Oi  ,  «3 — 'i"*^  muss  also  nach 
demselben  Satze  von  den  Primzahlen  wie  vorher  iu  f%{fi%)  auf- 
gehen, d.  h.  es  muss 

A<«i)sO(Mod.|») 
sein.   Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  in  §.  2.  bewiesenen  »Satze 


t 
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+  («4— «2)  f'ii'iz) 

+  (<«4— «1)  («4— fl«)  («4-^)/»  («4)  ' 

uad  wenD  also  jetzt  auch  fifl^  durch  p  theilbar ,  d.  h. 

/•(a4)  =  0(Müd.^) 
Ut>  so  muss  offenbar  aucli 

durch  jt»  theilbar,  d.  h. 

ifl^—Ui) (0,^—0^(0^—03)/^  («4)  =  0  (Mod, p)^ 

sein.  Weil  aber  m^,  02 »  ^3'  ^4  nach  der  Voraussetzung  In  Bmsag 
auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  coDgruent  sind,  so  geht  p 
In  keiner  der  Differenzen  — ui,  — a^,  — auf,  undnup 
ulso  nach  dem  vorher  schon  mehrmals  angewandten  Satee  von  <{■ 
Primzahlen  in  /^(a^)  aufgeben,  d.  h«  es  muss 

A(aA)^0(Mod.p) 

sein.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  jetzt 
keinem  Zweifel  mehr,  und  man  übersieht  aus  dem  VorhergehendeD 
auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die  n  Grdssen  ■ 

,  Ol,  a^f  Og,  CI4,  ....aia 

In  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  unter  einandef  nicht 
congruent,  und  die  Grossen 

/(Ol),  /(a,),  A^),  /(fl4). 
sänuQtüch  durch  p  theilbar  sind,  d.  b. 

,  f(a,)^0  (^od.p), 
fia^)  =  0  (Mod.  p) , 
/Ca»)  =  0(Mod.|»), 
/'(o^  =  0  (Mod.p), 

u.  s.  w. 
/(a«)  s  0  (Mod.  p) 

ist:  dann  jederzeit  auch  die  Grossen 
durch  p  theilbar  sind,  d*  h. 
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A(as)sO(Mod.p), 

/aiuj  ~  0  {Mod.p), 
/4(aft)  =  0(Mod.|i), 

u.  «•  w. 
/«i.i(ai.)=0(Mod.p) 

it  IHuMk  ist  aber  weh     2.  offeobar  auch  die  DliereDi 

durch  p  theÜbar,  d.  b. 

und  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Ijehrsaiz,  WenTi  <1 1  o  trän  z  e  rati  o  na!  e  a  I  ge  b  rai  s  cli  e 
Function  f(a-)  des  nteii  (irades,  deren  höchstes  Glied 
den  Co  efl  icienten  A  hat,  jederzeit  einen  durch  die 
Primzahl  p  theilharen  Werth  erhält,  wenn  man  für  x 
nach  uod  nach  die  n  in  Bexug  auf  den  Modalasj»  eflmmt- 
Uch  uDt«r-  einander  nicht  eongruenten  Gr5s«en 

ai  f  a^f  Q^p  a^f 

letzt,  so  da»«  also 

^•(iii)  =  0(Mod.p), 

/•(fla)  ^  0  (IVfod./?), 
f(a«)  5  0  (Med* 

fi^m)  S  0  (Mod.  p) 

ist,  80  ittt  jederzeit  ffir  jedes  s 

,     f{x)=  A  {x — ai )  (i— «Ts)  (JT— «3)  (.T — 04) . .  •  (ä^— aii)(Mocl .  p). 

§.  6. 

Könnte  es  ausser  den  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Mo* 
iah»  sSmmtUch  «nter  Lander  nicht  oongrnenten  n  GrOssen 

nii  Sf«  o%»  «i'Si» 

ffil^  welche 
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f(a{)  ~  0  (Mod.  p) , 
An^a)  =  0  (Mod.;i), 

/(«„)  =  0  (Mod.p) 

ist»  noch  eine  diesen  Grössen  in  Bezug  auf  den  Modulos  p  nicht 
congineDte  GrOme  a  geben,  iur  welche /*(«)  durch  p  theUbiu',  d.  h. 

/(a)  =  0  <Mod.  p) 

ivSre,  müKste,  uell  nach  dem  vorbeigehenden  Paragrapben 
unter  den  gemachten  Voraossetzungen 

f{af)  =  A  (ar— Ol)  (o^— Og^  («a^— «s)      «*)  • . .       o«)  (Mod.|i) 
Ist,,  offenbar 


sein  ,  vvcirhes,  wenn  die  Primzahl  p  in  ^  nicht  aurs:eht,  nach 
dem  oben  schon  mehrmals  aiige\vandten  Satze  von  den  Primzahleo 
ungereimt  ist,  da  p  unter  den  gemachten  Vorausaetzungen  auch 
in  keinem  der  Factoren 


*  •  •• 


aufgehen  kann.  Dies  führt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be» 
kannten  Fundamentalsatze  der  Zahienlebre: 

Lehrsatz.  Wenn  f(a:)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  »ten  Grades  von  or  ist,  und  ale 
Primzah  I  p  in  dem  Coefflcienten  des. höchsten  Glied  es 
dieser  Function  nicht  aufgeht,  so  kann  es  nie  mehr 

n  I  s  7f  in  B  e  ZU  ff  a  n  r  d  e  n  IVl  0  d  Ti  I  u  s  p  unter  e  i  n  a  n  der  D  icht 
cougruente  Werthe  von     geben,  für  weiche 

/(ar)  =  0  (Mod.p) 

ist. 

Andere  Beweise  dieses  Satzes  haben  Gauss  (Disqaisl- 
tiones  arithmeticae.  p.  40.)>  Lagrange  (Mem.  de  i*Acad. 

des  sc.  de  B  rr  Ii  n.  1767.  p.  192.),  L  e  gen  ar  e  (Hist.de  I'Acad. 
des  sr.  de  Paris.  1785.)  und  En  1er  (Nov.  Comm  Ar  ad.  sc. 
Petrop.  T.  XVHI.  pag.  93.),  letzterer  jedoch  nur  für  einen  he- 
sonderen  Fall,  gegeben.  Auch  s.  m.  das  Math eroati sehe  Wur- 
terbuch.  Art.  Zahl.  Nr.  19*  und  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik.  Tbl.  IL  &  5. 


'S 
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'  Die  oben  im  Weseotlletien  nach  Poineot  geföbrten  Be- 
weise der  beiden  Sätze  in  §.  4.  und  dem  vorliegenden  Paragraphen 

bieten,  wie  es  uns  scheint,  vorzüj^lich  deshalb  ein  besonuereg 
Interesse  dar  ,  weil  durch  dieselben  die  beiden  genannten  Theoreme, 
welche  als  die  FiindanietjtaUiitze  der  Algehra  \un\  der  Zahtcnlehre 
betrachtet  werden  Ivöririeri ,  auf  eine  gemeinscharüklie  i^uelle  zu- 
rtickgefClhrt  werden ,  welches  auch  der  wichtigste  Grund  ist,  w  elcher 
ms  veranlasst  hat,  diesellien  liier  mitzuth'eilen.  Ausseidem  ver- 
dienen dieselben  wegen  ihrer  Deutlichkeit  und  Strenge  ge\viss 
überhaupt  recht  sehr,  bei  dem  Unterrichte  in  der  Algebra  und  in 
dtt  Zahtenlebre  benutzt  zu  werden. 


§.  7. 

Wir  wollen  jetzt 

/ (^)  =  -4 or» -f  Ai .1^1  -f  -^a^-«  + . . .  -f-  An- i^-^An 

* 

.  aetzen,  und  annehmen,  dass  es  n  in  üezug  auf  die  Primzahl  p 
.  4l  liodaliis  eSmmtlich  unter  einander  nicht  congiuente  Werthe 

■ 

r 

VW  «  gebe»  f&i  welche 

Afli)sO(Mod.p), 
/(Ob)  =0  (Mad.|»), 
/(Ca)  =0  (Mod,p), 
/(a4)  =  ü  (Mod./?), 

tt.  s«  w. 
f(ttn)  =  0  (Med.  p) 

Ut  Dann  Ist  nach  §•  5.  fOr  jedes  x 

fix)  =  A  (ar-Ci)      «a)  (•^-«»)  {n^^^  •  •  •  («-  ß»)  (Mod.  p). 

Bezeichnen  wir  aber  iiborhau^>t  die  Ate  Kiasse  der  Combina' 
tionen  ohne  Wiederholungen  für  die  Elemente 

"i»      flt»  ^  Ott 

durch  * 


(«1  »  «2  "  "'s  >  •  •  • 

80  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 
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«i)  (x^a^  (^^%)  U^^^ '  •  •  {^''^ 
~     —  Hl 

  Hg 

V.  w. 
(«1»  a»>  «8» .0») 

und  folglich  oach  dem  Obigeo  flir  jedM  xi 

=  ^a:"  —  il  .  Hl 
^  A  . 

—  A  .  H|  . 

IL '8.  W. 

+  (-1)«    .  A  ,  Hn  (Mod.  p). 

Al«o  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


379 


(«1,  17«,  i%».*.aji)  1 


U.  0.  w. 


aetzeii,  iür  jeiiei»  j; 


Folglich  Ut 


/t(;p)  5  0  (Hod.  p). 


tt  (ai)  s  0  (M«l,  PK 
/i  (r/.,)  =  0  (Mod.  ;i) , 
/i(«3)  ^  0  (Mod.;^), 

A(<*i)  =  0(Mod.p), 

II*  8*  W.  ' 

/,  {On)  =  0  (IVIod.  p). 

Dies  konnte,  da  n  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
ab  ModulttS  sSmmtlich  unter  einander  nicht  congnienten  Grössen 

Hl»      1^*  ; 

der  Grad  der  Function  fi(x)  aber  nur  n— 1  ist,  nach  dem  in  §.  6. 
bewiesenen  Lehrsati^e  nicht  der  Fall  sein,  wenn  die  Primzahl  p 
in  dem  Coeflcleoten 

nwht  aufginge,  d.  h.  wenn  nicht 

A.  s  0  {Med.|f) 

(«i>  ff«» 

wäre.  Also  Ist 
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Ai  +  A.  Vit  =0  (Mod.p), 

(«1  ,  «5  ,  .  . .  an) 

uDd  folglich  nach  derLebro  von  deo  Congnieoxeo  für  jedes  x  auch 

{A,^A.  Ä,  j  ;r«-i  =  (Mod.  p). 

(«1,  a%,  a^>**« 


Aus  dieser  Corigruenz  uirI  der  Con<;^ruenz 

/t  (a:)  ^  0  (Mod.  p) 

UAgt  nach  der  Lehre  von  den  Congnienzen»  wenn  wir  der  Kürze 
wegen 


1^^, 


X 


U.  8.  W. 

+  ^„  -  (-1)»  .  ^  . 

(«1»  «a*  «3»...«») 

«eUeu ,  für  jedes  : 

A(«)sa(M«d-p); 

also : 

/a  (ai)  sO  (Mod.f?), 
(ffa)  =  0  (Mod.  , 

/,(aa)  =  0(Mod.|i), 

/s(a^  =  0  (Mod.p),  : 
.  •  ■  .  u.  w.) 

'     ,      A(«n)  =  0(Mod.|i); 

welches  aus  gana  Shnlichen  Grfinden  wie  vorher  nac&  {.6.  wieder 
nicht  mtiglich  ist»  wenn  nicht 

A%  «—  /I  .  Sa 

durch  die  Piimiahi  p  theilbar ,  oder  nicht 

A^  —  A,  Ä9  sO(Mod.p) 
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i«t«    Also  ist 

^  A  ,  X«  =0  (Mod.  p). 

% 

Wie  man  a«f  diese  Art  weiter  ffehea  kann,  ist  dod  schon 
Uar,  und  wir  werdeo  daher  jetzt  zu  dem  folgeodoD  Satze  geßihrt: 

JLe Arsatz,  Wenn 

f(x)  =:  Aa^'^Aia:^^-i'A^a^'^...'^An^S'^Am 

und  fiir  n  in  Bezug  auf  dio  Primzahl  p  als  Modulus 
unter  einander  nicht  rongruente  Grössen  o^«  a^,  0^,€t^ 
...Om  als  Werthevuu 

Ao,)sO(Mod.p), 

f(a.i)  ü  (Mod.  p)  , 
/•(03)  =  0  (Mod.  p), 

u.  s.  w, 

f(fln)  =  0  (Mod.  p) 

ist,  so  ist  jederzeit  ^ 

A  .  »0  (Mod.  p)^ 

A^  —  A  .  s  0  (Mod.p), 

^  .  »9  (Mod.p)» 

(Oj  »  flft»  «I») 

U*  8*  W« 

An  —  (— B«  «0(Mod.p). 
Ed  seien  jetzt 

o«     Cf      9$  «•«• 

alle  Zahlen  ^  weiche  Ideioer  als  die  beliebige  Zahl  p  und  zu  der 
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selben  relative  Primzahlen  sind,  und  x  sei  eine  ^anz  beliebige 
Zahl,  welche  mit  p  relative  Primzahl  it^t.  Dann  sincl  auch  die 
Prodacte 

cur  y     9  Cd?  9      9  9st  y  •  •  •  • 

mit  p  relative  Primzahlen >  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre^ 
und  also  eine  die  Einheit  übersteigende  Primzahl  z.  B.  in  ax  und 

£ aufginge,  nach  einem  bekauoten  Satze  die^e  Prinusafai  entweder 
I  a  äer  hi  w  aufgehen  mfissle»  so  dass  aise  entweder  «  oder  » 
mit  p  nklit  relalSTe  Primzahl  sein  würde«  was  gegen  die  Vom»* 
eetinng  atreitet-  Setzen  wir  jetzt 

ojr  =  oj»  -f  Ol , 

==  fr  +  ^» 
car  =:  7p  +  Ci, 

=  ^  +  ^> 
o«  a.  Wy 

wo 

öl  >  ^  ,      >  rfj.  >  *i ,  .  .  . . 

sKmmtlUh  kielner  ab^  sind»  ao  kann  leicht  gezeigt  werden»  dass 

diese  Grössen  s^immtlirh  zu  p  relative  Primzahlen  und  «»ammtlich 
unter  einander  anglei(  h  sinff.  Wnre  nämlich  z.  B-  nicht  mit 
p  relative  Primzahl,  und  gin^e  folglich  eine  die  Einheit  überstei- 
gende Prinzahl  in      und  p  aui,  00  würde  wegeo  der  Gleicbaog 

ax  =  <tp  Ol 

diese  Primzahl  auch  in  ux ,  folcriirh  nach  dem  schon  vorher  anire- 
waridteri  Satze  entweder  in  a  oder  in  x  aufgehen,  und  es  wurde 
also  entweder  a  oder  x  nicht  mit  p  relative  Primzahl  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  streitet.  \fVäre  ferner  z.  ü.  u^-^i/^,  so 
wSre  wegen  der  beiden  Gleichungen 

offenbar 

nnd  folglich 

(o — d)x  =  (a — 

Also  ginge  p  ,  welches  mit  x  rektive  PrimzaU  iat»  In  (#-hI)^ 
auf,  und  mOaate  lol^lich  nach  einem  bekannten  Satze  in  a^-d 

aufgehen,  was  ungereinpit  ist.  da  nach  der  Voraussetzung  der  ab- 
solute Werth  von  a — d  offenbar  kleiner  als  p  lat.  Well  nun  hier- 
nach die  Zahlen 
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-fli*  ^> 

deren  Anzdil  d«r  Anzahl  d«r  Zahlen 

A»  bf  €p  dp  €p 


srieich  ist,  sünuntüch  kleiiter  als       unter  einander  ungleich  und 
z\xp  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  klar,  das»  ohne  Kii 
auf  die  Ofdnnng  die  Zahlen 


zMjt  relative  P^irazahlen  sind,  so  ist  klar,  dass  ohne  Kücksicht 

Ahlen 

fif  bf  CfAp 


und 

von  einander  nicht  verachieden  sind»  und  dasa  aiao  jederzeit 

obedt .  • . .  =  Ol  6|  C|  r/|  ^1 .  • .  • 

iat 

Bezeichnen  wir  aher  die  Anzahl  der  Zahlen 

ll>   öf    C>    df  y 


welche  kleiner  alz  p  und  an  p  relativ«  Primzahlen  «ind ,  durch  n, 
ao  folgt  ans  den  Glelclwngen 

oj;  =  -f  Ol » 
bx^ftp-k-bi, 
ex  ^yp  Ct, 

dx  z=  6p  ^ 
ex  ^  tp  -i- 

n*  Bm  w« 

durch  Multiplicatiou  auf  der  Stelle^  dass  die  Differenz  der  Producte 

jf"  abede*. .  und  Ot  &    lii  «i 
d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  der  Producte 

übedB und  abcdt •  •  • 
dttfch  p  theiibar»  oder  daaa 

{x^ — 1)  abcde ....  =  0  (Mod.  p) 
ist  Weil  nun  aher 

üf  bp  c,  d»  •••« 

mit  p  sämmtlich  relative  Primzahlen  sind,  so  ninas  nach  einem 
helmanten  Satze  p  in  afi^t  ntt^ehett,  d.  h«  es  mfliss 
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1  ^  0  (Mod.p) 

Min»  wobei  nach  dem  Obigen  Torausgesetst  wird,  dam  x  wid  p 
relative  Primzahlen  «Ind,  undn  die  Anzahl  clor  Zahlen  beseicbne^ 
welche  kleiner  als  p  und  zn  p  relative  Primzahlen  sind* 
Ia(  p  eine  Primzahl,  so  sind 

ly  2y  3>  4,  5, »  fl^-*i 

die  sämmtiichen  Zahlen ,  welche  kleiner  als  »  und  zu  p  relative 
Primzahlen  sind«  Wenn  also  nur  die  Primzahl  p  \Vk  oicJit  auf- 
gebt, so  ist  nacb  dem  Vorhergehenden  jederzeit 

Äf-"—!  5  0  (Mod. 

d.  h.  unter  den  gemachten  VoraiisKet?:Tin*3ren  ist  x^p—"^ — 1  inuner 
durch  p  theilbar,  welches  bekanntlich  der  Fermat'scheiSatzist 


§.  9.  ' 

Wenn  wir  duü  uuter  der  Voraussetzung,  dass/ieioe  Primzahl 
ist,  für  jedes  x 

(setzen,  so  ist  nach  dem  im  vorbergehenden  Paragraphep  bewie- 
senen Fermat'scheu  iSatze 

/(l)  =  0(Mod.p), 

/(■2)  =  0  (Mod./>), 
/(3)  =  0  (Mod.  p), 
f(A)  =  0  (Mod.  p), 

IL  8*  W. 

/•(p— 1)  =  0  (Mod.  p) ; 
und  folglich  nacb  dem  in  §.  5.  bewiesenen  Lehrsätze  för  jedes  s'» 
f{x)  =5  a^^i  s      1)  («—2)  («-3)   .  (a>-(|i— l))  (Mod.  p)* 

s 

Für  4f=0  ist  also 

-1  s  (-.l)(-2){-3)-(-(p-.l))(Mod.ii), 

d.  h«,  weil  p— 1  offenbar  eine  gerade  Zahl  ist, 

—1  s  1.2.3.4...^t)  (Mod.  p), 

folgUcb 

i-l*  1.2.a.4...(|^l)^a(Mod.p). 
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Weon  also  p  eine  Primzahl  ist,  so  Ist  die  Grösse  . 

J«  2.3.4...  (|9—1)  +  1 

ieder/eit  durch  theilbar»  welches  bekanotlich  der 
Wils  o  ri  \s  (  Ii  e  Satz  ist. 

Man  sielit  fiioraiis ,  \vh»  leicht  sich  auf  diese  Weise  mit  iiüUo 
der  oben  bewiesenen  alls^emeinen  Sätze  aus  dem  Fermatschen 
Satze  der  Wilsunscbe  Satz  herleiten  lässt,  welche  HcrleituDg 
?mi  PoiDsot  a.  a.  O.  wenigstens  in  der  obigen  Art  nicht  gege- 
ht»  worden  ist,  so  wie  denn  tiberhanpt  die  Darstellung  in  diesem 
Aufsätze  mehreres  uns  Eigenthündiche  cathfilty  wie  man'  bei  der 
Vergloichung  beider  Arbeiten  finden  wird. 


§.  10. 

Uebrigens  ist  endlich  norh  zu  bemerken,  dass  das  Wilson'sche 
Theorem  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  §.  7.  bewie- 
senen Satzes  ist. 

Wenn  wir  uändich  ^anz  wie  im  vorhergehendeu  Paragraphen 
jitst  wieder 

setzen«  so  ist  in  §•  7.  der  Exponent  it=^p-^l,  und 

^^l.f  Ai=Oi  A2^0f«^p — 2~0,  ^p-_j 1 ; 

Ibser 

üi^i,  a^  =  'l,  «3  =  3, . . . (tp—i  =  jo— 1. 

Also  hat  man  nach  dem  in  j.  7.  bewiesenen  Satae  offenbar  die 
folgenden  Congruenzen: 


(1, 


(1, 


(1, 

(1, 

Theil  VII.  25 


Äi  =Ü(Aiod.p), 
2,  3,...,  p— 1) 

0  (Mod.  p) . 

2,  3,...,/i-l) 

Ks  =0  (Mod.  p), 

■  u.  s.  w, 

=  0  (Mod.  p) » 

2,  3,...,p— 1) 

'Sip^  ^  0  (Mod.  p). 

2,  3,...,p— 1> 
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V 

Aber 

(1,2,  3,  ...,p— 1) 
und  folgUcii 

l-f  1 . 2 . 3 . 4 , . .         .  (—1)?-»  =  0  (Mod.  p). 

Ist  nun  die  Primzafal  p  grOsser  als  2,  so  ist  p — 1  eine  gerade 
Zabi,  also 

1  +  1.2.3.4...(|ti— 1)  =  a  (Mod.p), 

wobei  aber  sogleicb  in  die  Augen  fallt,  dass  diese  CoDgroenz  aocb 
filr  p=2  gilt,  und  daher  allgemein  ist.  ^ 

Alle  vorher  aus  dem  in  §.  7.  bewiesenen  Satze  hergeleitettn 
Oongnienzen  sind  übrigens  an  sich  iviehtig  und  Interessant. 


■  4 


Applfcatlons  des  theor^mes  relalfft  a 
la  theorie  des  fractions  partielles« 

Par 

Monsieur  Ubbo  H«  Meyer 

de  Groningne* 


§.  1. 

Poor  qu*on  puissc  suivre  avec  plus  de  commodit^  les  appH- 
cations  suivantes,  nous  reproduirons  d'abord  le  thäordme  Iii*  <io 
Nro,  XXXV,  T.  VII.  de  ce  Journal.  ^ 

Thi^oröme.  «Seit  /«  uoe  fonction  rationnelie  et  enti^re  de  «  da 
degre  p. 

Soit  Fx  une  fonction  rationneiie  et  entiere  de  a:  du  degre  g» 
representee  par  I  equation 

F«  =:  («— ro)*^(«^ri)«»  (4?— r^)"» ...  (a^m)^. 
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(rtQ  —  s),  »i,  ii^,,,.nm  etaut  des  aombrcs  eotiers  et  positifs,  et 
To 9       '*2>  ••-rm  les  racines  inegales  de  ['equation 

r^sotue  par  rapport  a  :r,  dont  ro  soit  toujours  egale  ä  zero ,  en- 
sorte  que  — *=0,  lorsque  requation  JF!,:=ü  ii'aura  pas  uoe 
racloe  egale  k  zöro. 

Solt      uoe  fonctioD  aiudllaire ,  lUe  k  Fx  par  Täquation 

g  tftant  ttQ  Dombro  entier  et  positif ,  pris  de  manidre  ä  «atisialre 
k  la  condition 

Seit  enfin,  penr  tMger, 

Tk  fr. 

k  ei  It  4iaüt  des  nombres  eotiers  et  positifs.   Od  aura 

AjoutoDS  encore  que  dx  '^x  designe  la  derivee,  et       i^x  l'in- 
tegrale  de  Tordre  it  par  rapport  ä  x  d'aoe  fonction  qqeleonqae 
ennorte  qne 


(2) 


Sx  ^x  =  -2^»   öx  '^*  =  /  '^xdaf^. 


Ceia  pose,  oo  voit  que  par  la  formule  (1)  toute  fonction  ratiou- 
jielle  et  fractioonaire  de  x  sera  rädaite  anx  ezpresalona  de  la  forme* 


A  ätant  un  nombre  entier  et  positif.  II  sufflt  donc  de  savoir  appli- 
auer  une  Operation  relative  k  x  anx  ezpreesions 


quer  une  Operation  relative  a  x  anx  ezpreesions 


X — r 


pouf  OTi'on  puisse  appliüucr  cette  o{)<^ratioD  a  toute  fonctioD  ra- 
tiouneile  et  Iractionnaire  ae  x,   Od  8ait^  par  exemple, 

jjn    1  n! 


25  * 
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en  de^^ignant  le  produit  l'ur  a!.    Donc  la  ronnule  (I) 

doDoera 

Pareillement  od  a  . 
et 

8-»  or*  =  + Co  +       f . . .  +  r      a^^»"» , 

To  , . . .  Cn-i  etaiit  des  coustantes  d'integration.  Doflc  on  tire 
de  la  formule  (1) 


Ce  n*efit  na«  tout  La  lettre  x  etanf  generale  j>eut  etre  remplac^ 
par  une  caracteristique ,  et  la  Ibrimde  (l)  fournit  le  moyen  de 
Souver  Toperation  indifpiee  par  une  fonction  rationnplle  et  fraction- 
naire  de  cette  caracteristique.  Eiitrons  ä  ce  ^ujet  dau.s  quelques 
d^taiU. 


§.  II. 


Substituons  d'abord  la  caracteristique  8x  a  x  dans  la  iurmule  . 
(1),  alors,  en  designjint  par  qox  uue  fooctioD  quelconque  de  la  va- 
riable X  ä  laquelie  ae  rapporte  le  eigne     ,  on  aura 


et  la  recherche  de  Fttsptession 
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«era  redvite  ä  la  recherche  des  escpmsloos 

Mais  fx  t  taut  une  tuuction  rationnelle  et  entiere  de  ar,  on  trouvera 
(lirectemeut  /d^  9>x  •   Nou^»^faisoDs  doDC  pour  plus  de  siiupiicit^ 

/*  =  1 , 

de  8orte  «u  on  peut  prendre  js^O  et  fKQ=0.  Oaos  ce  cas  la  for- 
mule  (1)  9.  I.  8e  iiSduira  a 

et  r^qiiatioD  (1)  §.  IL  deviendra 

A'i  et  1^«  etant  determioes  par  le$  equatioos 


Posons  malDtenant 
on  auta 

(3*— Tfc)     =  9« , 

QU 

equation  dÜEerentielle  ä  laguelie  on  satisiait  eo  prenant 

et  svbstitiiant  cette  yaleur  de  y  dans  T^quation  (6)  od  trbavera 

,Donc  requation  (3)  se  chaugera  en 
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•t  la  Mcbercbe  de  rcxprcMioD 

1 


d^pendra  d*operation9  connues. 

Le»  CO ri Stanley  d  iriteciration  soot  cojn[>ri>es  impliritement  (fans 
le  «econd  nienitire  de  1  equittioo  (7).  Pour  les  aToir  explicite«, 
Dous  nppeloo«  la  formale 

x«y^ ^fx  dx       at*  v-^     +  X' 

X  tüint  une  valeur  parlicnliere  de^.  et  C  (le>iiiijant  une  quanfite 
ioddpendanle  de       mai«  du  reste  arbitruire  et  function  de  imies 
les  Tftriablee  aotres  qoe  x  mu  soient  coDteottes  daos  la  fondioii 
Dapt^s  cela  la  fonnnle  (7)  sera  mbe  aous  la  forme 

daos  laquelie^oo  a  po^^e,  pour  abrdger, 

Jt=m|  1  „ 

C  ^tant  foDctioD  arbitralre  de  r  et     mais  ioddpendaate  de  ^. 
D*aUleiira  on  a  smvant  nne  fonnnle  conaue 

4=0 

OU 

afp  /*•  CÄ*  =  *F*  (w  A)  e'*'  ar*  SP*-*-*  CÄt , 

h 

h  etuui  un  uouibre  eotier,  et  (nu—i)  etant  determine  par  i'equatioo 

*  (in-l)(itt~2)...(7nW/) 
-       1.2.3.4...    h  • 

4 

h 

Or,  pulaque  (»»--1)  et  Rh  sont  indt^pendatits  de      et  que  C  re- 
prdscnte  une  qnantlte  arbitraire  mais  iod^peadaiite  de     od  sab- . 
stituera  slroplcmeot  C  k 
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•  tpi  fUt  iUftodn  C  de  A:  dooe  on  «ms 

et  FiSquatioD  (9)  se  röduit  a 

(10)  K=:£ 


Les  Operations  indiqu^cs  dans  le  second  membre  de  cette 
equation  sont  relatives  a  k  et  //.  D^apres  cc  qui  a  ^t^  dit,  la 
lettre  C  sera  par  suite  cen«ee  rorirtlon  de  k  et/?,  etpotir  exprimer 
cette  depefidance,  nou8  rcinpljK-oiis  C  par  f  fc.A.  Avec  cette  di- 
stinctioii  nous  substituons  la  valeur  de  Ä  de  i'equatioD  (10)  daos 
la  fonniile  (8),  et  il  viendra 


£n  Tertu  d'uoe  (brmtde  connue»  on  d^veloppera  eDcore  la 
derivee 

de  mani^e  qii*oii  alt 
ou 

(13)         P  ='^*  (a:-a:')*  ^^r' , 

eo  posant,  pour  abreger. 


h 


ou»  suivant  i'equatiou  (4), 


(14)  =  («*it)iiit  .V,^  ^ 


L  equation  (13),  jointe  ä  l'equatioo  (12),  traiwformera  la  for- 
niule  (11)  en 
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CD*  =:  ^  £      .         t/  * 


(15;  Itt^     =  £  i 


Les  formule*«  fll)  et  (15)  sorit  generale--  t^t  snh^i'sfenf  pour 
toute  fonction  raliouiielle  et  eutiere  I'  r  ei  |  "ur  lt>ule  JuihIiou  ^x. 
Elles 

1.  Lor^que  1  equatiou  , 

Fr=:0, 

re^olue  par  rapport  a  or,  n'a  pas  de  racines  egales ,  c'eet-a-dire 
qvLoo  a 

■ 

b  fonnule  (11)  se  Nduit  k  . 


(16) 


2.  Lorau'on  fait  m=l  et  qa'on  sub^titae  simplemeot  n  et  f 
k  »1  et  Ti ,  la  fonuule  (11)  doDoera 

Or,  pour  ce  cm  l'^quatioii  ^)  se  rMnit  i 
(t8)  F,  =  (*-r)-, 

d'oü  il  smi 

et 

douc  OD  aura,  eu  egard  ä  l'equatioo  (4), 

J?    -     «    —  i 


piib 
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Oette  ^quation  jointe  h  l'^quation  (18)  change  la  fotmule  (17)  en 
3.    En  pranatit  r=:0  daos  la  präc^entof  od  obtient 

foniiulo  fiar  iaquelie  une  Integrale  multiple  c»era  rameo^e  a  uue 
iotegrale  tiimple. 

II  est  bon  d*obaerver  qu*en  rösolvaot  par  ra]iport  a  u  T^quatioit 
differeutieile 

OD  aura 

1 

et  oue  nar  suitc  la  valeur  de  u  aera  expnmiSe  par  le  second  inembr^ 
de  la  iorroule  (11)  ou  (15).    On  voit  que  cctte  vaicur  de  «  cotn- 

{od  des  quantiti^a  arbitraires  doot  le  nombre  est  egal  k 
ägal  au  degi^  'de  la  fonction  Fs  par  rapport  k  sc. 

§.  III. 

SoU      un  signe  d  opdratioD  determine  par  Täquatioii 

a)  A./-,=t+iz:£s.. 

^  Substituons  ^«  a  ^  dana  la  formale  (2)  §.  Ih,  et  appUquoDS  lea 
,  opörationa  k  une  fooctioo  9« Od  aura 


Or,  en  posant 


1 

3^  =ÄZ^9»» » 


ü  auit 


Digitized  by  Google 


394 

Ration  ans  dilltfienees  finles,  qai  sera  verifi^e  en  prenant 


ou 


x  ^tant  une  valeur  particuli^re  de       le  signe  2f  se  rapportant 

ä  la  vnrinhie  doiit  Taccroissement  est  represente  par  f,  et 
JIx  etimt  une  fonction  qui  ne  chani^e  pas  ,  l'on  attribue  ä  r 
raccroi88ement  s,  mais  du  reste  arbitraire  et  fouctioo  de  r  et  k. 
Oo  aura  par  sulte  * 


1  f   ^ 

ce  qui  change  la  formnle  (2)  en  , 

daos  laquelle  od  a  fait>  pour  abreger^ 

2  \i^irk)J  Rh  lU . 

Suivant  une  foimule  coDoue  en  dädnit  de  ceUe^ci 

'et  comme  od  a 
U  vieodra 


h 

Or,  (^^^^V  «tai^t  iodepeDdaots  de      et  JI*  WF®* 

sentaat  une  fonction  arbitraire  des  variables  autres  que  od  wak' 
stituera  simplement  lU  k 


(l+«rit)'» 
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ee  qai  fait  döpendre  Ilsde  ki  donc  od  aura 

C'est  cette  valeur  de  K  qu'il  faut  substituer  dans  la  formule 
®9  et  pour  mettre  en  evideoce  que  Iis  depend  de  A  et  od 
poorra  wnn  IIx,k,h  au  Heu  de  ü«.  A?ec  cette  dietinction  il  viendra 

*  '  '  J5=iii-f  1  A=»t  * 

+  2:       £  a:(a?— 2£)...(a:— l«)(H-«rjt)TI7x,M- 


Reniarquons  qn'on  pent  faire  subir  ä  la  formule  (4)  des  trans- 
formations  et  flov;  siniplifications  semblabies  ä  Celles  <^iie  Ton  a  fait ^ 
8ubir  ä  la  form  nie  (11)  §.  If.    Observons  de  plus,  queo  reäolvaot 
par  rapport  a  u  l'equatiou  aux  diilüieiices  fioies 

\»  fligne  ^«  ^tant  toajonrs  d^tenaiDÖ  par  T^quatioD       od  aina 

Donc  la  valenr  de  it  scra  exprlmee  par  le  second  menibre  de 
1'eqiiation  (4),  et  Ton  v(»it  ((irdle  contiendra  des  foactioDS  pörio- 
«Üques  doot  ie  noiubre  est  ^gai  a 

4*  ^'ä + •  •  • 

ou  egal  au  degre  de  la  fonction  Fx  par  rapport  h  x.  Ajoutons  ou'eii 
vertu  de  requation  (I)  le  sigDe/^«  ;se  r^duira  au  eigne  Bs  t  loia- 
qu  OD  fait 

f  =  0, 

<t  que  par  coDft^qaeDt  la  formule  (4)  räproduirala  formule  (11)  (•  IL 

§.  IV. 

.  Ed  adoptant  les  memes  notatioos  que  dane  les  paragrapbes 
fiMdents,  et  rcmplacant  par  le  sign«  dans  la  iurmulo  (2) 
i- 11.,  il  Tieot  ' 


i 
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Soit  ^«,|  noe  foDctioD  des  variables  amcqaelles  se  np> 
|»ortent  les  eignes  B,,  d^f.  Od  di^iilt  de  Nquation  pr^^ente 

et>  en  vertu  des  ])riQcipes  etablU  daos  ie  §»IL,  cette  formule  sera 
mise  60U8  la  forme 


da:' 


D'aUieurs  on  a  gendralemeot 

r 

et 

(3)  , 

ce  qui  change  la  precedeute  en 
foimide  qui  fait  voir  commeDt  Top^ratioD 

peut  ^tre  appliqip^  a  noe  fonctioii  quelconque  de  x  et  Posons 
maintenant 

(5)  9*19  — ^  f^a» 

p  ^tant  le  degr^  de       par  rapport  ä  x.  On  aura 

et 9  en  vertu  de  la  foimnle  (20)  §•  IL, 

y  eiant  uuc  vaieur  parücidiere  de      ei^      de^ignaot  une  quantit^ 
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indepeiidanto  de  «,  fnaif  du  reste  arhitraire  et  fonction  de  h  ei  x* 
De  pluä  Uli  tiic  de  la  precedente^  eu  egard  a  la  i'ormule  (3)  , 

+  2?  0+rk(a?-a?')]*Ä. 


En  substituant  tes  valeurts  de  q>Xyy  et  dy  ^x'^y^rj^x^x')  tirees 
des  äquatioDS  (5)  et  (6)  dans  la  fonnule  (4)^  ii  vieodra 


er 


la  valeur  de  //  etant  fourDic  par  i  equatioo 
Puis  on  a 


n  ^tant  un  nombre  entier :  donc 

■ 

^quatlon  qa*oti  pent  mettre  soiis  la  forme 

ayant  fait^  pour  abröger, 

4 — Bl-f-l    1      .  _  • 

ou  bien,  suivant  T^uatioo  (4)  §»  IL« 


n 
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Mais»  en  iterto  da  thöor^me  V«  du  Nr.  XXXV.  T.  TII;  de 
journal»  od  a 

pour  toat  nombre  eptier  et  positif  n  inferleur  au  degre  de  la  foneäoD 
7x  dimiDud  de  TuDif^.  Od  aura  par  coDadqiient 

lorsque  n  sera  uii  nomhre  cntier  et  positif  inferieur  a  p — 1.  Or, 
tt  est  DOD  seulement  ud  Dombre  entier»  oiais  rdqnanoD  (8)  fait 
Voir  que  it  representcra  DD  des  nombres  0»  1»  2,*,.h,  et  h  ud 
des  nombres  0,  1,  2«  .••|»— 2,  de,  soHe  que  n  sera  toujours  io- 
fdrieur  a      1.  Dodg  od  aura 

et  par  saite 

ir  =  0; 

ce  qid  monfre  que  les  foDctioDS  arUtraires  Bh  comprtses  dana  It 
diaparaitront  de  la  formule  (!),  laquetle  sera  en  coosdqtteDce 

ft-<  '<M  I  %  m  ■  Wfc 

Remarquons  que  lorsque  rdquatioo  ans  dirMes  partieUee 

dans  laqaelle       Fd^  represeote  une  fonction  bomogeoe  du  degre 

^  par  rapport  aux  caractöristiques  ds»  ^$  sera  ri^solue  par  lapport 

^  tt,  il  vieodra 

d'oü  U  suit  que  la  valeur  de  u  sera  expriin^  par  le  secoDd 
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membre  de  la  formule  (9).  Ajoutoos  que  cette  valeur  de  n  com- 
prend  des  fonctioDS  arbitraires>  doot  le  nombie  est  egal  a 

ou  ägal  aa  degi4  de  la  fonctioD  F«  par  lappart  h 


§.  V. 

La  Ibnnule  (1)  {•  IV.  n'est  qu*iiD  caa  parCicalieT  de  la  foimale 
plas  gäa^ale 

ätaot  une  fonotion  des  siirnes  dy,  dz,...,  et  (px,y,z,...  nne  ioDctioD 
des  variabieä  x,  y,  z,.*,  aaxquelles  se  rapporteiit  ies  s^oes 
3jr,  Cette 'fonniile  se  deduit  de  la  fomunle  (2)  §.  IL  eo 

sabstituant  le  signe  dxkxet  appllquant  lea  Operations  k  la  fonctioD 

9jr,y>s,..<  D  apres  ce  qui  a  ete  dit  daas  le  §.  IL  ou  en  d^alt 

C  etant  indiSpendant  de  mais  du  reste  arbitraire  et  fondioD  de 
^9  h,  ff,        >  Cette  foraiule  fera  d^penibre  l'op^atioD 

d'aoe  Operation  de  la  forme 

(3)  e"^4.,..  • 

Lorsque  le  signe  ^  rej[nrd8eDte  une  looction  du  premier  degrö 
par  lapport  aux  caract^riatiques  By,  d«,..»  aoit 

=  aö^  4-  ßdz  +  ... , 

OD  ania 

Mais  le  signe  y  passant  le  preniicr  flegr^,  Ü  ne  sera  plus 
possible  d'exprimer  Texpressioii  (o)  en  forme  fiaie.  Toutefois,  ea 
röduisaDt  eu  äerie,  od  a  ^eueralemeot 
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7  i^taot  an  Dombre  entier>  et  «  un  nombre  entier  et  positif  qu'oD 
peut  Cure  accroitre  jusqu'ä  rinfini:  d*oü  il  suit 

—  7* 


dans  laquelle 

On  ne  8aura  donc  determinor  i^dneralement  la  valeur  de  roperation 

c"^/J^,2, ..  ])our  tonte  l'otictiofi  /'y,z,...        ]>onr  toiifes  ies  valeurs 
quon  attribue  aux  variabies  // ,  2,..  IVlai.s  la  Ibnetion  ^,a,..,  «taut 
rationneile  et  entiere  par  ra})i»ort  a  y,  1 ou  du  moins  dövelop- 
pable  en  särie  convergente  pour  toute  valeur  des  variables  ^,  2  j  • 
on  aura 

5  r=:  0, 

lofsqu*on  attribue  a  $  «ne  valeur  infiniment  grande,  ce  qui  cbaogt 
r^qiiation  (4)  en 

formule  qns,  jointe  a  la  foFmule  (2)>  fera  connaitre  la  valeur  de 
Texpreeaien  1 

Dans  quelques  cas  onjparvientmtoe  id^terminer  rexpressioo 
(3)  ä  l'aide  d'lnt^grales  d^nniea.  En  eifet^  partant  del'equation 

T  Sft/  —ÖD 

et  rempla^ant  u  par  t-^fi,  ou  ea  conclut 

en  supposant  que  fi  ne  solt  pas  infini»  ou  bien>  en  supposaot  qn* 
le  prodait 

soit  nul  pour  ^=db<30.  Puis  on  a  pareiliement 

^TT-  f      e     e  du, 

V  »  /  —OD 


Digitized  by  Google 


401 

•t  alnti  de  «iiite.  En  porant,  pour  fixer  lee  Id^^s, 

et  appliquant  les  op^ratiouä  a  une  fooction  de  ^  et  od  tire  de 
k  precedeote 


0 


4 

^outone  toafefois  que^  d'aprto  ce  qu'on  vient  de  dire»  cette 
ftnniiie  enbewteia  seulemetit»  lorsqve  Texpiaflsion 


ft^^Taoouira  pour  <  =  ^ao  etii=db^* 


TM  m  S6 
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Bin  paar  elnfkiehie  Anwendmifpen  der 

geometrischeil  Darstellung  imaginärer 
Zalilen,  insbesondere  auf  cubisclie 

Ctl^ebunKen. 

VoB  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

SU  Uannuver. 


Di«  durch  Gauss  b^riindete  Thfiorie  der  romploxen  Zahlen 
wGrde  nach  unserer  Ueberzoui^Tina;  f^pwiss  eine  viel  schnellere  Ad- 
erkpnnuns  und  Verbreitung  j^ofunden  hnJnMf,   ^venn  es  dem  be- 
rühmten Geoinetei  EjefaHen  hätte.  zu2:lei<'h  recht  zahlreiche  An- 
Wendungen  jener  Theorie  zu  [^eben ,  und  nir  glauben  selbst,  das9 
es  jetzt  nocli  nicht  zu  spät  sei»  solclie  Aow^Ddungen,  so  Tiei  sieb 
ihrer  darbieten  wollen  und  so  einfach  sie  auch  an  sich  sein  mögen, 
aufzusuchen  und  bekannt  zu  machen.   Am  nächsten  liegtsn  die  An* 
wendunjjen  auf  die  Theorie  der  algebTaisc?H*n  rilpirhnni^cn  ,  wozu 
wir  bereits  Tbl.  VI.  8.  225.  des  Archivs  einen  lieitrai^  zu  Leben 
ver.sucht  haben;  ein  paar  der  einlachsten  wollen  wir  hier  noch 
folgen  lassen,  indem  wir  die  Voraussetzung  matben,  dass  die 
Einlachheit  der  Gegenstände  in  dem  angegebenen  Grunde  ibre 
Rechtfertigung  finden  werde.   Vielleicht  dürften  sie  Lehrern  rar 
Benutzung  beim  Unterricht  willkommen  sein. 


1. 

£s  sei  die  Gleichung 

^  — a=rO  (!) 

j^cgeben,  wo  a  eine'  positive,  negative  oder  imaginnre  Zahl  be- 
deuten mag»  so  ist  die  vollständige  Aullösung  derselben  in  der 
Gleichung  * 


Digitized  by  Googl 


403 


*==1^((a)) 

cnflialteD*   Denn  man  €0ti8tnilr#  die  ZsM  n  In  der  Ebene  der 

conplexen  Zahlen ,  «nd  sie  nehme  daselbst  die  Gestalt  an 
ofcos^) Lisino)),  wo  tp  einen  zwischen  0  incl.  und  2n;  enthaltenen 
Wiokel  darstellt:  so  wird  Hör  Glelchunsj  (1)  jeder  (0^1)10X6  Werth 
für  X  goniiiren,  dessen  Modulus,  zur  Potenz  n  erhoben,  =^  und 
dessen  Winkel,  n  mal  gesetzt,  eutueder  9  selbst  oder  einen  um 
«n  Vielfaches  vou  'lit  davon  verschiedenen  Werth  liefert,  d.  h. 
niD  wird  haben 

wo  (ÜT  k  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder 
Null  pesettt  werden  &tf,  Daee  dieser  Ausdruck  Hbrigens  nur  n 
TOQ  einander  verschiedene  Werthe  darstellt  ^  die  In  der  Ebene  der  . 
eomplezen  Zahlen  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Peripherie  eines 

Kreises  vom  Hailimcsscr       liegen^   ergibt  sich  aus  der  Con« 
itnction  des  Ausdrucks  unmittelbar. 

60  entsprechen  z.  B.  der  Gleichung 

wo  gssi  and  ^=4  BQ  setzen  fst»  die  drei  Wurzeln: 

=  cosO -f  tsin  0  =  1 , 

cos^  +  »siny=:— +  2 

jt,  in  in        1     1^— q 

af"=  CO«  ^  -f  i  sin  -j-  =  —  J  ""2    —  ' 

welche  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  Taf.  Vf.  Fig.  4.,  y^oAX 
fie  positive  reelle  undilFdie  positive  imaginäre  Einheit  bezeichnet, 
durch  die  Piinkte  X,  By  €  dargestellt  werden.  Diese  Werthe 
^^"urden  erhalten,  indem  man  Ä:  =  0,1,2  setzte;  wollte  man 
3  etc.  annehmen ,  so  würde  man  nur  wieder  zu  den  nämlichen 
Punkten  der  Ebene  gelangen. 

Oder  der  Gleichung 

0:3+1  =0, 

Wo  ^ssl  und  9>=s»  au  setzen  Ist»  entsprechen  die  drei  Wnrieln: 


*)  Wir  verstehen,  iiiicii  Cuurhy,  iuimer  die  positive  Wunftlf 
^cmi  wir  ein  einfache«  Wurzelzeichuu  «etzen.  , 


r 


4 
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X    =  C08  j+ ISIII  j  =  2  + 1 

^  =  cos  n  +  isln.«  1» 

In  Taf.  VI.  Flg.  5.  B,  C,  D.  '      ^  , 

Ebenso  entspiechen  der  Glelclniog 

(5  +  5^^=5)  =  0, 
wa.^  =  l  und  ist,  die  drei  Wurzeln: 

x"  =  cos^  +i  sin  ^=-0.7660+  i.0,6428, 

a^'  =  cosl^+£sin^=-0,1736-i.0,9848; 

in  Taf.  IV.  C,  D.  In  allen  diesen  Fällen  fuhrt  jeder  der 

Bögen  XB,  XC,  XD,  wenn  man  ihn  von  X  aus  dreimal  auf  der 
Kreisperipberie  abträgt,  genau  \viedcr  zu  den^ienigen  Punkte  der- 
selben, der  dem  Winkel  (p  der  gegebenen  Zahl  a  eutijpricbt,  näm* 
lieb  in  Tal.  VI.  1  ig.  4.  zu  X,  in  Taf.  VI.  Fig.  5.  «i  C,  lO 
Taf.  VI.  Fig.  e.  zu  M;  die  Punkte  S,  C,  D  selbst  aber  liegen 
um  je  120  Grade  aus  einander. 

Wenn  der  Modulos  ^Von  a  Teiscbieden  Ton  Eins  Ist,  so  gebt 

die  vorstehende  0])er;ition  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser 
vor  sich ,  worüber  es  keines  Zusatzes  weiter  bedarf.   Ebenso  be- 
darf es  kaum  der  Erinnerung,  dass,  wenn  die  complexe  Zahl  » 
In  der  Form  a+iß  gegeben  ist,  man  q  und  9  durcb  die  Uleicbungeo 

zu  bestimmmen  bat.  Mau  vergleiche  übrigens  den  schon  ange» 
führten  Artikel  TU.  VI.  S.  2251.  des  Archivs,  besondcn  §.3.  u.  {.  4> 

Es  sei  ferner  die  GleiGbuag 

a?»+^j:-hr=sO  (2) 

gegeben,  so  werdeu  bekanntlich  ihre  Wurzeln  oaeb  der  Cardam- 
sehen  Regel  durcb  die  Gleichnog 
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gegeben,  wo  y  und  %  an  die  ßedingangen  gebunden  sind: 


'•=-5+v^GJW-'"=-i-v"fö"+a)'-- 

TUD  M'elcheti  drei  Ücd'mguDgsgleichungeD  die  letzte  nur  aussagt, 
disa  das  Prodnet  der  susammengebOrigen  Warthe  von  y  und  z 
reell  sein  mllaee,  wenn  nämlich,  wie  wir  hier  annehmen  wollen, 
die  GoeiBclenten  der  Gleichung  (2)  gleichialla  reell  sind* 

Die  Werth«  von      und      werden  reell  oder  iinagiD.Hr,  je 
Bachdem 

die  beiden  ersten  von  jenen  Üe(lin<z;un<r8{^leichuagea  reduciren  sich 
demoach  im  ersten  Falle  auf  die  Formen 

hk  iweiten  Falle  aul  die  F'onnen 

h  beiden  Ffillen  ISsst  sich  demnach  die  Aufsuchung  der  drei 
Warthe»  deren  sowohl  y  als  z  fähig  ist,  immer  nach  der  vorhin 
an^e^ebeneo  Behandlung  der  Gleicliunc  (1)  leisten,  und  es  tritt 

mithin  der  sojjenannte  Casns  irreducihiiis  hier  nicht  in  den  Rang 
eineö  Ausnahuiefalls ,  sondern  es  wird  ihm  im  Geiste  der  Theorie 
der  complexen  Zahlen  genau  die  nfimÜche  Behanillnnt?  zu  Theil, 
wie  jedem  uüdern  in  der  ('ardanischeu  Formel  enthaltenen  Falle. 

Statt  die  bekannten  aligemeinen  Formeln  m  entwickeln,  die 
ODS  keine  bestimmten  Construetionen  gestatten  ^vi'i^den,  ziehen  wir 
te  vor,  die  8acbe  au  numerischen  Beispielen  zu  erläutern. 

Es  sei  1)  gegeben : 

a?»— 18jr  +  12=:0, 

^  hat  man 

s  — e+i.  13,416,     SS— 6  - 1. 13,416 ; 

>ve\che  beiden  complexen  Warthe  in  Taf. VI.  Fig.  7.  construirt  sind,  wo  ^ 
AX  die  Richtiinn;  der  positiven  reellen  nnd  A  Y  die  Riebtuns;  der  ^  iÜ 
positiven  imaginären  Zahlen  ljozci(  hnet  :  Aß^^^i)^  i?C==t.  13,416^ .i^  / 
^^  =  — i,  lo,416.   Um  von  hieraus  zu  den  Formen 

f 
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=  Q  (cos  (p  +  { sin  qp)  ,       =  ^'  (cos  9'+ 1  sin 
uberzugehen  j  hat  man  , 


^  =  9'  =    6'H13,4lö*^  r=  14,G96 ; 
'="''°  =  -T4;6ü6'  "'"'^  =  14:096'''="^  ' 

^    '  6  .      /  13,416       /      n/Ko  c./. /  •IQ'/  . 

welche  Grössen  gleichfalls  in  der  Figur  sichtbar  sind,  nämlich 
AC=Q,  XAC^cp,  ADz=q',  XAD=z(p'. 

Die  Werthe  von  y  und  z  selbst  finden  sich  nun  nach  Anlei- 
tung der  oben  gej?ebenen  Auflösung  der  Gleichung  (1).  Man  con- 
struirt  aus  dem  Punkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  flalbmesser 
^£  —  ^1  — 2,449  einen  Kreis  und  schneidet  auf  dessen  Peripherie 
von  E  aus  sowohl  von  EF  ein  Drittel  =EL,  äls  auch  von  EG 
ein  Drittel  ==  EL'  ab ;  alsdann  geben  die  Punkte  L  und  L'  resp. 
zwei  Werthe  y  und  von  y  Und  2  ;  und  geht  man  von  diesen 
Punkten  um  je  120**  und  240"  weiter,  so  erhält  man  die  beiden 
andern  Werthe  von  y  so  wie  von  :,  nämlich  y"  und  y'"  in  M  und 
N,  und  z'^  und  z'"  in  jV  und  A'.  Diese  sechs  Punkte  liegen, 
wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  der  Achse  AX;  nändich  es  entsprechen  einander  L  und  iV, 
iläf  und  J/',  N  und  L'.  , 

Um  endlich  x  zu  finden,  hat  m.an  diejenigen  Werthe  von  y 
und  2  zusammen  zu  suchen,  deren  Product  reell  ist.  Aber  zwei 
imaginäre  Zahlen  sjeben  nur  dann  ein  reelles  Product,  wenn  die 
Summe  ihrer  WinKelzahlen  Null  oder  ein  beliebiges  Vielfaches ' 
von  n  ausmacht  *) ;  folglich  lehrt  ein  Blick  auf  die  Figur ,  dass 
man  a:  zusaiumenzusetzeo  habe 

• 

entweder  aus  L  und      ,  x"  ^  y'  -{-  z'" ; 

oder  aus  Jf/und  M' ,  x"  =  y" -\-  1" \ 

oder  aus  iV  und  U ,  x'"  =  y'"  -f  2'. 

Folglich  hat  man  unmittelbar  in  Betracht  der  symmetrischen  Lage 
jener  Punkte 


Man  kann  dies  analytisch  beM'eiscn,  inileni  dua  Product 
Q  (cos  fp-^isin^^.Q'  (co8^'  -^is'iiKp*)  ~  qq'  (cos  q>-{-^' isin^'-f'^O 


nur  dann  reell  wird,  wenn  am  (p-\-(p' =  0  ist.    Aber  auch  auf  peomeUi-« 
Schern  Wcf^e  ergibt  es  sich  leicht,  indem  die   mit  dem  einen  Factor 
nach  Vorschrift  des  andern  Factors   vorKiinehmendc  Drehung  genau  in 
die  Achse  der  reellen  Zahlen  überführen  muss. 


ä 

jc"  =  2^Uü«l^~  =  2.2,449.  cos  106  rö4*=-4^433, 

« 

af'  =      cos        =2 . 2,449 .  cos 278«  1'  04  "  =  0,6845. 
\Ls  ö«i  2)  gcgel^eii 

;t»+  18;r +12  =  0, 

-f)  +  f 252,  z3  =  -6-^252, 
»9,874  =  —  21^4; 

welche  beiden  reellen  Werthe  durch  die  Punkte  B  uud  C,  Taf.  VI. 

Achne  der  reellen  Zahlen  dargestellt  WOfdeil  mügen, 
hiSm  AB  s  9^4  4C^^  21,874.  HVIIl  man  dieseHien 
«nltrdeii  Foimen 


f.  -y>=;  j^(co09-|-ft»b9),  ^*  SS  ^'(eo89»'4-tsin9}') 

darstellen,  so  hat  aiao  zu  setii^en 

9,874,  if^^\m% 

9  =  0,  (p^n. 


theilt;  die  Theilpunkte  />,  ü,  eutsprecheo  alsdann  den  drei  . 
Werthen  y\  y",  ^"  von  y. 

Ebenen  firi(?pn  sich  die  Werthe  von  2,   wenn  mau  gleichfiills 
aus  /4  einen  Krois  mit  (lern  Halhniesser        —  p'a  =  2,7%7  con- 
«truirt  und  diesen  von  //  aus  in  drei  gleiche  Theile  theilt;  hier 
entsprechen  die  Theilpunkte  J,  il,  K  den  drei  Werthen  t\  j", 
von  z. 

Die  zusammerit^chüiigcu  Werthe  von  y  und  2,  deren  Sumnie 
jp  ausniAcht,  sind  hier  wieder  durch  die  IJedingung  charaktemirt, 
dass  Ihr  Product  reell  sein  soll.  Mit  Racki»iobt  d^riwf«  daee  oech 
dem  Ohisen  in  diesem  Falle  die  Summe  der  Winkeisahlen  von  .f 
uid  %  Ndi  oder  ein  Vielfaches  von  n  betragen  n^nss,  ist  also  x 
susammenxnsetzen 

entweder  aus      Uud  //,       =:=  y' 

oder  aus  E  und  Jf  af'^ff''\-z*\ 
oder  aus  F  und  Üf ,  ä**  =  y  +  2*; 

folglich  erhält  man  unmittelbar  aus  der  Figur 
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s  «t-f  «'1  CM  »  st-OfiSU, 

=  0^7  +(.4,2799, 

=  0^57  — 1. 4,2799* 

Welche  Abkürzungen  sich  bei  dieser  Rechnung  aobringeu 
Imflsen ,  und  wie  «leb  daran  eine  allgemeine  Behaqdlang  der 
danischen  Regel  knüpfeD  lässt,  das  mt  ehDe  Mflhe  klar.  Bemerken 
wollen  wir  nur  noch»  dass»  so  nie  in  der  symmetrischen  Lage  der 

Werthe  von  y  geilen  die  von  z  in  Taf.  VI.  iFi^j.  7.  der  Grund  zu  er- 
kennen ist,  uosshalh  bei  der  Addition  die  rem  Imaj^inären  TheÜe 
verschwanden  und  alle  dreiWertho  von  r  reeii  ^v  urden,  ebenso  io 
der  Verletzung  dieser  Symmetrie  in  i  ai.Vi.  Fig.  8.  der  Grund  gesucht 
werden  niuee,  wesshaln  hier  die  imaginSren  Theile  in  xwef  FiUcn 
stehen  bleiben  und  nur  Ein  reeller  Werth  von  erscheint.  Wenn 
die  beiden  Kreise  in  Taf.VI.  Fig.  8.  einander  decken,  während  alles 
übrige  ungeändert  bleibt,  d.h.  wenn  — 2',  so  tritt  eine  sjTnme- 
triscne  Lage  jener  Werthe  gej^cn  die  Achse  -^4Fcin,  und  es  ver- 
schwinden mithin  aus  den  Werthen  von  x  die  reellen  Theile; 
doch  ist  dieser  Fall  der  stillschneigenden  Voraussetzung  entge- 
gen» dasa  r^O  sein  soll. 


3* 

Man  hat  eine  Formel,  vermittelst  deren  man  die  Quadrat- 
wurzel aus  einer  complexen  Zahl  a-j-ib  auf  algebraischem 
Wege  pndet,  n&niich 

Diese  Formel  finden  wir  dnT«b  geometrische  Betrachtung  wie  folgt. 

Wir  übertragen  die  coiiipiexe  Zahl!a-J-i6  auf  die  Form 
^  (co8  g)-^isiufp) ,  indem  wir  setzen 

CO  werden  nach  Vorschrift  der  Gleichung  (1)  die  beiden  Werthe 
▼on  V  ((a-|-t6))  daigeeteilt  durch 


^(co«|+«in|)  und  «^(dw^ff-f l6in|-f«). 


Digitized  by  Google 


40» 

wcJdw  in  den  cioen  Aiisdniek 

y  «a  ^1»))  =  db  ^*  (coi  I  +  <  «n  |)  . 

zusammengefas6t  Vferdeo  k9Diien.  HieriD  sind  nur  für  cos  ^  uod 
«ing-  die  bekannten  AusdrOcke  dnreh  ces^  an  die  Stelle  laaetzen^ 

der  Gleichung  (3)  zu  gelangen.   Man  bat 


2  ein  ^)  SS  1— cos^s — , 

und  durch  SobatitatioD  dieser  beiden  Werthe  liir  co8  ^  and 
^4  sin  ^  entsteht  nmnlttelbar  die  obige  Fotmel.   Man  überzeugt 

sich  auch  leicht,  dass  trotz  der  mehrfachen  doppelten  Zeichen, 
>velciie  durch  die  Rechnung  hineingekommen  sind,  die  Foriuel  (3) 
dennoeh  nur  swel  Werthe  entbfilt;  denn  die  beiden  Theile  auf  der 
vechten  Seite  der  Gleichung  (3)  müssen  einerlei  oder  verschiedene  ^ 
besitaen»  je  nach£ni  6  positiv  oder  negativ  ist. 


Wollte  man  eine  ähnliche  a^ebraische  Formel  för  Gnbikworael- 
aosslehiing  habend  so  würde  man  setsen 

V" ((a+i6))  =     (cos|+  isin|), 

und  =  (cos  ^  -4- 1  sin  — ^— )* 
und  =  4fi  (cos  i  sin  ^); 

und  hier  würde  es  nothwendig  werden ,  für  cos  %  uod  sin  %  Aus- 

d  u 

drficke  durch  cos     und  sin  ^  an  die  Stelle  lu  setsen.  Aber 
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solche  Ausdrücke  ezMreo  Dickt;  Amm  die  AnilluMig  d«r  l^ 
kaooteo  tileichoogen 

(I)  ~  f    I + 1  = 

liefert  oach  der  CanUnieelMO  Keget 

o    1  *  1  ^ 

1^  2  ^ ((cosy+tsiiiy))  +  2  ^ ((ca8  9»^<8iii^)>, 

^  I     3   I  S  

sin  j  =  2£  ^  ((cosqp-fmDg)))  —  2i  ^  ^^^^^  9 — «  öid  y)) ; 

und  diese  AnsdrQcke  fordern  genau  wieder  die  Auflösung  desjeoi* 
gen  Problems ,  von  dessen  Losung  wir  ausgegangeu  a&na,  so  dun 
wir  uns  im  CiriLei  liewegt  lialMn« 

Aller  man  erkennt  leicht ,  dass  diese  Scliwierigkeit  mit  feoer 
andern  zusammenbängt ,  dass  man  nicht  hn  Stande  ist,  durch  die 
Hfilfsmittel  der  Elementar -Geometrie  einen  Winkel  in  drei  sjleicbe 
Theile  zu  theilen;  —  denn  wäre  eine  Construction  zu  diesem 
Zwecke  vorbanden,  so  lir.iiK  lif man  ihr  mir  mit  der  Recbnun2;  zu 
folgen,  um  auch  für  jenen  Fall  die  jjesiichte  Formel  zu  erhalten; 
—  und  es  zeigt  sich  somit«  wie  die  Unauflösbarkeit  des  berühmteD 
Problems  von  der  Trisectio  anguii  unmittelbar  die  Unaasfiiilrba^ 
keit  der  algebraischen  Cubikwurzelausziehung  ans  compleieo 
Zablen  zur  Folge  bat ,  ja  mit  ihr  bei  unserer  geometrischen  AbI- 
fassung  der  eomplexen  Zahlen  eines  und  dasselbe  Ist* 
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IJelier  die  geometrlsclie  IlarsteUimg 
complexer  Functioneii« 

Ton  dem 

Herrn  Doctor  T»  Witt  stein 


1. 

WoTm  man  sich  Ton  <foni  Ltiule  einer  Function  ?y  =  /*(;?),  wo 
y  und  j:  nur  reeller  Werthe  Dlhls;  sind,  ein  anschauliches  Bild 
eDtwerfen  will,  so  ptlegt  man  in  einer  Ebene  die  Werthe  von  a: 
nuA  y  als  rechtwiDldige  Abscissen  und  Ordinaten  zu  construiren 
und  ai«  Endppnkte  dieser  letzteren  durch  einen  Zwy^  zu  verbinden» 
der  sodann  nie  geometrische  Darstellung  jener  Function  abgiebt. 
Diese  Veranschaulichiing  hört  aber  auf  anM  cndbar  zu  sein,  sobald 
für   r  und  y  auch  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen, 
und  so  pflegt  man  z.  B.  überall,  wo  für  {gewisse  reelle  Werthe  von 
X  die  Werthe  von  y  ins  Imaginäre  faÜen,  die  betreffende  i'urve. 
ab  geschlosaen  anzusehen  umt  darüber  hinaus  von  einer  geonie- 
Iriscnen  Darstellung  der  gegebenen  Function  nicht  \Teiter  zu 
reden.    So  schätzbtir  mm  ;ihcr  —  und  zwar  nicht  für  Lernende 
aileiin  —  selbst  zur  Lösung  rein  analytischer  Fragen  jenes  geome- 
trische Hülfsmittel  ivst,  eben  so  wichtig  wird  die  Frage,   ob  und 
wie  dasselbe  auch  auf  imaginäre  Functionen  Ausdehnung  finden 
'  kSnne:  eine  Frage»  welche  In  der  von  Gauss  gegebenen  Miiglich* 
keit,  imaginären  Zahlen  eine  geometrische  Bedeutung  abzuge* 
Winnen,  eine  befriedigende  Antwort  zu  versprechen  scheint.  Wir 
wollen  nachstehend  einige  Untersnchungen  darüber  anstellen,  wie 
weit  man  hierin  gelangen  kann,  und  welche  Anwenrliinffen  sich 
daraus  s()\vf)hl  für  die  analytische  Geometrie,  als  auch  rückwärts 
tür  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  ziehen  lassen. 

« 

2. 

Wollte  man  unter  der  Voraussetzung ,  dass  sowohl  für  x  als 
such  für  y  imagin&re  Werthe  zi^lassen  werden  sollen  >  allgemein 
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f!*ie  Aufirabe  stellen,  die  Function  y=zf{a:)  nach  Analogie  der 
reellen  Functionen  geometrisch  zu  constniiren ,  so  ist  nicht  schwer 
zu  übersehen ,  dass  dieser  Aufgabe  in  ihrem  vollen  Umfange  nicht 
Genüge  geleistet  werden  kann  Denn  offenbar  würde  man  als 
Analogo n  der  AbtciraeD- Achse  in  der  Ebene  >  hier  die  £bene  der 
conplexen  Zahlen  —  gleichsam  eine  Absei ssen -Ebene  ^  an- 
zuseilen haben,  als  Analoeon  der  Ordinaten  -  Achse  aber  eine  mit 
jener  rechtwinklig  verbunoene  zweite  Ebene  der  complexen  Zah- 
len, —  eine  Ordinaten-Ebene,  —  zu  welcher  sodann  durch  den 
Endpunkt  einer  jeden  Abscisse  eine  Parallele  gelegt  werden  könnte, 
die  sa  dem  feetznlegenden  Punkte  hlnlührto.  Welche  Li^  man 
nun  auch  der  Ordinaten-Ebene  geben  wollte»  so  wurde  deonoch 
Immer  zwar  zu  jedem  complexen  Coordinatenpaar  ein  bestimmter 
Punkt  (Ipk  Raumes,  aber  nirht  umgekehrt  zn  jedem  Punkte  des 
RauiiK  s  ein  bestimmtes  Paar,  sondern  eine  unendliche  Menge  von  * 
Paaren  complexer  Coordinaten  gehören;  und  damit  ist  die  Unzu- 
länglichkeit dieser  geometrischen  Versinnlichung  hinreichend  dar- 
getnan*  Wenn  man  nun  die  Ueberlegung  macht,  dass  zwei  com- 
pleze  Coordinaten  jederzeit  vier  von  einander  unabhängige  reelle 
Grossen  enthalten,  während  deren  drei  schon  zur  Festlegung 
eines  Punktes  im  Räume  hinreichen,  so  Hegt  der  Schluss  nahe, 
dass  erst  in  einem  Räume  von  vier  1) i in ensio nen  ausführbar 
sein  würde,  was  uns  der  thatsäcblich  vorhandene  Raum  vuu  drei 
Dimensionen  versagt 

Aber  die  genannte  Unausführbarkelt  zieht  noch  eine  andere 
Folge  nach  sich.   Nimmt  man  nämlich  für  den  Augenblick  eioen 
Raiun  Ton  vier  Dimensionen  als  zulässig  an,  so  kann  man  In  dem-  - 
selben  ebenso,  wie  in  der  Ebene  die  beiden  reellen  GoordlnateD 
X  und  ff  durch  die  einzige  eompleze  Zahl 

dargestellt  werden,  auch  die  beiden  complexen  Coordinaten 
x^af  ^it^  und  y=y''\-iy"  in  die  eine  wir  mOchten  sageo 
hypercomplexe  Zahl  zusammenfassen 

woj^=i2=— 1  sein  muss,  indem  /  eine  neue  Imaginlte  Einheit 
bezeichnet,  die  den  rechtwinkligen  Uebergang  aus  der  conijtlpxeri 
Abscisse  in  die  romplexe  Ordinate  zu  vermitteln  hat.  Dieses  liodet 
eine  merkwürdige  Bestätigung  durch  eine  Untersuchung  von 
Hamilton^).  Derselbe  stellt  nämlich,  um  aus  der  Ebene  der 
complexen  Ziahlen  In  den  Raum  fiherzugehen,  hypotbetiscli  die 
drelfiieillge  Form  auf 

e  -|- 16  +  je , 

als  deren  Modulus  die  positive  Quadratv^urzel  ans  a^-l-d'-l-^* 
anzusehen  ist»  und  gelangt  durch  arithmetische  Operationen  an 

*)  S.  d.  Abhandlung:^  „On  Qaaternions,  or  on  anew  System  of  Ima- 
ginarie«  in  Algebra.  By  Sir  W.  R.  Hamilton"  in  dem  Philasophical  Maga- 
zine für  1844  und  1845,  vo  dieselbe  bis  jeUt  noch  nicht  geschlossen  ist. 
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dieser  Form,  und  mit  Festhaltun»  den  Gesetzes ,  dass  der  Modulus 
eines  Products  «gleich  dem  Produkte  der  Modul!  der  Factoren  sein 
müsse,  zu  dem  Resultate,  dass  jedes  Product  sich  unter  der 
viert  heiligen  £orm 

darstelle,  wo  man  ijz=: — ji=k  und  k"^— — 1  zu  setzen  und  die 
positive  Quadratwurzel  aus  a'-f  Ä^-f  c^-1 -t/^  als  Modulus  derselben 
cMizusehen  habe.  Das  Rechnen  mit  diesen  viertheiligen  Formen 
CQuaternions)  liefert  aber  wieder  nur  Tiertheilige  Formen,  deren 
Kotwickelung  den  Gegenstand  der  augeführten  Abhandlung  nus- 
iiiacht,  und  damit  scheint  in  der  That  unsere  oben  auffjestellte 
li'orm  einer  hypercompU x<»n  Zahl,  als  nächster  Fortschritt  von  der 
complexen  Zahl  aus ,  su  y  ic  die  Forderung  eines  Raumes  von  vier 
Dimensionen  zur  AnsfiQhrung  der  Operationen  an  diesen  Zahlen, 
Tollfcommen  gerechtfertigt  sn  sein« 


Aus  dem  Vorsteheoden  lässt  sich  ohne  Mühe  der  8chluss 
sieben,  dass  der  Kaum  von  drei  Dimensionen  In  allen  denienigen 
Fällen  zur  geometrischen  Constmction  der  Fanction  y^f(x)  hin- 
reichend  sein  muss ,  wo  entweder  nur  x,  oder  nur  y  imaginäre 
Werthe  annehmen  kann,  während  die  andere  Veränderliche  reell 
bleibt 

Es  sei  erstens  nur  x  imaginärer  Werthe  filhig,  so  wird 

man  die  Ebene  der  complexen  Zahlen  als  Ebene  der  ar,  und 
eine  im  Nullpunkte  derselben  errichtete  unbegränzte  Normale  als 
Achse  der  y  anzuseher»  haben.  Jedem  complexen  Werthe  von 
X  gehört  sodaun  vermöge  der  Gleichung  y^f{x)  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes  zu,  und  umgekehrt,  und  das  Contlnuam  aller 
dieser  Punkte  von  — oo  bis  x—-\-(^  bildet  eine  Flfiche, 
ivelche  mithin  das  geometrische  Bild  der  g^ebenen  Function 
darstellt. 

Es  sei  sweitens  nnr  y  ima|infirer  Werthe  flihig,  so  wfr4 
eine  beliebige  im  Räume  gesogene  Gerade  die  Achse  der  .r,  und 

eine  im  Nullpunkte   derselben  normal  damit  verbundene  Ebene 
der  complexen  Zahlen  die  Ebene  der  y  abgeben.    Hier  gehört 
jedem  reellen  Werthe  von  x  ein  bestimmter  Funkt  des  Raumes 
zu,  und  umgekehrt,  und  da^s  Cuutinuum  aller  der  Function^ 
entsprechenden  Punkte  von  qq  bis  «=-f-ao  bimt  ein« 

Linie,  welche  als  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Fnm^on 
ansusehen  sein  wird. 

Setzt  man  im  ersten  Falle  ;r=ar'-4-u/',  so  dass  mithin  die 
Achse  der  ob*  als  Achse  der  reellen  Zahlen  und  die  Achse  der 
als  Achse  der  Imaginären  Zahlen  in  der  Ebene  ^der  x  betrachtet 
wird,  so  hat  man 
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oder »  wie  man  im  CSeUte  der  analytisclieD  Geooißtrie  scbreibtii 
würde, 

als  Gleichung  der  reeultkendeo  Fläche 

Setzt  mao  ebenso  im  zweiten  Falle  y—y-^-igT  vnd  zerflült 
f(s)  in  die  beiden  Tfaeile  ^ix)J\-i^x)t  so  siod  gfelehfaiis  Im 
Geiste  der  analytischen  Geometrie 

dte  blöden  (iMehangen  der  entstehenden  Linie. 


4. 

Es  liegt  auf  der  Hand»  dass  die  beiden  angegebenen  Con« 
structionsmetlioden  auch  dann  noch  anwendbar  bleiben  ,  wenn  für 
beide  veränderlirlie  x  und  y  ima&^iuäre  Werthe  zugelassen  wer- 
den, aber  zui^leich  eines  von  den  vier  Best'nniiuinijsstücken  dieser 
beiden  comnlexen  Werthe  in  der  ('onstruction  unbeachtet  bleiben 
darf.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  j^ind  wir  im  Stande ^  die  Mehr- 
zaU  der  bis  Jezt  gegebenen  Beweise  des  Satzes: 

d as  s  j  e d  eiF  a  I  e b  r  a i  s ch  e  Ii  G 1  e  i  eh  u  n  g  m  i  t  E  i  n  e  r  üo« 
bekaiuuten  durch  einen  :Compiexeii  Wertii  dieser 
Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann, 

an  dem  Faden  der  genannten  CoDstructioDsmetbodep  systematisch 
zu  reproduciren. 

Es  sei  die  FimcttoB  y  =.f  {fc)  -von  der  F-orm 

und  man  eohalte  dusch  4ie  Substitution 

o;  =  p  -\-iq  =  r  (cos     isin  i) 

das  ResuHat 

so  ist  zu  beweisen ,  dass  man  durch  ßchicUiche  Wahl  von  x  zu 
dem  üetiuitate  ^  =  0>  d»  ii.  eutweder 

wobei  r  jeden  belieben  Werth  haben  kann,  oder  gleichzeitig 

/>=0,  0 

gelangen  kOnne. ' 
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als  Function  von  :r  zu  ronstruiren,  nobei  nach  der  ersten  der 
olni^en  Constructionsiiietlioden  zu  verfuhren  sein  ivörde.  Die  ent- 
stehende Fläche  liegt;  da  R  nur  positiv  ist,  vollständig  auf  Einer 
Seite  der  Ebene  der  x;  ferner,  wenn  x  iQber  eine  gewisse  Grusse 
liloaus  «vächst,  so  entfernt  sie  sich  immer  neiter  von  der  Bbeoe 
der  j:;  folglich  muss  sie  in  der  Nähe  des  Nullpunkts  dieser  Ebene 
nothwendlg  wenigstens  Ein  Minimnm  besitzen. 

Das8  nun  dieses  Minimum  nicht  von  Null  verschieden  sei, 
wird  VOD  Gauchy  auf  rein  analytischem  Wege  gezeigt*  Wie  man 
zn  /lemsefben  Resultate  anch  dnrch  eine  geometrische  Betrachtung 
gelancren  könne,  f»ei  welcher  der  bis  dahin  vemarblnssiute  Werth 
von  i' wieder  in  die  roiistrnctifui  hineingezogen  wird,liaben  wir 
in  einem  früheren  Ariikel  zu  zeigen  gesucht;  doch  gehört  diese 
Betrachtune  im  Grunde  nicht  hielier ,  weil  sie  das  bisherige  geo- 
metrische Bild  verlfisst,  und  findet  besser  welter  ooten  ihren  Plats. 


Dritter  Beweis  v«ou  Gauss 
JÜIlcbt  '80  'untnitleiber  «cbeoit  es  sich  darsubieten»  die  Qt&ne 


als  Function  vuu  j;  nach  der  ersten  Methode  zu  construlren,  welche 
Grosse  nümlicb  fiir  den  in  Frage  -stehenden  Fall  dnrch  die  Bedln- 
gui^  charahlerisirt  wird,  dass  sie  eines  jeden  beiiehigen  (reellen) 
Wertbes  muss  föhig  sein.    Im  Allgemeinen  Ist  T  eine  vielförmige 

Function  von  >\  dor  (Vir  jeden  Werth  des  :r  »inendlich  viele  um 
je  71  von  einander  verscbiedene  Werthe  zukommen ;  folrilich  ent- 
s^irechen  im  Allgemeinen  jeder  complexen  Absci^se  unendlich  viele 
um  je  TT  von  einander  Terecbiedene  Ordinaten«  und  die  resultirende 
FUlche  besteht  demnach  aus  einem  Systeme  ^ber  einander  liegen- 
der ScYiichtcn,  die  um  einen  Abstand  von  je  tc,  diesen  Im  Sinne 
der  Ordinaten  gemessen,  von  einander  entfernt  sind.  Nur  für 
solche  Werthe  von  a^,  welche  f(a')r-0  machen,  nuiss  nat  h  dem 
oben  Gesagten  die  ganze  Ordinate  in  die  FlaelM»  hlriolnfallen; 
von  welcher  eigenthdmiichen  Beschaffenheit  der  Fläche  man  sich 
et«ra  dadurch  ein  Bild  machen  karni,  -dass  man  sie  mit  einer 
Sdhraiibenfläche  vergleicht,  welche  sich  um, jene  Ordinate  Trle  um 
eiae^Splndel  lierumwindet;  oder  awih  so«  «dass  jede.elnaelnefiMI«^  ' 


Analyse  algebrique.  Chnp.  \. 

Commentationes  toc  reg.  Gotting,  recentioree.  Tom.  III. 
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der  FlSche  an  dieser  Stelle  das  Ansetien  eines  Wassenvirbels  oder 
Wasserstrudeis  erhält.  Die  ExUteoz  solcher  stellen  der  Fläche 
wären  also  nachzuweisen. 

Zum  Behufe  dieser  Nachweisun^  führt  Gauss  die  genannte 
EigeutliLimliciikeit  auf  die  analytische  Thatsache  zurück »  dass  au 
den  betidIciKlen  Stellen  die  GrOeee 


onendtich  gross  wird ,  und  beweist  nun,  dass,  wenn  man  für  r  eioeo 
hinläoglich  grossen  Werth     an  die  Stelle  setzt«  die  Gleichung 

t/o       t/O  */o  «/o 

Bufliört  richtiij  zu  bleiben ,  dass  mithin  V  innerhalb  der  Gräozea 
der  Integration  eine  Uuteriirechuu|'  der  Continuität  erleiden  muss^ 
welclie  flodann  munittelbar  die  venangte  Folge  nach  atch  sieht 


Erster  Beweis  von  Gauss 

Zieht  mnn  statt  R  und  Ty  welche  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Beweisen  betrachtet  %vurden,  die  beiden  Grossen  P  una  Q  in 
ßetracht,  und  construirt  dieselben  als  Functionen  von  gleichfalls 
Dach  der  ersten  der  in  j.  3.  angegebenen  Constructionsmethodeii, 
so  erhält  man  svrel  Fläehee,  von  denen  leicht  nachgewiesen  werden 
kann»  dass  sie  beide  die  Ebene  der  x  schneiden. 

Die  Gleldua^n  der  bdden  Darchschnlttscurren  sind 

F«0,  e=:0, 

und  es  kommt  mithin  jetzt  noch  darauf  an  zu  zeigen ,  dass  beide 
Curven  auch  einander  schneiden  müssen »  damit  man  gleichzeitig 
habe  P=:0  und  QssO.  Dazu  föhrt  aber  eine  spedeUe  Betrach- 
tnng  der  beiden  Cunren  selbst«  wie  sie  Gauss  a.  a.  O«  anstellt 


Beweis  tou  Deahua**). 

Um  die  coronlexe  Zahl  v  nach  der  eweiten  Constructious' 
methode  des  $.  o.  in  einer  Euene  für  sich  dargestellt  zu  erhalten» 
dürfte  der  einzige  brauchbare  Wee  darin  bestehen,  dass  man  die 
Achse  der  9  als  Achse  der  1*  ansieht  und  zngleich  für  jeden  Werth 
von  r  den  Winkel  t  (der  in  der  Construction  nicht  sichtbar  wird) 
alle  Werthe  von  0  bis  2-r  durchlaufen  lässt.  Alsdann  erhält  diäd 
als  geometrisches  Bild  der  gegebenen  Function  nicht  eine  Liol^» 


*)  Demonstratio  nova  Thcoreraatis  etc.  ileiuiHtuiiii.  1799. 
**)  Grelle'«  JooroaL  StO.  Band.  S.  dsr. 
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wte  in  $•  3.»  sondern  jedem  einzelnen  Werthe  tod  r  entoprickt 

schon  in  der  zus;ehr»rlgeii  OrtVinaten-Ebene  eine  i^eschlossene  Curve, 
deren  Kadius  vector  =H  und  Eloneation  =  ist,  und  das  Con- 
tinuum  aller  dieser  Curven  vonr  =  0  bisr  =  (»  bildet  eine  krumme 
Fläche«  die  eine  Art  von  kegelförmigem  Raum  uuiächiiesst.  Dieser 
Raum  ist  Im  Simie  der  waebsendeD  r  offeo ,  und  llull  mit  r=0  in 
einen  Punkt  aus ,  dessen  Lage  auf  der  Ebene  der  y  dofch  das 
letzte  Glied  o«  der  Gleiebung  /(dr)=0  fes^estellt  wird. 

Der  in  Frage  stehende  Beweis  verlangt  nun  die  Nachweisung, 
dass  die  entstandene  Fläche  nothwendig  Einen  Punkt  mit  der. 

Aclise  der  r  «jemeiii  haben  mns«!,  und  dieses  wird  nachgewiesen 
sein,  sobald  sich  zwei  zur  Achse  der  r  norniaie  »Schnitte  jener 
Fläche  angeben  lassen,  von  denen  der  eine  ganz  ausserhalb  der 
Achse  liegt,  der  andere  aber  diese  Achse  umschliesst.  Als  deu 
einen  Schnitt  kann  man  aber  die  Spitae  der  kegelförmigen  Fläche 
iBr  r=:0  ansehen,  welche  niemals  mit  der  Achse  zusammenfallen 
bann;  und  den  andern  weist  Deahna  dadurch  nach,  dass  für  ein 

BT 

binlinglieli  grosses  r  der  Werth  Ton  stets  positiv  bleibt,  mit- 
hin T  zugleich  mit  f  wächst,  und  folglich,  während  t  von  0  bis 
27C  sich  ändert»  2^  gleichfalls  das  nämliche  Intervall  durchiaufea 
mnss. 

Der  hier  angegebenen  Form  des  Beweises  können  wir  sogleich 
Doch  eine  andere  Fassung  desselben  zur  Seite  stellen,  durch  weiche 
wir  wieder  auf  den  Beweis  von  Cauchy  zurflckgefübrt  werden. 
Um  nämlich  zu  seilten ,  dass  die  genannte  Fl&che  nothwendig  Einen 
Punkt  mit  der  Achse  der  r  gemein  haben  muss ,  nehmen  wir  will- 
kürlich einen  ausser  der  Achse  liegenden  Punkt  in  jener  Fläche 
an;  und  können  wir  nun  nachweisen,  dass,  wie  auch  dieser  Punkt 
gewählt  sein  mag,  man  immer  einen  zweiten  Punkt  jener  Fläche 
angdben  kann,  der  der  Achse  näher  liegt,  so  ist  gleichraJIs  der 
in  Rede  stehende  Satz  bewiesen.  DIoso  ^;uIl Weisung  haben  wir 
aber  auf  geometrischem  We^e  Th.  VI.  Nr«  XXXV.  des  Archivs 
geliefert,  indem  unsere  dortii^e  Ebene  der  comnlexen  Znblen  als 
identisrb  mit  der  jetzigen  Ebene  der  y  ansjeseneu  werden  kann, 
nachdem  auf  diese  die  beiden  betrachteten  Punkte  der  krummen 
Fläche  projicirt  worden  sind.  t  ' 

Die  Reihe  dieser  Beweise  seheint  uns ,  so  weit  die  geometri- 
sche Darstellung  der  Sache  in  Betracht  gezogen  wird,  ein  voll- 
ständig In  sich  abgeschlossenes  Ganzes  zu  bilden,  wovon  wir  na- 
mentlich das  als  Beweis  anfahren  mochten,  dass  wir  in  der  That 
den  Beweis  von  Deahna  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  Selbst- 
ständig^  i^^efunden  und  erst  hinterher  uns  üKerzeugt  haben ,  ^dass 
dieser  Beweis  im  Wesentlichen  nicht  neu  war. 


5. 

Die  analytische  Geometrie  beschäftigt  sich  in  ihrem  planlme- 

trischen  Thede  mit  Linien  in  der  Ebene,  und  in  ihrem  siereome- 
trisoheii  Theile  mit  Linien  im  Räume  und  mit  Flächen ;  sie  druckt 
j«de  Linie  ia  der  ßbene  durch  eine  Gleichung  zwischen  swei 

Thea  m  sr 
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Veränderlich ofl  ans,  jede  Linie  im  Kaimie  eliirch  zwei  Gleichungen 
zwischen  drei  Veränderlichen ,  jede  Fläche  endlich  durch  eine 
Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen.  Gcsti'rtzt  :iuf  die  in  §.  3. 
entwickelten  Constructionü^methoden  sind  wir  aber. jetzt  im  Staude, 
m  jenen  drei  F&ttcii  die  betrelfeiide  Linie  oder  Fläche  immer  4iveh 
Eine  Gleichung  swieehen  zwei  Veränderlichen 

darzustellen ,  nnd  zwar  bedeutet  diese  Gleichun«^  entiveder  eine 
Linie  in  der  Ebene,  oder  eine  Linie  im  Räume,  oder  einp 
Fluche,  jeoachdeui  ;r  und  ^  reell  ajud,  oder  nur  a:,  oder  nur  ^ 
reell  ist. 

Was  zunächst  die  analytische  MrcjUchkcit  (lor  beiden  letzten 
Fälle  betrifft,  sn  wird  die  Linie  im  iiaunic  offenbar  nur  da- 
durch zu  iStande  Ivüiniiieu  können,  dass  die  Function /(.r)  entweder 
complexe  Constanteo«  in  sich  schlies^t,  oder  Operationen  angezeifft 
enthält«  deren  Resultate  gleichfalls  complexe  Zahlen  sind.  So 
ist  z.  ß. 

wenn  a  und  0  conjplexe  Zahlen  sind,  aber  r  nur  reeller  Werthe 
fähig  sein  soll,  diu  allgemeine  Gleichung  einer  i^enideu  Linie  iiu 
Kaume;  und  ebenso  ist 


y=V((iM:«)), 

wo  a  reell  sein  mae  oder  nicht,  die  Gleichung  eines  Systems  von 
drei  congruenten  euenen  Curven,  deren  Ebenen  einander  in  der 
Achse  der  a  unter  Winkeln  von  120**  schneiden. 

Eine  Fläche  daj^ei^en  würde  dadurch  entstehen  müssen^  dass 
die  Function  /(a;)  mit  der  complexen  Veränderlichen  o:  nur  solche 
Operationen  vorzunehmen  forderte,  welche  stets  ein  reelles  B*» 
suitat  geben.    Dies  lässt  sich  aber  durch  keine  der  bekanntes 
Operationen  allgemein  leisten ,  weil  jede  Operation  an  einer  cofli* 
plexen  Zahl  im  Allgemeinen  wieder  eine  complexe  Zahl  liefert:  es 
wi rd  jederzeit  nur  eine     e  w  i  s s e  G r  u  i»  p  e  compiexer  Werthe 
für  a:  an!j:e£;eben  werden  kfinnen,  für  welcne  f(ar)  reell  wird  ;  nud 
da  diese  Werthe  von  a;  in  der  Ebene  der     im  Allgemeinen  eine 
Linie  bilden  werden^  so  stellt  in  dieser  Besch ränkung  die  Gleicduag 
nT^f(a^)  auch  nur  eine  Linie  im  Räume  dar.  Man  durfte  in  der 
That  kein  anderes  Ergebniss  erwarten,  da  diese  Auflasming^ 
Linie  im  Räume  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet» 
dass  die  Goordinaten  vertauscht  sind. 

'  Es  sei  z«  B* 

so.  hat  man,  damit  y  reeR  w«Mle«  die  fiedii^ansgleidNing 
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welche  beiden  Gleichungon  zwischen  den  drei  reelfeTi  Veränder- 
lichen x' ,  .1-"  ,  y  eine  irerade  Linie  im  Kaume  darsteilon.  Wollte 
man  aber  die  gegebene  Gleichung  liir  x  auflösen^  so  würde  man 
haben 

_  {:y'^b')a!  —  a"b"      .  {y^-b')  a" a*  bf 

 irs+T*       *  — ' 

folglich >  indem  man  x^a^-i-iaf  setzte 

.  (M^b')a'^a"b" 

als  die  beiden  Gleichimijen  der  geraden  Linie  im  Räume,  welche, 
wie  sich  leicht  nachweisen  Jasst,  mit  den  beiden  zuerst  gefundenen 
Gleichungen  zwischen  a:',       y  identisch  sind. 

Wir  können  hieraus  nll^rniein  den  Schluss  ziehen,  dass  jede 
Gleicbuni^  zwischen  einer  reellen  und  einer  compiexea 
Veränderlichen 

stets  eitie  Linie  im  Räume  bedeutet,  und  zwar  stets 
die  nämliche  Linie,  man  mag  y  als  Function  ven  u;  an- 
sehen oder  umgeicehrt;  sobald  nur  besfimnit  angegeben  ist^ 
welche  der  beiden  Veränderlir  Iten  reell  und  welche  imaginär  nein 
soll.  Eine  Vertauschung  in  dieser  letzteren  Beziehung  wird  im 
Allgemeinen  eine  andere  Linie  hervorbringen.  Am  bequemsten 
aber  bleibt  es  in  allen  Fallen  ,  die  imaginäre  Veränderliche  als 
Function  der  reellen  aulzufassen  und  zu  construiren,  wie  wir  es 
anfangs  getban  haben ^  weil  man  alsdann  in  einer  einzigen  Glei- 
chung ausgesprochen  erlijUt>  wozu  man  sonst  deren  zwei  nöffaig 
haben,  würde. 

Was  nun  aber  die  bis  hierher  noch  unerledigte  Frage  nach  der 
Gleichung  einer  Fläche  betrifft,  welche  für  jeden  complexeo 
Werth,  den  .man  dem  a:  beilegen  mag,  stets  nur  einen  reellen 
Werth  für  y^fipc)  hervortreten  lassen  soll,  so  gelangt  man  zu 
derselben  mir  durch  Einliihrung  einer  neuen  Art  von  Functioa, 
welche  eben  durch  die  hier  geforderte  Eigenschaft  charaktensiii 
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uird.  Die  Grundformeii  dieser  Fonetlonen  eimi  sebon  in  {.4. 
bei  den  dort  construirten  Flfichen  in  Anirendang  gekommen^  et 
sind  folgende  vier: 

^  Mod.  ^  t 
y  s  Are« 
,  ff  =  Goäff.  real,  jc, 

y  =  Coefi'.  imag.  x*);  * 

welche  dadurcfc  fwmplicirter  werden  kOnnen,  das«  map  «tatt  ^eme 
belielNffe  cemplexe  Tnnction  von  und  statt  y  eine  beliebige 
reeUe  Function  ron  y  an  die  Stollp  seUt  So  würde  z.  b.  die 
allgemeine  Gleichung  der  Ebeoe  durch 

y  r=  Coeff.  leal.  (ax-\  b) 

dareesteßt  werden  können ,  vvo  a  and  b  allffemein  domplexe  Zakka 
bezeichnen;  denn  diese  Gleichung  lest  sich  auf  in 

y  =:  Coeff.  real.        +  tVO  (^'+^'0  +  />'  +  »^''l 

weiches  die  gewöhnliche  Form  dieser  Gleichung  ist. 

Hiernach  künnen  wir  also  allgemein  sas^en ,  da»»,  ohgleicfc 
eine  Gleichung  zwischen  zwei  complexen  Veränder- 
lichen 

F(jr,3f)=:0 

an  und  für  sich  einer  geometrischen  Deutonff  nicht 
fähig  ist,  dennoch,  wenn  man  sie  für  eine  der  Veräo- 
derlicheu  auflöst,  und  statt  dieser  compllexen  Vefln* 
derlidu  n  nur  einen  ihrer  reellen  J^estand  th  eile  In  Be- 
tracht nimmt,  die  Gleichung  stets  eineFUche  bedeut^r 
iedoch  im  Allo^eineinen  eine  verschiedene  Flache,  jenachdem  man 
^ifein^  oder  di*  andere  Veränderliche  als  abhängige  Veräodef- 
liehe  ansieht. 


6. 


Gestützt  auf  die  hier  entwickelten  Grundgesetze  f  g>«J{.2* 
Dun  eine  neue  und  höchst  eigenthunüiche  Behandlung  der  Obji^ 
der  analytischen  Geometrie,  welche  nicht  ^I^^J^^^^^^.^ri 
lytischen  Geometrie  toUtommen  parallel  läuft,  sond^ 
mehr  als  einer  Hinsicht  durch  Einfachheit  und  Elegaas  ihrer  JioJ 


Are  Coeff.  real.  x=x' ,  Coeff.  imag.  x=x".    Wir  hafc«  «h«« 

BeMichnoDffcn  ihrer  leichten  Vcmtibldliehkät  wegen  gewshICi  «»fl»» 
lie  lieh  wenig  dnich  Eufiwhlhell  aBneiduen. 
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wickeluQgeo  solche  Vorzüge  besitzt,  cla^s  wir  hoffen  dürfen,  sie 
bald  in  deo  Unterricht  und  die  betreffenden  Lehrbücher  aufge- 
DomineD  zu  sehen. 

Untersuchen  wir,  um  an  einem  einfachen  Beispiele  den  Gietst 
dieser  neuen  Behandlniig  anschaulich  zu  machen,  die  Bedentang 
«iner  GleichtiDg  vom  ersten  Grade  zwischen  zwei  VerSnderilchen 

so  können  t)  für  reelle  Werthe  der  Coefficienlen  .t,  H ,  C  auch 
die  Veränderlichen  a:  und  y  im  eiiiiaclih.ten  Falle  nur  reeller  Werthe 
fähig  sein,  und  die  Gleicbuns  stellt  in  diesem  ialie  eine  gerade 
Linie  In  der  Ebene  ajf  dar»  wie  bekannt. 

Werden  dagegen  2)  für  A,  B,  C  auch  complexe  Werthe  zu- 
gelassen, so  kann  die  Gleichung  nur  liestehen,  wenn  votf  den  bei« 
den  Veränderlichen  ae  ond  t/  mindestens  die  eine  gleichfalls  com- 
plexe Werthe  annehmen  darf.  Es  sei  ff  diese  VwSnderllche*  so 
findet  man  durch  Anlltlsung  für  jf 

B  '  C 

M'ofür  man  zur  Abkürzuui^  ^»chreiben  kann 

wo  a  und  b  im  Allgemeinen  wieder  complexe  Zahlen  sind.  Zur 
Constroction  dieser  Gleichunj;  legen  wir  nun  eine  Achse  der  x 
und  eine  lieben e  der  ^  zum  Grunde;  dass  die  Gleichung  alsdann 
aber  eine  gerade  Linie  im  Räume  darstellt,  iSsst  sich  genau  eben 
so  selgen,  wie  man  es  in  der  El^ne  zu  thun  pflegt. 

Es  Ist  nämlich  der  Quotient  ^^77,^=  a,  also  constant;  folg- 

sV 

tick  bezeichnet 

wo  für  den  Augenblick  y  —  h  als  Ordinate  angesehen  werden  mag, 
eine  durch  den  Nullpuni^t  des  Systems  gehende  gerade 
Linie,  die  in  einer  durch  die  j;  Achse  gelegten  Ebene  zu  Stande 
kommt,  welche  gegen  die  Ebene  se^  eme  Neigung  =  Are.  a  be- 
sitzt ;  die  Neigung  dieser  Linie  gegen  die  x  Achse  selbst  wird 
durch  einen  Winkel  bestimmt,  dessen  trigonometrische  Tangente 
=  Mod.  a  Ist.  Dieser  letzte  Winkel  kann,  da  Mod.  a  stets  po- 

sltiT  Ist,  nur  zwischen  0  und  ^  oder  zwischen  »  und  enthal- 
ten sein;  doch  liegt  darin  keine  ßeschränkung,  da  Are.  a  eines 
jeden  Werthes  zwischen  0  und  2-:%  fällig  ist. 

Die  Gleichung 
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selbst  stellt  nun  eine  Parallele  mit  jener  Geraden  dar«  welefco 
dureh  einen  Paukt  der  Ebene  der  y  fahrt,  deieea  compleze Coor» 
dinate  =  6  iet. 

NiBMKt  miiD  B=0»  80  liefot  dSe  CUeidiui^ 

♦ 

eine  zur  x  Achse  paralieic  Gerade«  und  ist  ausserdem  C=0» 
mithin 

so  iailt  die  Gerade  mit  der  x  Achse  zusammen. 
Ist  aber  ^  =0,  so  kann  die  Gleichung 

mit  der  hier  geforderleil  Bescliri&iikaog,  dass  x  aar  reeller  Wodw 
föhig  sein  soll,  nnr  noch  bestehen,  wenn      reell  ist;  siel>eze!eh- 

net  nbor  unter  dieser  Voraussetzung  nicht  mehr  eine  Gerade, 
sondern  eine  zur  xVclise  der  a:  normale  Ebene,  welche  diese 

Achse  in  dem  Punkte  ar  =  —     schneidet;  mithin  die  Ebene  der 

u  selbst»  wenn  C=0  und  folglich  ar=0  Ist.  Dieser  Ausnahme- 
Mi  gehurt  indessen  streng  genommen  nicht  hieher,  da  hier  die 
von  vorn  herein  voraiisijpsptzte  IMn^^dchkeit»^  als  abhän^^e 
Yeränderüche  anzuschfn,  auigehoben  ist.         '  ' 

Werden  für  die  Coefticienten  B,  C  reelle  oder  com^leze 
Werthe  gesetzt,  so  kann  .  . 

3)  die  Gleichung 

als  solche  auch  noch  bestehen,  wenn  für  beide  Verfindeiileh* 

und  y  comrlt  xe  Werthe  zugelassen  werden ;  soll  aber  die  GleichuDg 
in  diesem  Falle  einer  geometrischen  Deutung  fähig  sein,  so  muss 
man  sie  für  eine  der  Veränderliclien  auflösen  und  von  dieser  Ver- 
änderlichen sodann  nur  einen  ihrer  reellen  i^estandtheile  in  Betracht 
ziehen.  Es  sei  y  diese  Vei'ändeiUche,  so  kann  man  als  einfacl^e 
Formen  der  resvitirenden  Function  — ^insoCsfem  nSailicb.  die 
hSnigigkeit  zwischen  y  md  x  noch-  durch  eine  liueat^  GleWh—g 
dai^eeteUt  werden  soll  — *  ansehen 

y  =  Coeflf.  real,  (ax-i-ö) 

und  ' 

y     Cooff.  imag.  (ax+b), 

Ä  C 

wo  a  ==  —       und  6  =  —  ^  .  im  Aligemeinen  noch  coffiplexe 

Zahlen  sein  werden*  Beide  Gleichungen  eenstniiren  wir  fiSr  eine 
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Bbetie  der  und  «lue  Ach«^  der  ^;  dm^  die  durch  die^e 
beiden  Gleichungen  dargestellten  FlScben  aberBbeneo  sind,  be- 
weisen wir  wie  Tolgt. 

Betrachtet  man  znn&cfast  die  erste  Gleichung 

if  =z  Co4Sff.  reaL  (ajn-^-b) , 

j^o  zieht  man  aus  der  INatur  dieser  Gleichuni;  uniiiittf Ii>ar  den 
i^cliiuss,  dai>s  die  (»rosse  Toeff.  iniag.  (na;  }  (f)  jedm  heüehigen 
reellen  Werth  muss  annahmen  können,  während  j:  alle  comulexen 
Werthe  In  der  Ebene  der  x  dnrchlfiuft;  setst  man  aber,  inaem  w 
eine  willkürliche  reelle  Constante  ■bedentet, 

Co^ff.  imag*  (lu:  -f  ^)  =  <c , 

SU  wird  durch  die  Beschränkung,  welche  man  hieniit  den  Werthen 
von  äc  auferlegt,  der  Umfanfj  der  obisen' Gleichung  aufgehoben, 
lind  dnrcli  die  Vereinigung  beider  Gleicottqg^n  entateht. 

y  ^tte  =  OST -4-69 

welclujs  die  (ileichunu;  eintr  Lioraden  Linie  ist,  die  mithin  mit 
allen  ihren  Punkten  in  der  obii;en  Fläche  liegt.  Bringt  man  diese 
Gleichung  auf  die  früher  betrachtete  Form,  wo  die  complexe 
Ceordinate  als  Fvnction  der  reell  enanfgefasst  wurde,  so  hat  man 

und  hier  erkennt  man  aus  dem  Coefficienten  —  die  Lage  der  ge- 

II 

raden  Linie  und  aus  dem  CoeflTicienten- — Ihren  OnrchscbniJbbi- 

a 

punkt  mit  der  Ebene  der  x. 

Lässt  innn  nun  w  sich  andern  ,  so  nimmt  diese  gerade  Linie 
successiv  andere,  der  ursprünurn  lieri  parallele  Ti;i Leu  an,  indem 
uur  die  Lage  ihres  Durchschnittt*punkts  mit  der  Lhene  der  a;  sicll 
ändert ;  und  bezeichnet  man  mit  o'q  alle  der  Annahme  ^=0  ent- 
sprechenden Werthe  von  x ,  so  hat  man 


als  (iJIelchnn!>  der  Linn»  der  Dnrrhsrhnittspnnkte  joner  Geraden 
mit  tlor  FJir  ne  der  :r.  Diese  Gleichuüi;  aber  ist,  wegen  d^r  Will* 
kürUchkeit  von  ip,  identisch  mit  der  folgenden: 

Coeff.  real,  (ootq  -f  6)  =  0, 

und  heselchnet  demnach  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene  der  jr^i 
deren  Coordinaten  der  reelle  CoelBcient       und  der  ImaglDlüre 
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CoeflTicient      der  complexen  ZaU  «iiid^).  BfaslBini 

mithlo  in  der  durch  die  Gleichung 

y      CohfL  real.  (aa:-^b) 

dargestellteu  FiSche  unzählig  viele  gerade  Linien  angeben,  die 
einander  parallel  sind  und  deren  Dmchschnittspunkte  mit  der  FJ)(  ne 
der  X  wieder  eine  gerade  Linie  hilden;  jene  Fläche  ist  folglich 
'  eine  Ebene. 

Das«  man  ebense  die  Bedeutung  der  sweiten  Gleichung 

y  =  Coöff.  Imag.  (ax  b) 

nacbweiseo  kann,  Ties^  auf  der  Hand;  diese  Gleichung  stellt  aUo 
gleichfalls  eine  Elieue  dar. 

Setzt  man  BzziQ,  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Formeo  an 

^  —  Coeff.  real,  b,  ^  =  Coeff.  imag.  6  , 

und  jede  stellt  in  diesem  Falle  eine  zur  Ebene  i  der  x  parallele 
Ebene  dar;  und  ist  ausserdem  C^O,  folglich 

9  =  0. 

SO  hat  man  die  Ebene  der  a;  selbst.    Dies  ist  genau  derselbe  Fall, 
der  oben  bei  der  Discns^on  der  geraden  Linie  unter  der  Annahme 
eintrat;  denn  dort  hatten  die  Buchstaben  x  und  y  die  uffl- 
gekehrte  Bedeutung  von  Ihrer  jetzigen. 

Nehmen  wir  aber  hier  ^=0,  so  zerßlllt  die  Gleichung 

sofort  in  die  beiden 

Coiff.  real.  (Bx  -|-  C)  =  0, 
Coeff.  imag.  (Bx     C)  =  0; 

von  denen  jede  eine  durch  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  dafStellt 


7. 

Der  Gang  unserer  Untersuchung  hat  uns  von  vom  heisli 

gleichsam  von  selbst  darauf  geführt »  bei  der  Betrachtung  dir 
Linie  stets  von  einer  Achse  der  x  und  einer  Ebene  dery; 

dacrecren  he'i  der  ßetrachtuns:  der  Flcäche  von  einer  Ebene  der 
a  und  einer  Achse  der  y  zu  sprechen.    Obgleich  diese  Ver 


*)  Beiläufig  erhalten  wir  hier  noch  ein  neues  Mittel ,  um  die  Gltf 
damß  einer  Lhne  in  der  lEbene  daniiitellen,  woninf  wir  jedoch  gegen- 
wärtig nichl  welter  eingehMi  wollen. 
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tamscbung  d«r  Cw^Mdeii  «tterdiogs  einiges  Unbequeme  hat,  Da« 
meotiicb  sobald  man  Betrachtosgen  der  einen  Art  in  solcbe  der 
andern  Art  hineinzit  })eri  \y\\\ ,  so  M  oilen  wir  ihr  denuocb  ffir  aoeero 
gegenwärtigen  Zweck  bis  zu  Ende  treu  bleiben. 

Untersuchen  wir  nun,  um  von  nnsern  zuletzt  2:ownnnpnpn  Re- 
sultaten einip^e  Anwendung  zu  machen,  zunächst  die  Lage  zweier 
geraden  Ifioieo  gegen  einander,  deren  Gleichungen  seien 

p 

y  z=i  a  X  \  b , 

ff       CX  •\-  dl 

SO  wird  die  Existenz  eines  Durchschnittspunktes  beider 
Linien  an  die  Bedingung  gebunden  sein,  da«u!>  die  deichzeitii^e 
Gültigkeit  beider  GlädraDffen  Dothweadig  für  die  \^ränderlicbe 
X  einen  reellea  Werth  zu  ifeferB  habe.  Da  Dun  die  GIeichsetzun2 
liefert  »  • 

(l-b 

so  ist 

Co«ir.  Imag.  =  0 

\a> — cj 

die  gesuchte  Bedingungsgleicbung ;  und  wenn  diese  erfüllt 
so  siad 

X  =  nnd  tf=  

die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes. 

Jene  Bedingungseieichung  wird  z.  B.  erfüllt,  wenn  alle  Con- 
stanten reell  sind,  wie  bekannt;  ferner  wenn  man  hat  d=b,  denn 
alsdann  schneiden  sidi  beide  Gerade  hi  der  Ebene  der  y  \  sie 
wird  auch  erfiillt,  falls  man  die  Sache  so  ansehen  will,  wenn  man 
hat  a  =  Ct  denn  alsdann  sind  beide  Gerade  einander  parallel,  lat 
gleichzeitig  d~b  und  a=  c ,  so  decken  die  Linien  einander. 

Um  den  Winkel  X  a«  finden,  den  jene  beiden  geraden  Linien 
mit  einander  einschliessen ,  denken  wir  uns  zu  beiden  durch  den 
iNuUpunkt  des  Systems  Parallelen  gelegt;  ausserdem  werde  aus 
diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  —  1  eine  Ku- 
§elfläcbe  constmirt,  auf  welcher  söirohl  die  Durcbschnittsuunkte 
jener  beiden  ParaUeh  u  als  aach  der  Burchschnittsponkt  der  po- 
sitiven Seite  der  Achse  der  x  vorkommen.  Alsdann  ist  der  ge- 
anchte  Winkel  l  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks;  und  setzt  man 

11=  p(cos9  +  f  sinijp), 
e  =    (cos  q>  4-  tsin  9') ; 

■ 

so  wild 


426 

©der 

 ^  _  1  +  99'  cos(y  — yO 

cos  A  ~  —  ■  ■ — •  , 

Sollen  beide  Linien  auf  eiuaoder  rechtwinklig  äteheuj  ao 
hat  mao  cos  ^1  =  0»  folglich 

^  ^' '  cos  (9  —  9 )  =  —  1 , 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

«renn  a=<^+l<l*  und  c  =  c'-i-iif  gesetzt  wird* 

Um  hievon  eine  Anwendung  machen^  wollen  wir  die  Auf* 
gäbe  lösen:  dnreh  den  Nullpunkt  des  Systems  normal 
zu  der  Geraden 

eine  Ebene  zu  legen. 
BezeichDe.t  mau  mit 

eint!  durch  den  INuilpunkt  des  Systems  gelegte  Gerade,  so  wird 
diese  in  der  gesuchten  Ebene  enthalten  sein,  wenn  man  gleicb- 
zeitig  bat  ... 

Kliminirt  nin»  mit  Hülfe  dieser  Gieichune  eine  der  beiden 
Uabestimmtea  c'  und  c? »  z,  B.  di«  erste  >  so  «xoält  mau 

I  m 

utwl  da  hier  d'  noch  jedes  beliebi^co  reellen  IVfrthes  kann  ßft% 
sein,  insofern  die  Gerade  2/:=  co;  eine  betiebige  Lage  innerhalb  der 
gesuchten  Ebene  habeif  darf,  30  timfasst  die  Gleicnung 

Cofiff.  real.  2Jt-t£  :=  Q 
ax 

alle  Lagen  der  Geraden  y=cx,  welche  dieseüip  normal  zu  der 
Geraden  y^ax^^  nnnehinen  kann,  und  ist  folglich  die  Gleichung 
der  gesuchten  Ebene.     Man   kann  dieselbe,  um  die  reelle 
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('oordinate  x  ala  solche  getmat  lievTartratoB  m  lasaeDy  ancb  auf 
die  Form  briagefi  *') 

■ 

Coeff.  reai.  =  —  «  .  Coeff.  real.  Q^, 

Hätte  man  oben  c*^  statt  c  climinirt,  8o  witrde  luaa  ala  Gieichuag 
der  Ebene  acblie^filich  erhalten  haben 

Coeff.  imag.  —  x  Coeff.  iiaag. 

Heide  GleioliuDgeii  4ib^,  aind  Identiacb,  deoo  sie  UwMa  «icU.aui 
die  Form 

=  -  (a'2  4-  a^*i)  .  Co^ff.  real. 

Man  )am  fiMraua  eineii  Sehlusa  sieheo,  weleber  der  Dlaciissiett 
der  allgtmeiien  fileichuag  der  EbeM 

y  =  Coeff.  ifial.  <  ' 

In  §•  0.  (vro  die  Coordiaaten  die  itmgcl^rte  Bedentung  haben 
wie  Torhin)  zur  £rganzung  dienen  kann.  Fällt  man  nSmlich  ant 
diese  Ebene  aus  dem  P^ullpunkte  des  Systems  ein  Perpendikel,  so 
bezeichnet  Mod.  a  die  tnjjonometrische  TaiMjrente  des  Winkels, 
welchen  dieses  Perpendikel  mit  der  Achse  der  y  einwehliesst ;  und 
«—Are.«  den  i\eigtings\^'lnkel,  uclchen  eine  durch  dieses  Perpen- 
dikel und  die  Achse  der  y  s^elegte  Ebene  mit  der'  Ebene  äff 
l)it(let.  Folglich  ist  zugleich  Med.  d  die  trlgonometrleciie  Tanjgetfle 
des  j^eignngeirinkele  dei"  Ebene  .' 

y  —  Coeff.  real.  (aj?-j-6) 

mit  der  Ebene  der  x\  und  —  —  Are.  a  derjenige  Winkel,  welchen 

die  Schnittlinie  jener  Kbene  mit  der  Ebene  der  x  in  dieser  Ebene 
mit  der  reellen  Achse  der  x'  eioschliesst.  Die  Gleichung  jenes 
Perpendikels  selbst  aber  wird 

wo  y  seine  reelle  and  x  seine  complexe  Coordinate  bezeichnet. 


Dnrch  Aiiwciidfii)g  der  GleichungeR  Cnvlf.  reäl.       4:  -B)  ^ 

Coeff.  real.  A  4-  Coeff.  real,  ß;  Coeff.  real.  —  r=  -  ('<)(  )T.  real.  J  ^  wenn 

M  rrrll  Ut .  etc.    Diese  und  ühnlichc  Gleichungen  la«cen  «ich  leicht 
der  iVaUir  der  hier  eingeführten  Functioa  nachweisen. 


Google 
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Die  Lagenverbftitiiiase.vtti  Ebenen  lassen  sieh  auf  die  Lagei» 

Verhältnisse  der  auf  ihnen  errichteten  Perpendikel  zoruckföhren, 
sinH  jedoch  auch  einer  unabhängigen  Entwickelung  fahii^.  Beides 
weiter  auszufuhren  unterlassen  wir  hier,  da,  wie  wir  glauben,  di« 
bisherigen  Andeutungen  sclion  hinreichend  den  Geist  der  neueo 
Behandlung  der  analvtiscbeu  Geometrie  zu  erkennen  geben ,  wei- 
cfcM  «lleki      2weeK  dlms  AnfSniiM  mId  «oll« 


8.  ^ 

Wil!  man  narh  den  hier  anfgestellten  Principien  die  geome- 
trische Hedeutunir  einer  aigebraiscben  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  zwischen  zwei  Veränderlichen 

-I- ^  jry  +  Cr «  +  %  +  JBx  +  F  =  0 

untersuchen,  so  wird  man  wieder  zu  unterscheiden  haben,  ob  die 
unabhängige  Veränderliche,  z.B.  nur  die  Reihe  der  reellen 
Zahlen,  oder  ol)  !sie  die  Ebene  der  romplexen  Zahlen  zu 
durchlaufen  als  fähig  angesehen  \^ertle^  soll.  Im  ersten  Falle 
werden  die  reellen  oder  complexen  Werthe  der  abhängig  Veränder- 
lichen ff  eine  Linie  der  zwelttn  Ordnung,  —  Im  zweiten 
Falle  dagegen  wird  sowohl  der  reelle,  als  der  imaginäre  Coefficient 
der  abhängig  Veränderlichen  if,  jeder  für  sich,  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  festlegen.  Die  Coefficienten  der  obigen 
Gleichung,  A,  B,  C  etc,  dürien  dabei  entweder  reelle  oder  «elbst 
complexe  Zahlen  sein. 

V^ir  hoffen  diesen  Gegenstand  bei  einer  andern  GelegenheÜ 
weiter  auszuführen,  und  heben  hier  nur  folgenden  einzelnen  Fall 
heraus.  Wenn  nämlich  alle  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
reelle  Zahlen  sind  und  die  unabhängig  Veränderliche  :r  {gleichfalls 
nur  die  Reihe  der  reellen  Zahlen  durchlaufen  darl  ,  äo  küonen 
dennoch,  da  die  Gleichang  vom  aweiten  Grade  lat»  für  ^  schon 
complexe  Werthe  eintreten,  utid  die  Curve  bleibt  mitbin  nicht  in 
Einer  Ebene. 

Nehmen  wir  x«  B.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  ihrer  eln&oh* 
aten  Gestalt: 

wo  a  und  ^  die  beiden  Halbachaen  der  Elllpae  bezeichnen,  und 
betrachten  g  als  FWction  Ton  ob  ;  so  haben  wir 

und  hier  bleibt  v  reell,  so  lange  x^^a^  ist»  und  wird  dagegen 

imaginär ,  nämiicii  v  on  der  Form 
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sobald  ^^>a'  wird.  Nehmen  wir  also«  wie  irüber,  zu  iler  Achs« 
der  dp  eine  Ebene  der  y,  und  bezeicbnen  in  letzterer  mit  y  im 
Aebse  der  iotUmi  uod  mit  y  die  Acbse  der  imagifliWB  ZMtm, 
*o  cirhiktD  wir  vcrmllge  jener  Gleich«»  eine  Curve,  die  von 

sc——a  bis  3t— a  jranz  in  der  Fhpn<»  Ttf  lieet^  in  rlen  Punkten 
a:—  }  a  die  Ach£»e  der  x  durchschneidet,  und  von  hier  an,  näm* 
lieh  von  ar=:a  bi^t  a:  =  QO  und  von  ar=  —  a  bis  x— — oo,  ganz  in 
die  Ebene  xyf  hioeinföllt.  Jenen  ersten  Theil  der  Curve  nennt 
nian  Ellipse,  diesen  letzten  Hyperbel,  und  es  zeigt  sich  mit* 
hin,  dass  von  unserm  hier  entwickelten  Standpunkte  aus  Ellipse 
11  n  i\  Hyp  erbel  nur  Tb  e  t  le  einer  und  d  p  r  n  äml  i  ch  en  Curve 
sind,  welche  man  vollständig  erhält,  nenn  man  alle 
Werthe  von  y  lür  .rz=— qo  bis  xz=,-\-<Xi  iuBetracht  zieht* 
Zugleich  ist  hieraus  auf  der  Stelle  klar,  mit  welchem  Rechte  niaii 
die  Hyperbel  eine  Ellipse  mit  imap;tnärer  Nebenachse,  oder  auch 
die  Ellipse  eine  Hyperbel  mit  imagtnärer  Nebenachse  nennen 
l<»"nne  ;  denn  die  letztere  Ronennitns^  ist  dadurrh  s^erechtfertigt, 
flass  die  vorstehende  Betrachtung  auch  von  der  Gleichung  der 
Hyperbel  hätte  ihren  Auslauf  nehmen  können. 

Dem  Kreise  gebHrt  hiernach  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
gleicher  Hauptachse  als  nothwendige  Ergänzung  zu,  welche  mit 
Ihm  die  Achse  der  x  gemeinschaftlich  besitzt,  aber  in  einer  zu 
der  Ebene  des  Kreises  normalen  Ebene  liegt. 

Die  Gleichung  der  Parabel 

liefert»  wenn  p  ala  posItiF  Toranagesetzt  wird,  realle  Warthe  flSr 
poaltiTe  SS  und  imagtaSre  Warthe  Ton  der  Form 

für  negative  x,  Sie  erstreckt  suh  mithin  gleirhfaüs  von  ,r  — — cd 
bis  ar=:  +  QO,  und  zwar  besteht  ^'w  aus  zwei  coiigruenten  Theilen, 
ven  denen  der  eine  von  ar=0  bis  j:  — +ao  ganz  in  die  Ebene  xy\ 
'der  andere  aber  von  jr=0  bis  ar= — oo  ganz  in  die  Ebene  x^ 
hinein  föllt.  Von  diesen  beiden  Theilen  wird'  gewöhnlich  achon 
jeder  ftir  sich  eine  Parabel  genannt,  während  sie  hier  erst  zu* 
sammengenommen  die  Tollständige  Curve  ausmachen. 

Allgemein  kann. man  hieran  die  Bemerkung  knüpfen^  dass,  wean 

F(ar,y)=s:0 

*ine  algebraische  Glelfhung  zwischen  den  Veränderlichen 
und  y  bezeichnet ,  die  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Curve  stets 
sich  von  ä?=  — oo  bis  x^-j^co  eistrecken  muss;  denn  es  ist  be- 
wiesen (ver^l.  4.),  dftsa  iar  Jeden  Werth  von  x  sich  atets  ein 
eomplexer  Werth  von  y  muss  angeben  lassen,  welcher  der  Be- 
dingurfr  der  Gleichung  F{x,  y)  —  ^  genügt.  Es-  kann  mithin 
bei  uMserrr  Auffassung  der  Säche  keine  im  äiiune  der  x  ge» 
achlosseue  algebraische  Curve  geben.  ^ 
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DieseUio  Beiikerkuüg  lä»«t  sich  luirli  auf  diej/^iiiuen  Flächen 
übertragen ,  welche  io  ehier  ali^ebraischeii  Gleichuug  zwischen 
s#ei  VwiMlerlichen  enthalten  flimt.  Beide  Bemerkuogen  zusammen 
geoonmen  aber  kOnoMi  als  der  geoiiMtiucli«  ilnsckodE  des  In 
4*  btthandeteen  algebraiaeliM  Fuiidaiiiental-Tiieofciiie  angtaehao 
it<«td«ii. 


Zur  KntwiekeliiiiK  in  ReiheH  nmi 
Bwniiiinmir  4er  R^lieji. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dienger, 

Lehrer  der  Mathemadk  und  Fhjfsik  ati  der  heberen  Bürgerschule 


zu  Sinaheim  bei  Heidelberg. 


Der  Brach 


§.  1. 
1 


S^bt,  irenn  man  theilt,  die  Reihe  ' 


und  wir  Wüllen  — rj  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  nennen, 
80  dasfi  die  Reihe  dargestellt  werdea  kana  durch 

«    a-«      ^*  .    1    _  1 

Das  £r^D2aogsglied  erseugt  4urch  fortgeaaUke  DiviaioD  die 
w^fatta'Glleier  der  Reihe.  .JL- aoH  der  era^ugend«  .Bmch  für 


dto  Reihe  1  deren  aifgenielnea  Glied 


ist 9  helasen«  Elhen  so 


Trrn  ;  "©r  erzoui'eüde  ßrucn  sein  liir  die  Reiiie,  devtfft 

jr<n-fr-fl 

allgeineines  Glied  ^T^^pf«  Mao  hat  oHenbar 
und 

1  ir«+*         "  ^* 


Ist  <  l,  so  ist  offenbar 


Hat  man  allgremeiD  deo  Brach 

1 


sa  entsteht  durch  Division^  eine  Reihe  ven  folgieRder  Fonn 

* 

deren  allgemeines  Glied  An  u:^'  ist.  Hat  man  hei  dem  Gliede 
Ano^  den  Rest  Rm,  so  ist  das  Ergänzuogsglied 


und  es  ist  genau 


Hier  ist  — ;  } — ~  ~  d  er  erseueende  Btncli  derAeihe^  deien 

allgemeines  Glied     tar"  ist ;  desalcicheo  mher  ist -■  .    —  ^-  > 

der  etzeacende  Brach  der  lüteihe,  deren  al%eneines  Criied 

Afti-r-^t  ^^'^^  ist,  wenn  hier  7i  unveränderlich,  r  veränderlich 
(p,  1,  *i, ..)  ist.  Heisst  also  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe» 
deren  all  x^,  K'  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe» 

deren  ailgeu^eine^  GUed  A^^r^  a:a^r4^i  is^^  sa  ist  genau.  - 

* 

0  ' 

Verschtvftttde  das  £rgSUuangsgtied  für  ein  unendlich  |;f osses  n. 
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oder,  was  das  Nfimlicfae  ist,  wäre  die  Reihe ^  .deren  allgemeii« 
Gtted  Am  ^  ist,  konve^ent»  so  hfttte  mait  ganz  gedaa 

K  ^  i  AnS^* 

0 

Hat  man  also  eine  Reihe,  von  der  man  weiss,  dass  sie  durch 
Division  entstanden  ist, 

A^-^Ai  a-^A^a^-i-  , 

und  man  verlaugt  die  Summe  der  r-{-l  ersten  Glieder,  oder 

t 

S  AnOi^, 
0 

so  suche  man  den  erzeugenden  Bruch  Tiir  die  Reihe,  deren  alige- 
meines (iliod  A**,  und  den  für  die  Reihe,  deren  allijenieines 
Glied  Ani  r^j^  j^nir^i  jjyj.  gin^j  yp^i  diese  beiden  Brüche,  so 
ist  genau 

o 

welche  Formel  eine  merkwürdige,  ^höchst  einlache  Summiniogs- 

metho«le  in  sich  schliesst« 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  zu  /oijren  suchen,  aufweiche 
Weise  man  den  erzeugenden  Bruch  bestimmen  kann,  und  alsdann 
die  gefundenen  Formetu  zur  Reihensummirung  anwenden. 

V 

» 

Vor  Allem  wollen  wir  die  Gestalt  der  Reihe  mitersuchen,  di« 
aus  dem  Bruche 

1 

entsteht 

Mach  dem,  was  man  in     1.  gesehen,  hat  sie  die  Form 

Jo-f       -|- Ja^i;^  4- 07^-1: . . . . •  •  • . 
Soll  diese  Reihe  wirklich  durch  DiTision  aus  dem  Bruchs 
(fl^yy*  ^''^^'^^^'^         ^  muss  sie  die  Eigenschaft  haben,  dWi 

wenn  sie  beliebig  weit  fortgeführt  nnd  mit  (i»— :p)"*  midtipllxirt  vrfi4r 
alle  Glieder  des  Produktes,  die  Potenzen  von  x  enthalten,  W- 
schwinden,  und  das  x  nicht  enthaltende  Glied  =  1  sei. 

Wird  die  Reihe  nur  his  snm  Gliede  Am  ^  fortgefdhrt,  » 
werden  im  Produkte  diejenigen  Putensen  von  deren  EsLponeot 
>ii,  nicht  verschwinden,  a&e  «ädern  abs^ werden  vecschiHndeii»  nwa^ 
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Don  sein,  was  e«  will.    Nun  l;is*»t  sich  leicht  f»ir»sohen  ,  dass  es 
eine  etn//ige  Reihe  giebt,  die  diese  £igeoschatt  hat.   Üeun  gäbe 
eine  andere 

uu(I  man  niultiplizirte  sio  mit  (a— setzte  alsdarju  die  (j1<m(  Jnin- 
gi'ii  an,  die  sich  aus  den  ani^eführten  Bedingungen  ergeben,  so 
Hürde  man  eine  Reihe  Gleichungen  des  ersten  Grades  erhalten, 
ras  denen  A'q,  ,  ^a, . » il«. bestimmt  werden  konnten»  und 
man  eieht  leicht  em»  dass  diese  Werthe  mit  Jq,  Ai,  ,**,*A»,  ,m, 
raBammeDfallen. 

Nun  behaupte  icb  aber,  die  Reihe 

■ 

l  ,       d?    j^m  m-ft  ^  in  y/t-f-t  wt-f*2  ,  ' 

,  m(w4-l)..,(m-f-yi — 1)  .T» 

, .  •+       ■  — 5  «-  


habe  diese  Eigenschaft,  sei  also  die  Reihe f  welche  durch  die 

verlangte  Division  entstanden. 
De&Q  es  Ist  aUgeweio 

Multiplizlrt  man  nun  die  Reihe  (1)  mit  (a— j?)"»,  .so  ist  das 
Glied  des  Produktes,  das  die  Potenz  enthält: 

«"(         1.2... II  *  1.2...^»-!) 

,  m(m~l)   ytf(itt'f  1).. .(yyt4-»~3) 

Ist  n  <»i,  so  ist  das  letzte  Glied  dieser  Reihe: 

^  1.2^:^  ' 

nsiti  ist  es: 

(-1)- ; 

ttüdflarM>m: 

w(/«+i)"»(<'*-fw— »»—1)  —  /  m(m4-i)...(n^!) 
^  1.2... ""^    '     1.2...(ii--m)  • 

Nun  folgt  aus  Archiv.  Tbl.  l.  Nr.  X.  S.  72.  (12)  für  Jfcssl, 
P^s»  m=iit>  «=— m,  dass  im  ersten  Falle  die  Reihe 

Th«U  TU.  2» 
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Dasselbe  gilt  auch  ffir  dea  zweiten  uod  dritten  Fall.  E&  mi 
nämlich  allgemein: 

1  11111  11  1 

Im  ersten  Falle  ist  diese  Reihe  vollgliederig,  im  zweiten  ebeo- 
fidlfl»  im  dritten  aber  ist,  da 

fix  ^  (>^)(ii»+l)(-m-i-2)...(^-|-r) 
1 


(ÜT  r'^m,  (— 9ii)r^0,-  was  auf  unsera  Satz  ziirfickkommt.  Das 

aUeeraeloe  Glied  der  ans  dem  Bruche  ^— -r  entstebeodeo  Reihe 

ist  also 

m(m-fl)»»(m4«'^l)  _  ' 

~     172777«        '  a»+»  a«+«' 

und  man  erhält  die  Reihe»  wenn  man  »  =  0^  1,  2,,,.  setzt«  dabei 

aber  ntt^l  annimmt  (M.  s«  die  vorher  angeführte  Abbandlmig  in 
ersten  Theile.)* 

Das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

A 


entstehenden  Reihe  ist  folglich 

j  m(iit  H)*»(m-t-ii-l)  ^ 
1.2...«        *  a«+«  ' 

und  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

_A_ 
a — bx 

entstehenden  Reihe: 

A  — r-r  ^ 

Umgekehrt  auch  wird  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

1 .2...«        '  a»+" 
ist,  zum  erzeugenden  Bruch  haben: 

A 
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§•3. 

Ist  ein  Bruch  zusammengesetzt  mis  der  (algebraischea)  «Sui 
•iper  Heibe  vpo  Brucheo»  weiche  die  UefitnU 


haben»  so  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  ihm  henrorgehendeii 
Reihe  offenbar  gleich  der  (;iIi;obraischeTi)  Siinime  der  allgemefneil 
Glieder  der  Hoibeii,  die  durch  Division  aus  den  einzelnen  Brüchen 
erzeugt  werden.  Und  umgekehrt,  ist  das  allgemeine  Glied  eiu  in* 
begriff  einer  Ueibe  Formeo  der  Gestalt 

^  i}t(m'|-l)...(ni*fM~l)     ^    ^  - 

 OTITS  

80  ist  der  erzeu£?ende  Bruch  auch  ein  lobegriff  einer  Reihe  von 
Brüchen  der  Gestalt 


5.  i. 

Das  in  §.  2.  AufgefiQbrte  gilt  offenbar  auch  £üt  den  Fall»  daas 
A  und  a  iroaginftr  sind  .  , 

Sei  also  Az=z  RicoaTi-ialnl^ ,  a^r(eaBt^istn€^,  80  fst 
das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Braclie 

R(cosT-j-fsinT) 
[r(cos<-f  i  sin  t) — 6*)"' 

entstehenden  Reihe: 


«Ccos  /  +*  Sin  ^>        x.iZ\n        '  \S^+a)i^iB\ü(m^)t) 

 iZ6»g»  m  (m-|-l).,.(?/i-t-»i— 1)  cosy-^-^ginT 

^   1*1  TiT  •  1 .  "2 ...  71         *  cos(m  f  ii)t^i  sin(?/j-f  it )  t 

Dessgleicben  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

/^(cosy— tsin^) 
[r  (cos  < — t  sin  0 — 

«ütstebendcn  Ueibe  : 

. [cos ((„+„) t-T)-^ U.n u«.+»)  <-2) J. 
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NoD  ist  aber 


R(co8T-\-iH\üT)      ,  RicosTyiBiaT) 
Jr{cos  < + 1 sio  i)  — 6ar]«     [r  (cos  t  —  isiu  t)  — 6jr]« 

•in  raeller  Brach,  dcvsen  Nenner : 

%  r  * 

I 

und  dMwe»  ZShler : 

Ä  (cos  r  + 1  sin  T)  fr  (co8     i  sin  /)  —  ^a:]»» 
+  Ä(coe  J— »siii3D  [r(coel+<8lD<)— , 

welche  Grösse  reell  Ist. 

Das  allgemeiDe  Glied  der  aus  diesem  Bruche  eDtstehendeo 
Reihe  ist  somit :  ^ 

m(m-H)...(m-|-n-l) 

Und  imigckehrt  geh3rt  m  einem  solchen  aUgeneinen  Gliede 
ein  erxengender  Bruch: 


n  (cos  T + i«in  7")  [r  (cos  i  —  i  sin  i)  —bx\^) 
-t-  iZ  (cos T—  »sin y)  [r (cos  t ^  / sin  Q  — M**! 


[r« — 2  6  r  Ä  cos  t  +  6*^  or^J« . 
Für  m  =  l  ist  das  allgemeine  Glied: 

2«^coa((«+l)t-2), 

und  der  erzeugende  Bruch : 

n>  p  rcon  ( 0  -  h»  oosT 

Diene  Andeutnngen  mugen  genügen.   Wir  wenden  uns 
Snmmirungen,  wie  sie  durch  die  entwickelten  Formeln  möglich 
werden,  und  deren  Prinzip  in  §.  l.  erläutert  wurde.   E«  werde« 
also  hier  eine  Reihe  Beispiele  folgen. 

5. 

1)  Es  sei  das  allg«eine  Glied  einer  Reihe  (3.4«-f  3)«",  ^ 
man  verlaage  die  Summe  - 

i(2.4«+3)««. 
e 


4S7 

Das  allgemeine  Glied  zerlliUt  in  2.4"^:«  und  3.J?".  Betrachtet 
man  den  ersten  Theil,  so  ist  in  §.  2.  A=2,  b^iy  a=l,  m^\, 

also  der  eczengeDde  Brach  dessgleicheo  ist  der  erzoi^seiide 

Bruch  voo  3.;i;"  hier  :  also  ist 

4  .MA  '  9  - 


K  (6  i  ^  =  4.     ^     —     5  — I  i  r 

Für  K*  ist  das  allgemeine  Güed:  2*4»+»^-*  ««+H-i+3««+'+^ 
also  der  erzeugende  Bruch  n 

Mithio  Ist 

Diese  Grosse  wird  für  x  =  i:  S^!;    »hr  wahrer   Werth  ist 

Mull 

aisdaon : 

-14— (r+t)  (2  4'-+H3)  +  (r-l-2)  (2.4»'+  ^+12) 

 3  

Dessgleicben  wird  sie  ^  ffir  a;=^  oder  407=1;  ihr  wahrer 
Werth  ist  alsdann: 

--14-(H-lX2.4H^i4^).i: +(r+2)(2.4r+M.l^ 

_  14.4''^^  ^  -f  (r-i-1)  (2>4'-^  ^^3).4^r-^2)  (2,4H'H-t2) 

wie  man  ündet,  wenn  man  Zähler  nnd  Nenner  nach  x  dlffetensirt 

und  dann  ^ 

2)  Man  soll  die  Somme 

j,  (n+1)  (  ^ 

0  * 

angeben. ,  Für  diesen  Fall  ist  ip  2*:  ^  =  1,  6=1»  a  =  l>  m=:3, 
alsei 
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Skm  i(l%MMhw.«liMl  te  4nck  JT  «»iHihwiw  IUUm  tat 

1.2 

_  (2r-h5)n-f  (r-t-2)(r-i-3)-j  ^^.^^  . 

,  1.2  l.Ä  t»» 

■  I  ,  •  '  IT 

*  -  - 

folglich  der  eizeQgepde  Bruch  . 

.^=(f=^»+<'+^\-p:^+— 2  


IffitUD 


.  -  3)  £•  fioil  die  Summe  £     cosnt  aogegebeti  werden. 

0 

Nach  {.  4.  ist  hier  R=i,  b:±^l,  r=l,  T=t,  also 

g         1 —  X  cos  t 

~~  1— 2a?  cos  <  H-aj»  * 

Für  a:»+'^+*cos(n+r+l)<  als  allgemeines  QUed  Ut  ifc=6:;^y=l, 
r=— (W),  mitbin 


1^1  _  COS  (r-f  1)  f— jgcoiir  <  ^^.^ 
folglich 

r  ^  l~a;cosfr-a^+*co8(r+l)<+4H-*cArl"  '  /' 
Za!»cos««=  IZ^U^^^TT^  

Ffir  jäI  tat 


L.iyui<-cü  Google 


439 


1 4- CO0  < cos  2t -f  C08  3< -f . .  • .  <|>  cos  r< 

=  ^""^^  g  4-  cos  r^-<o>  (r-f- 1)  t  1,1    cos  ri — co»  (r-f  - 1)  t 

2— 2cofi«  :~f^f  l-^cost 


2  '  2        .  1  ^ 


wie  bckanut. 
4)  Es  «ei 


i;  £2(3»^  1)2»  -I- 12»]«» 


anzugeben. 
Es  hst 


2Gl«^l)2"  +  12ii 
=3  ,2#4»Öi±^±S-.*H'i.9(fi-fl)  +2-42+12(11-1-1)-», 

also 

= 12  ^"'''1^  ^^^^ SfW^lS.(7i +l)2«^-F4,2«a:»-fl2>(»+l>c«-12 

Jl*  2b 

folglich 

y_     12  18  4  12  12 

"*  (l-.2a;)>     a-2ar)«  ^  1— 2ar  +  (l-;»;)»    1=^  * 

Das  allgemeine  Glied  An^r  ^^i  *"+''+^  (5«  10  »st  hier : 

[6(ii+r+l)«— 2](2a:)M^»  +  12(ji+r+l)4^»+^i, 

oder  wenn  man  r-l-l=|i  setzt; 

[12.  (»-^-V^'^-^^l  +  {l2p-lS)(H^i)  -I-  4 I2|i](±i:)» .  (in)/» 
+  (i2(»+l)  — 12);tPÄ'»+ lip.Ä/'ar»  ; 

aUo 

^._l^(2ar)P  ,  (12/.-18)C2ar)P     4+p«-12p  ^^a:)!» 
<     ^  <1— 2»)»         (1—2»)»     *  1-2« 

4.  Szi^I^  -  1^  -^  4.  l-/ii£!l  — 
/o  wiP    12     ,  lir^f)  ,       lOr- 7t  ,  12     ,  12r-| 

(1^2^)1+ -T^±r-J+^  1(1=:^«+ 1=:!  J- 


Die  verlangte  Summe  ist  nun  K^K. 

Weitere  Beispiele  za  geben,  haltea  wir  für  iinDotbIg.  Wir 

haben  nnr  auf  diese  SnTnmirunsf.swoise  aufmcrl:sr\Tii  machen  ^^  olfen. 
da  ihr  (innii;  ein  einfacher  und  Iclarer  ist.  Es  liessen  sicli  noch 
mancherlei  Formeln  daraus  ableiten,  auf  welche  wir  vielleicht 
später  zurückkommen  werden. 


BettrSffe  m  den  Klemeiitra  der 

Oeometric. 

To« 

Herrn  Rudolf  Wolf, 

Docenten  der  Mathematik  nnd  Archivar  der  Schw  ci^terjüchen  naiurfor- 

•chcuden  Gesellschaft  zu  Bern. 


I. 

Wenn  leb  mich  längst  zu  der  sich  immer  mehr  Bahn  brecbeo- 
den  Ansicht  bekenne,  dass  die  Idlnstiichen  Scbranken  swiscben 
einzelnen  Theilen  der  Geometrie  zusammenbrechen  müssen ,  inso- 
fern diese  W!s«<enschaft  in  ihrer  innern  (iliedenini^  fortschreiten 
soll,  —  so  }i;i!te  ich  namentlich  dalür,  dass  (^ic  ol>eno  (leonictrie 
der  Raniii!4eometrie  durch  eine  gleichTnässi<icre  J>t  lia[i(Iiuri<i  hv'idor 
näher  zu  bringen  ist,  und  ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dem 
mathematischen  Pitblikum  binnen  Kurzem  einen  betreffenden  Ver« 
such  vorlegen  za  können«   Folgendes  möge  zur  Probe  dienen. 

Wie  der  FiächeuUerechoupe  in  der  Ebene  der  Satz:  Drei- 
ecke von"  gleicher  Grundlinie  und  HObe  sind  gleich 
gross  oder  haben  ^leiobenFlScbeninbalt,  su  Granite  liegt;» 

80  gründet  steh  die  kurnerberechnung  auf  den  Satz:  Tetraeder 
von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  sind  gleich  gross 
oder  haben  gleichen  Kauminhalt.  Ffir  ersteren  Satz  wflsste 
ich  keinen  Idareren  Beweis  zu  geben,  als  deo  von  Grerwten^  wie  er 
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in  Archiv,  Thl.  IV.  8.237.  angedenfpt^varde;  da  er  «Ich  aber  nu  fit  auf 
den  Raum  ausdehuen  lüsst,  so  iiiu.ss  ich  ihn  dennoch  vemerlen« 
Ebensowenig  kann  ich  den  von  Euklid  oder  Legendre  beibehalten« 
da  ich  es  für  uowissenschaftlich  halte*  die  Beredmung  Ton  Dreleek 
und  Tetraeder  auf  die  Berechnung  von  Paiallelogramm  und  FaraU 
le!epi|)ediim  zu  gründen.  Ich  habe  nun  fiiir  das  Dreieck  folgenden 
BeweiSj  adoptirt.  \rh  lasse  ein  Dreieck  der  FlJirhe  nach  enti^te* 
hen ,  indem  sich  eine  Gerade  parallel  zu  einer  seiner  ^ieiten  fort- 
bewegt^ während  ihre  veränderlichen  Grenznunkte  in  den  beiden 
andero  Seiten  bleiben ,  <—  zeige  dann  (mit  Hdlfe  der  bei  meinem  - 
geemetnschen  Systeme  unmittelbar  aus  den  CongruenES&tzen  her* 
vnrG:phenden  Aefinlichkeits8ätze),  dass  für  Dreiecke  von  gleicher 
Grundlinie  und  Höhe  die  Erzeugende  in  i^leichen  Anständen  von 
den  Spitzen  gleich  lanji;  ist,  und  schliegüse  aus  der  fortwährenden 
Gleichheit  der  Erzeugenden  auf  die  Gleichheit  des  Erzeugten.  — — 
Für  die  folgenden  FrichensRtze  die  gewöhnlichen  Beweise  beilie- 
haitend»  bin  Ich  00  in  den  Stand  gesetzt,  die  entsprechenden  Raum- 
Sätze  auf  gana  analoge  Weise,  zu  erled^ea« 

ä)  Tetraeder  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe 
sind  gleich.  —  Wenn  (Taf.  VL  Fig.  9.)  abe=Mk  und  do  ||  tu, 
so  istx.  abcil=T,  hUto»   Denn  ist  vtr||ftc,  so  bat  man,  da  pa- 

rallole  Schnitte  oiries?  Tetraeders  ähnlich  sind  ,  cß/ r\D  afjc  und 
Imnojhik  t  folglif  h  auch  ,  wenn  t(),  rp ,  hq  und  m  senkrecht  zu 
den  Dreiecksseiten  gezogen  sind,  ryfcopcb  und  snmOJqik*  Aus 
diesen  ähnlicheD  Dreiecken  folgen  die  Proportionen: 

1)  griep-=gfteb=^efiab    2)  mikq^nmxki^lmiku 

Da  ferner  parallele  Ebenen   parallele  Kanten  bilden,  .also 
(/||a6  und  lm\\hi  sein  mnss,  so  verhalten  sich 

3)  efiab=iediad  4)  Imihi^loiho, 

Endlich  schneiden  parallele  Ebenen  proportional,  also  verhält 
sieh  auch 

5)  ediad^loi  ko. 

Die  Verbindung  dieser  fünf  Proportionen  gibt  die  zwei  neuen 

e/:  «6  SS  An  :  AI       gf :  cfi  ssfn :  kq^^ 

aus  deren  Muitipiication 

ef,gr:ab,cp=:lm,Mnihi,k«f  oder  ^efy: ^abesz  ^Imni ^kik 

folgt.  Nun  ist  nnrh  der  Voraussetzung  \abc  =  ^fiik,  also  nmss  auch 
^efg—  \lmii  »ein.  Eg  kann  sich  aber  der  Rauminhalt  eines  Tetrae- 
ders dadurch  erzeugen ,  dass  sich  eine  Ebene  parallel  einer  Seiten- 
fläche fortbewegt,  während  ihre  veränderlichen  Grenzlinien  in  den 
drei  andern  Seitenflächen  bleiben.  Da  nun  für  zwei  Tetraeder  von 
gleicher  Gründl! nrhc  und  Hfihe  die  Frzrni^ende  in  gleichen  Distanzen 
Von  der  Spitze  nach  dem  Bewiesenen  immer  eiche  Grosse  bat,  so 
mfissen  auch  die  erzeugten  Tetraeder  gleiche  Grösse  baben>  ^.  s.  h«  w*, 


m 

Tetraeder  von  gleicher  Hohe  verhalten  t$ ich  wie 

die  Ba^en.  —  Weno  dh  \\  ifc  (Taf.  Vf.  Fii?.  10.)  und  af^c :  efg~m'.n, 
so  verhält  *ii(jfi  .iiichT.  oAcf/:  'i\  eff/k  ^^?n  :fi.  Denn  theilt  man  die 
Buseij  :  *i6  m  m  unter  sich  ijleiche  Theilt*  und  tf  in  u  unter  sich 
gleiche  TheLle,  und  verliiudet  die  Theilpuokte  je  mit  deo  Spitzen 
c  und  f) ,  so  hat  man  offeDbar  okc  und  e/j^  io  m  und  n  auch  aoter 
einander  gleiche  Theile  ffethellt.  Jeder*  dieser  Theile  be/^mmt 
mit  der  zu  ihm  s^eborenden  Spitze  d  oder  k  ein  Tetraeder,  und 
alle  diese  Tetraeder  haben  gleichen  Inhalt,  weil  sie  bei  gleicher 
Höhe  äouivalente  Griiadfläehon  haben.  Es  verhalten  sich  also  die 
ganzen  Tetraeder  wie  die  Zahlen  m  und  welche  die  in  ihnen 
eothalteoeu  i^leiDen  Tetraeder  zählen,  w«  %,  h.  w* 

c)  Tetraeder  von  gleicher  Basis  verhalten  aich  wie 

ihre  Höhen.  —  lüt  (Taf.  VI.  Fie.  11.)  abe^efn,  so'  aollen  aich 
die  Tetraeder  ahcd  und  efyh  wie  äre  Höhen  verhalten.  Um  dies 
zu  hf'weisen,  nehmen  wir  ein  Tetraeder  ikhn  zu  Hülfe,  welches 
mit  abcd  gleiche  Hübe  habe  (ko  dass  dm\\r%)t  während  Um\\egh 
und  iklc^efjf.  Dieses  Tetraeder  hat  mit  ahcd  nach  der  Voraus- 
setzung eleiche  Höbe  und  äquivalente  Grundfläche,  aUo  gleichen 
Inhalt.  Denkt  man  sich  nun  efnk  so  in  iklm  gelegt,  c&ss  die 
gleichen  GfütadMchen  snsammefitallen ,  so  musa  ancn  wegen  des 
vorausgesetzten  Parallelismus  Bfjh  In  Um  fallen;  es  sind  daher  die 
beiden  Tetraeder,  in  Bextehnnt^'  auf  tffh  oad'^  aia  Ctrundifiehee» 
ven  gleicher  UOfaie>  und  man  W  daher 

1    T.  efghiT,iklm=eghxÜm^eg^hqiü.mo=:^hqimo. 

♦ 

Zieht  man  nnn  die  HOhen  mn  nnd  hp  senicrecht  auf  r»  und  verbindet 
iw  und  pQy  so  moss  no±il  und  pg±€g  stehen«  da  mo  und 

als  Dreieckshöhen  senkrecht  zü  ä  und  eg.  Es  stellen  aUo  die 
Winkel  inoft  und  hqp  die  Neii^ungen  der  parallelen  Flächen  ihn 
und  cgh  ges;en  rs  vor,  sind  also  gleich;  folglich  sind  die  recht- 
winkligen breiecke  mno  und  hpg  ähnlich,  also  hq'.iiio=  hp  »»in. 
Man  hat  daher  endlich 

T.  tfyh : T« iklm = hp  xrnn  oder  T.  efgk :  T.  abed=ihp : mn. 

d)  Die  Inhalte  ziveier Tetraeder  verhaltenaich  wie 
die  Producte  aus  Höhe  und  Basis.  -~  Stellen  rj  ^, /i]  uod 
r.2  O'z  Volumen,  Grundfläche  und  Höhe  zweier  Tetraoflor  vor, 
unü  ist  ferner  gleich  dera  Inhalte  eines  Tetraeders  der  Höhe 
hl  und  Grundfläche  g^,  so  hat  man  nach  0)  und  c): 

m 

folglich  doreh  Makiplication : 

Vi:v%=gi  Jt^ig^Ji^. 

c)  Wählt  man  den  Inhalt  eines  Tetraeders,  dcssflß 
Grundfläche  die  Hasis  1  und  Höhe  2  hai,  während 
seine  Höhe  3  beträgt,  zur  Volu  m  e  n  elnb  c\t ,  — .  so  ist 
das  Volumen  jedes  Tetraeders  gleich  dem  DriitheiU  i 
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des  Rroductes  aus  Basis  und  Hühe.  BesSieichnen  Dämlicii 
g  und  k  BasM  und  Uuhe  irg«tid  emes  Tetraeders  o>  sü  hat  mao 
nach  d«r  getrofesMi  Wall  md  Id  Fo^e  d)i 


Meistens  wird  den  Schülein  der  Uebergaiis  vod  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie  zu  den  rechnenden  Theilen  etn  a8  schwer. 
Die  Erfahrung  hat  mir  nun  gezeigt,  dass  diese  Schwierigkeiten 

am  !(»irl)tostPfJ  <l:uliirrl»  i^oliohon  werden .  n  enn  man  Hinen  die 
Formt'lii  nicht  nur  durch  Ht'(  Ininni:  ableitet,  sondern  sie  ihnen 
auch  durch  Contsitruction  näher  zu  brin«^en  s>uclit,  und  ihueu  durch 
Hinweisung  auf  die  gleichen  Resultate  beider  Methoden  Zutrauen 
zu  dem  für  sie  neuen  Verfahren  weckt.  Ich  füze  .bier  einige  solche 
Constructionen  hei ,  von  denen  ich  mir  nicbt  Itewiisst  bin ,  sie  in 
geometrischen  Werken  gefunden  zu  haben. 

o)  Es  soii'die  Summe  oder  Diffenz  zweier  Slsus 
oder  Cosinus  in  ein  Product  vervvandelt  werden.  — 
Man  hat  offenbar«  wenn  a/=aif=l  und  ^fac==^äac  (Tat.  Vi. 
Fig.  12.). 

sina-|-siD/3=  /o+de=2.c6  =  2.m?.8in^i^=  2cos^^  sin 
sina — äin^=/o~(2e=2.cÄ=2«c«{.cos--i^  =  2 sin cos ^^1^  , 
cos  tt + COS  ^ = 41^ Oes  2^6    2.ac  •  cos         2  COS      cos  « 
cos  ne— CO»  ß^off-'^ae  =s— 2Arf=— 2cci .  sin  ?i£r=—  2^sin  sin 

■ 

b)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  in  jedem  Drei- 
ecke die  Summe  zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  Ge^^enwinkel  Kur 
Tangente  ihrer  halben  Differenz  verhält.  Aus  der  nach 
Construction  und  Bezeichnung  fSr  sich  klaren  Taf»  VL  Fig.  3. 
folgt  umnitteUiar 

«+ 6 : «— 6=:^ :      ^  :^  =  tangSi^. :  tangi^ . 


•  V 


in. 

Bilden  drei  Seiten  cinefi  T  etrae de rs  rechte  Winkel 
mit  einander,  so  heisnen  sie  Äa^Är f <?n,  dieGegenseite 
lijfpotenuse,  das  Tetraoder  rechiwinkliff,^  Für  jed«f 


■ 
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8»l<-fie  rechtwiallige  Tetraeder  besteht  sodann  der  dem  Pytha^o- 
rSischen  Theoreme  analoi^e  Satz:  Das  Quadrat  der  Hypote- 
nuse ist  gleich  der  (^uadratsummc  der  Katheten. — 
Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  14.)  ^ABDC^  ^DABC^^ABCD  ~m 
so  folgt,  da  zwei  zu  einer  dritten  senkrechte  Ebenen  auch  eine  zu 
ihr  senkrechte  Kante  haben  müssen,  dass  ^ifl,b)  —  ^(a,c)  = 
^lb,c)  =  W,  und  daher 

ABC*  =        Aßl/'  =  f^.  BCIP  = 

4  4  4 

Zieht  man  nuii  ej.d,  so  folgt  f±d  uuA^(a,  e)  =  W,  und  da  mm 
b.e=d.e,  Bo  wird 

ACUT  j  j  j  

4 


Uebungsaiifsalieii  für  Schüler« 


Aufgabe  aus  der  Stereoffletrie. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T«  Wittfftein  sn  HannoTvr.' 

•  ■ 

Unter  den  Namen  der  Archimedischen'  Korper  fuhren  einige 
Lehrbücher  der  Stereometrie  eine  Klasse  von  Polyedern  auC 
weiche  von  regelmässig^en  Polygonen  verschiedener  Art  (z.  B« 
Quadraten  und  sleichseitigen  Dreiecken)  dergestalt  begrtHnzt  wer- 
den, dass  an  jeder  Ecke  gleichviel  Polygone  von  einerlei  Art  zo- 
sammenstossen.  Diese  Korper,  die  mithin  einen  natürlichen  Fori* 
schritt  von  den  sogenannten  Piatonischen  Körpern  aus 
^«»^AjAw  nr  SaMikmg  fe^ittder  Aufgalie  ndt  melM^  ' 
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Wie  viel  reeelmässige  pecke,  ^ecke,  recke  etc. 
wird  ein  Polyeder  ebthalteo  miiasen»  weoD  an 
jeder  Edte  desselben  a  «ecke,  6  ^ecke,  e  recke 
ete.  ansammeD Stessen  soltent 

Beispielsweise  f&kna  wir  an,  dass  aus  Quadraten  und 
sie  i  ch  s  e  i  t  i  g  e  n  D re i ecken  sich  nur  feigende  fÜ nf  Archime- 
dische Körper  bilden  lassen  : 

I)   2  gleich».  Dreieciie   3  Quadr.«  an  jeder  Ecke  1  gl.  Dr.  2  Qu. 

3)     8  M  Ö  M  M      ^        99         2  9t 

^  99  99  2  „  „  „       Z         n        ^  99 

5)  32  „      ■  „  6  9p  M  »9       ^         »>         1  99 

Die  Netze  diener  Körper  zu  entwerfen,  ddrile  lür  Anfibiger 
eine  sehr  instruclive  Uebuog  abgeben. 


AuJ^abe  aus  der  lütegrairechnaiig* 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Uaanover. 

In  einem  Tonnengewölbe  (Halbcylinder),  dessen 
Grnndfläclie  horizontal  liegt  und  dessen  normaler 
Querschnitt  eine  halbe  Ellipse  bildet,  denjenigen 
Theil  der  krummen  Oberfläche  zu  berechnen,  welcner 
von  zw  ei  Vertikalebenen,  die  einander  in  einem 
Punkte  der  Achse  des  Gewölbes  durchleb ae iden,  und 
Ton  der  Grundfläche  begränzt  wird. 

Wir  theiien  diese  Au%abe  mit,  weil  sich  das  Resultat  aut 
eine  ftir  Praktiker  sehr  bequeme  Gestalt  brin||en  ISsst.  Bezeichnet 
man  mit  a  die  horizontale,  mit  fj  die  vertikale  Halbachse  des 
oormaien  Querschnitts,  und  mit  Fdie  horisentale  Proj ection 
der  gesuchten  kriinmien  Oberfläche,  —  welche  ein  Drei* 
eck  bildet»  —  so  ist  diese  krumme  Fläche  selbst 

Wo  man  den  Factor  k,  der  nur  noch  von  dem  VerhSitnIsse  ^ 

a 

abliäriiiig  ist,  durch  eine  Integration  findet,  Hie  auf  Logarithmen 
oder  iikreisbögeo  führt,  je  nachdem  man  a>6  oder  a<6  hat.  Sie 
▼crebfacht  sich  iür  a^b,  d.  h.  fflr  Kreisgewrdbe»  wo  man  das 
ül>erraschende  Resultat  U  =  2  erhält;  in  dieser  einfachsten  Gestalt 
^ndet  sich  die  Aufgabe  bei  iMoigno,.  in  dessen  musterhafter 
l^arstellung  der  Anwendungen  der  Intei^ralrechnang  auf  Geometrie 
(Cakul  differeotiel  et  integral.  Tome  Ii.). 
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Eme  Anzahl  Wertbe  fflr  k  hftbeii  wb  laidtr.  Mgendtn  Tftfel 
zatNunmengeatellt  ' . 


0,5 

0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 


1,3802 
1,4944 
1,6145 
1,7304 
1,8(381 
2,0000 
2,1346 
2,271ö 


Diff. 


a 


k 


1142 

1201 
1249 
1287 
1319 
1346 

vm 

i:387 


1,3 
1,4 

1,5 

1,0 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 


2,4102 
2,5506 
2.6925 
2,8358 
2,9801 
3,1254 
3,2715 
3,4184 


Diff* 


1387 
1404 
1419 
1433 
1443 
1453 
1461 
1469 


Diese  Au,fiiabe  Undet  Anwendung  «sowohl  zur  Berechniing  der 
Oberflächen  von  Klostergewülben  (weiche  aus  lauter  Flächen- 
stücken von  der  angegebenen  Gestalt  zusammengesetzt  sind),  als 
auch  TOD  Kreuzgewölben  (wo  tod  jedem  der  sii^  durcnbren- 
den  Tonnengeu'olbe  Flächenstflcke  der  angegebenen  Art  zu  sub- 
trahiren  sind; ,  und  möchte  sich  desshalb  besonders  fdr  technisebe 
Lehranstalten  alt»  Rechnungsbeispiei  eignen. 


Miscellen. 


Profe.<»sor  Frisch  in  Stuttgart  hat  sich  einer  vollständigen 
Au8|;al>e  von  K.e|>ler's  Schriften  unterzogen  und  den  dazu  eot- 
wortenen  Plan  bekannt  gemacht.  Die  Schriften  sollen  in  ihrer 
ursprfio^lichen  Form  chronolosrisch  geordnet  erscheinen ,  begleitet 
▼on  kurzen  erläuternden  Anmerkungen.  Eine  Einleitung  wird  ein» 
Ueberblick  über  den  Zustand  der  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften in  der  Keplerfi  vnraiTK5:es;Tingenen  Zeit  ;?cben  und  daran 
sich  Kepler  s  Leben,  mit  Kiitksicht  auf  dt's.sen  Wissenschaft' 
ficbe  Thätlgkeit,  schliesseB.  Hierzu  steht  die  lit  nutzung  von 
ler's  handschriftlichem  Nachlasse,  welcher  in  22  Foliobände»  «jf 
Coocepte  der  gedruckten  Werke  und  einen  reichhaltigen  Bri<r 
weebaeU  so  ,wle  mehrere  angefangene  astronomische  ArbeiteD  sw 
serstreute  Notiaen  enthält»  au  envarten.    Die  descblckte  dleM* 
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Nfl^blam«  erzählt  V.  Muri  in  Belnem  Journal  für  Kunstge 
schichte.  ThJ.  3.  S.  727.  Dr.  Han<^nh,  Collegiat  in  Leip- 
zig, hatte  uniM  Jahr  1710  die  Hand«chriiten  um  100  Fl.  in  Danzi«j^ 
erkauft,  uml  erlangte  von  dem  Kaiser  Karl  VI.  das  Versprechen 
voo  4000  Fl.  zu  der  Uerautiguhe ;  doch  ward  ihm  nach  Uebefiei-' 
cbung  des  ersteo  Baoiles  der  Tifol  eioes  IcaiseHidien  Raths  uod 
eioe  goldene  Kette  verliehen,  aher  die  Unterstützung  Tersagt.  lo 
FriMilifiirf  ;i.  ^I.  «edachte  er  dennoch  den  Druck  zu  heurrk- 
^teilii(eii,  und  verlor  darüber  seine  ('olleuiatur  zu  Leipzig.  Auch 
die  Au^gulie  des  liber  de  calendario  Gregoriano.  1726. 
vemiocbte  nicht  die  Icaiserüche  Zusage  der  Erfüllung  näher  ra 
bringeil.  Die  Kepl ersehen  Handschriften  waren  liidessen  zu 
Frankfurt  für  82o  FL  vefsetst  worden,  wo  sie  in  Vergessenheit 

feriethen,  bis  v.  Murr  im  Jahre  1774  für  dio  Akademie  in 
etershiir^  erkaufte.  Dort  ward  alsbald  ein  Plan  zur  Heraus- 
gabe entworl'en,  blieb  aber  ohne  Ausführung.  Vielleicht,  dass 
nun  Mitglieder  der  Akademie  in  Petersburg  mitwirkend  ctntr^^ 
ten«  und  das  fdr  die  Wissenschaft  wichtige,  das  Andenken  des 
grossen  Mannes  erneuernde  Werk  vollenden  (Jenaische  liite- 
ratur-Zeitung.  1845.  Mr.  194.  775.). 


Die  mathematische  Ge^elUcbaft  in  London. 

Gegen  Mitte  Juni  1845  fand  die  Einverleibung  der  seit  1717 
bestehenden  »Mathematischen  Gesell  schaff*»  die  »»Astrid 

nomische  Gesellschaft''  statt.   Dieses  Ereigniss  ist  insofern 

von  Interesse,  als  die  fJrnndnn?  dos  rrstrrrnnnnten  Vereins  eine 
ganz  auf  das  Volk  ntid  iri<>  Hildunii  berechnete  war.  Was  heut- 
zutage die  sogenannten  Mechanic  Institutious  und  Lyceums  in  den 
•  englischen  Fabrikstädten  sich  nach  vielseitigerer  Richtung  bin  zur 
Aufgabe  stellen,  das  suchte  diese  Gesellschaft  in  besonderm  Bezug 
auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaften  durch  gegen- 
seitigen Unterricht,  Vorfesungon  und  lorijleichen  zu  erreichen. 
Der  Grundsatz,  welcher  an  der  Spitze  drr  (»esellschaftssatzungen 
stand,  lautete:  „Es  ist  die  Pflkbt  jede^»  iMitgiiedes,  wenn  es  um 
Auskunft  iiber  eine  mathematische  oder  naturwissenschaftliche 
Frage  Von  einem  Andern  angegangen  wird.  Letzterem  in  der  fass- 
Uchsten  und  deutlichsten  Weise  ,  deren  es  (ahig,  Aufschluss  zu 
ertheilcn."  Ursprünglich  zählte  die  Geselisrhaft  f)i  MUi^licder, 
spater  81,  Quadrafzahlen ,  die  als  Symbole  celten  nio(  lit«  n.  Zum 

§ rossen  Theil  bestand  &ie  aus  Leuten  von  niederra  Herkommen, 
ie  sich  aus  eigenem  Triebe  und  eigner  Kraft  xum  Denken  und 
Forschen  emporgearbeitet,  sogenannten  Autodidakten,  und  doch 
befanden  sich  Männer  darunter,  die  sich  einen  europäischen  Na* 
men  erwarben.  So  Dollond  und  Thomas  Simpson,  welcher 
Letztere  von  der  (iesellschaft  von  seinem  Webstuhle  in  Spitallields 
hervorgezogen  wurde,  um  in  der  Wooluich  A<iademy  Mathematik 
zu  lehren.  Wie  heute  noch  ein  grosser  -Theil  der  Handwerker- 
Vereine  in  Deutschland,  legte  man  sich  bei  den  Versammlungen. 
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welche  ge8;enseit!sren  WTSsenschaftlicben  Austausch  und  Bildnog 
zum  Zweck  hatten ,  nicht  den  mindesten  convcntionellen  Zvvan» 
auf.  Jedes  Mitglied  erschien  mit  seiner  Pfeife,  hatte  seinen  Zinn- 
krug  mit  Ale  vor  steh  steheu^  und  brachte  Schiefertafel  und  Griffel 
mit.  Es'  sehten  Grundsatz  zu  sein ,  bei  ErOrterane  der  sehinerig- 
sten  Fragen  dem  Satze:  „9X  famo  dare  kiceni'^  micbstäblicb  An- 
wendung zu  verschaffen  SpSter  kamen  andere  Elemente  hlunij 
welche  im  Sinne  der  geseüieeo  Verfeinererungen  Neuerungen 
machten.  An  die  Stelle  de«  Zinnlcnigs  trat  das  Gl;is  und  die 
Pfeife  versch^vand  allmälig;  aber  mit  dem  nitrn  Brauch  nahm  anch 
die  Zahl  cUm  Aliti^lieder  ah,  uml  deren  kahl>aJistische  Geviertzalii 
war  bald  uur  eine  i^escHichtliche  Denkwürdigkeit.  Endlich  zählte 
sie  nur  Boeh  19  Blitfflieder,  nicht  mehr  Weber  wid  anderes  Ge- 
werbsvolk ,  sondern  Mitglieder  anderer  mit  hochklingenden  Namen 
versebener  Gesellschaften.  Da  ihr  Fortbestehen  -  unter  solGbeo 
Umständen  nicht  mehr  m(tglich  war,  machte  man  der  Astronomi- 
schen Ge8elL«;ehaft  den  Vorschlag  zur  Vereinigunjr ,  die  ihn  bestens 
aufnahm,  da  sie  sich  dadurch  ansser  der  Zunahme  ihrer  Mitglieder 
in  liesitz  der  reichen  Sannulungen  und  anderer  Mittel  der  matbe- 
matischen  Gesellschaft  setzte. 


ün  nouvel  observatoire  meteorologique  vieot  d'etre  etabli  sar 

le  soiiimet  du  Vesuve;  il  a  ete  inaugure  ä  l'occasion  du  deroier 
coügres  des  savant.s  itaüens,  räunis  cette  annee  ä  Naples.    II  est 

rlace  a  I'endroit  de  la  moutagne  celebre  <|ue  Ton  noniiue  Sao* 
issi mo  balvatore. 
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Schriften  über  UnteiTiclitemethode. 


Ueber  die  Beschrfinkung  des  mathematischen  Un* 

terrlchts  auf  den  kurhessiacheii  Gymnasieii  diircli  die 
fcohe  Ministerial-Verfägung  vom  28.  Februar  1843,  Kur- 
ffirst liebem  Ministerium  des  Innern  als  Donksrhrift 
nuterthänig  überreicht  von  Dr.  E.  W.  Grebe«  Gymna,« 
siallehrer  zu  Kassel.    Marburg  1843.  8. 

Die  betreffende  Ministcrialveritigung^  von  welcher  schon  im 
latmrischen  Berichte  Nr.  XVIII.  S.  274.  die  Rede  gewesen  ist» 
«iid  zuerst  auf  S.  3.  vollständig  mitgetbeilt  und  dann  weiter  l>e- 
aprocheD«  indem  der  Herr  Vf.  (Ii ese  Besprechung  auf  die  drei  fbi- 
gnden  Hauptpunkte  zurückführt: 

„1.  Dro  Beschränkunsj  des  mathematischen  Unterrichts  hin- 
sichtlich der  darauf  zu  verwendenden  Zeit  steht  mit  der  Beschrän- 
kung des  äusseren  Umfan^s  durchaus  in  keinem  Verhältnis». 

2.  Dieses  Missverhältniss  wird  auch  durch  die  Vorschrift 
tber  die  innere  Behandlung  der  Mathematik  nicht  allein  nicht  beseitigt, 
Bondem  sogar  noch  vermehrt. 

3.  Statt  der  dermaligen  BegschränkuDg  des  mathematischen 
Gymnasialunterrichts  hinsichtlich  seines  änssrrn  Umfangs  erscheint 
vielmehr  eine  andere  im  Interesse  unserer  (■yiiniasien  wiinsrhens 
Werth;  aber  auch  selbst  wenn  diese  eintreten  snllte,  bleibt  die 
Wiederherstellung  der  früheren  wöcheDtlichen  Stundenzahl  drin- 
gendes Bedürfniss. "  *  • 

Was  die  unter  Nr.  3.  angedeutete  wfinscbenswerthe  Beschrfin* 
bng  des  mathematischen  Ünterrichts  angeht,  so  betrifft  dieselbe 
<üe  Ausschliessung  der  Stereometrie,  welche  nebst  der  Lehre  von 
tien  Kegelschnitten  und  der  sphärischeT«  Trigonometrie  dem  acade- 
J^ischen  Unterrichte  vort>elialten  werden  soll.  Obgleich  wir  nicht 
K'auben,  dass  in  letzterer  Beziehung  alle  Lehrer  der  Mathematik 
dem  Herrn  Vi",  beistimmen  werden,  da  die  Stereometrie  jedenfalls 
^oe  eigenthümliche  bildende  Kraft  besitzt,  die  nicht  leicht  jeder 
Gymnasiallehrer  unhenntzt  lassen  mOchte«  so  Ist  die  Schrift  doch 
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«lurch^änniij  mit  grof^-^er  Be?4i>r»n«Bb^it  verfasst,  bekundet  iiftrni! 
den  erlahnMion  Lehrer,  <ler  sicli  /n  inanrhem,  namentlicli  zu  dem 
vorher  ervvaltnten  Vorschlage,  wohl  niii  durch  die  Dringlichkeit 
der  Uuistände  veranlagest  und  genuthigt  L'esch«ti  hat,  und  Terdient 
▼on  allen  Lehrern  der  Mathematik  beachtet  zit  werden. 

Als  Resultat  der  ganzen  von  dem  Herrn  Vf.  angestellten  Un- 
tersuchung ergiebt  sich ,  dass  derselbe  an  da«  Hohe  Kurfürstlich 
Hessische  Ministerium  die  Bitte  richten  zu  müssen  glaubt,  die 
Verliiginisr  vom  28.  Febniar  184^J  in  mehreren  nesentüchen  Punk- 
ten zu  niodiliciren,  Dass  dies  recht  bald  geschehen  möge,  wün- 
schen wir  luit  dem  Herrn  Vf.  im  Interesse  des  matheniatischeD 
Ünterrii^ls  Äiefhaiipt  iindzniii  Besten  der  Karfürstlich  Hessischen 
Gymnasien  insbesondere.  Eine  Gewahrleistuns  hierfür,  und  zwar 
nach  unserer  Ueberzeugung  eine  jedeiifalls  hTK^Tist  erfreuliche,  lieL't 
schon  in  dem  Üinst.mdo .  das.s  der  Jlerr  \'f.  keinen  Anstand  neh- 
men zu  müssen  geglaubt  hat,  der  ihm  uuiuittelbar  vorgesetzten 
höchsten  Behörde  zwar,  wie  es  sich  gebührt  und  scfiickt,  in 
nihisero  und  ehrerbietigem  Tone^  aber  &ch  freimütbtg  und  offeoj 
in 'einer  vor  das  Fomm  der  Ooflentlichkelt  gebrachten  Schrift  ent- 
gegen zu  treten,  was  jedenfalls  diese  hohe  Behörde  selbst  in  einem 
seiir  vortlieilhaften  laichte  erscheinen  iiiast,  und  ein  erfreuliche« 
Zeichen  <ler  Zeit  ist. 


Arltlmietlk* 


Poinsot:  Röuexions  sur  les  ])rinci|>es  fondamentanx  de 
la  theorie  des  nombres.   4.    l^aris  1845.   8  fr. 

(Aus  Liouville's  Journal  besonders  aligedruclit. ) 

(Jeher  die  Auflösung  der  numeriscbou  Gleichungen. 
Von  Dr.  'Brandis,  viertem  Lehrer  an  dem  Kunlglläen 
Ohristianeum  /n  Altona  (Programm  des  OhristlaDeum  zo 
Altona  von  Ostern  1845).   Altona.  18 f5.  4. 

Diese  Abhandlung,   deren  erster  Theil  jedoch  für  jetzt  nur, 
vorliegt,  verdit^nf  Jedenfalls  allL^ontciner  bekannt  und  beachtet  zu 
werden.    Der  Hvir  Vf.  hat  in  derscljjori   eine  Zusumniensteiluog 
der  verschiedenen  allgemeinen  Principe,  auf  weiche  bis  jetzt  die 
Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  gegrflndet  worden  ist» 
mit  deren  ^ehtiriser  Begründung ,  zu  geben  und  zugleich  die  Gran- 
zen  ihrer  Anwendbarkeit  näher  zu  bestimmen  gesftcht,  oamentüch 
ob  dieselben  bloss  bei  der  AnflHsnn^  der  algebraischen  oder  auch 
Ihm  der  Auflösiins,  der  tran^tteinleiiteij  (ileicbungen  anwendbar  sind. 
Düss  tlci  Herr  \f.  bei  den  iilteren  Methoden  l^ürzere  Zeit  ver- 
weilt als  bei  den  neueren«  kann  nur  gebilligt  werden,  und  die 
ganze  Abhandlung  w  ird ,  w  enn  sie  erst  in  ihrer  Vollendung  vortie^t, 
zugleich  eine  gute  bistorisebe  Uebersicht  Äber  die  verschiedenen 
AuCIösnngsniethoden  der  numerischen  Gleichungen  darbieten.  Der 


Googl 


367 


SO  wiclitiafHi  J^ehre  vom  Excess  der  i^cUkk  heuen  al<;e!»rnischeii 
Functionen  bat  der  Herr  Vf.  mit  liefiit  besomiere  Auluierksai»- 
keit  gewidmet,  uod  nanieDtlich  iii  dieser  Beziehung  enthält  die 
Allhandlang  auch  BiaDches  Eigcnthumlicbe,  was  wir  leider  hier 
wifvax  nicht  Alles  einzeln  namhaft  machen  können,  hImm  doch  nicht 
unerwähnt  lasseti  rltirfffi .  flass  der  Herr  Vf.  mit  Hülle  dor  f. ehre 
vom  Kxcess  eiiieii  neuen  rein  ;ut  a  I  y  ti  che  n,  und  seihst  iür  trans- 
cendeiite  Gleichuugeu  uülti4j,en  iieiveii»  d^s  wichtii^en  Theorems 
TOD  Cauchy  über  die  kränzen  der  imaginären*  Wurzeln  der  Glei- 
chungen gegeben  bat.  Wir  Münschen,  dass  der  Herr  Vf.  recht 
bald  Gelegenheit  finden  mvge,  die  Fortsetzung  dieser  Abhandlimg 
herauszugeben. 

Handbuch  der  mathematischen  Aualysis  von  Doctor 
Oskar  SchlOmilchj  Privatdocenten  a-n  der  Universität 
zu  Jena.  Erster  Theil.  Ali^ebraische  Analysis.  Mit 
xtfei  Ku [» f erta  f e In.    Jena.  8.   2  thlr.  Ki  ggr. 

Vor  dem  Jalue  1821,  wo  Cauchy's  „Cours  d' Analyse  de 
l'dcole  royale  polvtechninue.  Ire  Partie.  A naiv se  alge- 
brioue''  erschien,  ist  es  woiil  nur  wenigen  Mathematikern  ein- 
gefallen, an  der  viiiligen  Unfehlbarkeit  der  Lehren  der  Analysis, 
und  namentlich  auch  an  der  völlig  allgemeinen  Gültigkeit  der  in 
derselben  gewonnenen  Resultate  zu  zweifeln;  ja  es  hätte  wohl 
ir<»radezu  für  ein  crimen  laesae  majestails  <4e<;r)Iten,  went»  einer 
sich  so  etwas  hätte  wollen  in  den  tSiim  kommen  lassen,  u<id  vol- 
lends wenn  er  solche  gefährliche  Ideen  öffentlich  auszusprechen 

Een'agt  bStte.  Man  deäe  hierbei  nur  an  die  comblnatoriscne  Ana- 
^is  und  deren  Bearbeiter ,  und  erinnere  sich  u.  A.,  dass  noch 
(ler  verdienstvolle  Klügel  dm  jk>!\  rto?insrhen  Lehrsafz  einen 
hohen  Standort,  von  u  elf  licm  mau  die  Gefilde  der  Ana- 
l^'sis  libersehen  kann'*  uaunte.  Das  ist  nun  ireiiieh  seit  dem 
Erscheinen  des  oben  genannten  wichtigen ,  und  jedenfalls  in  der 
Geschichte  der  IVlathematik  wahrhaft  Epoclie  machenden  Werks 
von  Cauchy,  und  mehrerer  anderer  auf  dasselbe  gefol^ln  Schrif- 
ten dessrÜH't)  tiefsinniifeT)  !\TatIiematikers  .  jetzt  in  violci  l?ii(  ivsicht 
anders  geworden  ,  und  der  oben  genannte  liohe  Standort,  von  wel- 
chem man  die  Gehlde  der  Mathematik  üherseheu  kann,  ist  aus 
den  Werken  Cauchy*8  und  allen  deren  Richtung  folgenden  neue- 
ren analytischen  Schriften  gänzlich  verschwunden. 

Fragt  man  sich  nach  dem  Grunde  dieser  bei  einer  Wissen- 
schaft von  so  hoch  geriilimter  Strenge,  wie  die  Mathematik,  alfer 
dings  sehr  merkwürdigen  Erscheinunif ,  iu)d  will  auf  diese  Frage 
eine  ganz  unumwundene,  aui  keiner  Selbsttäuschuns  beruhencle 
Antwort  ertheilen ,  so  muss-inan  kurzweg  sagen:.  „atLS»  dies^ 
Erscheinung  darin  ihren  Grund  hat,  weil  Cauchy  zuerst 
völlig  klar  und  deutlich  gezeigt  hat,  dass  es  m it  der  frü- 
he r  so  h o eh  g e r ü h  ni t e n  V ö  11  i g e n  Allgemeinheit  der  m e i s • 
ten  der  von  d  en  älteren  Ana  lytikerii  aufgestellten  Sätze 
nichts  ist,  dass  diese  Sätze  vielmehr  sehr  häulig  wesent- 
lichen Einschränkungen  unterworfen  und  nicht  selten  in 
sehr  enge  Gränzen  ciogeschlossen  werden  müjssen,  we  nn 
>  ihre  An  Wendung  nirlitzu  unrichtigen  oft  völlig  wider- 
st n  ni  gen  Ilcsul  ta  te  n  führen  soll;  dass  da  her  auf  diese 
Weise  der  wahre  materielle  Gebalt  der  Analysis  gegen 
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frfiber  sehr  vermindert  worden  uiifl  die  Anzahl  derje- 

nijven  Sätze,     eiche  ire2:en u  ä r  ti g  als  v  fil  Ii    fest  begrdn 
det  und  namentlich  auch  rücksiclit I i  rh  der  Z iilässigkeit 
iJiror  Anwendung  als  in  völlig  bestluiinte  («ränzen  eio-  | 
f»  e.stlj  lo.sscn  zu  betrachten  sind,  im  V  erhäl  tu  iss  zu  dem  | 
früheren  Zustande  de.r  Analysis  eine  sehr  geringe  * 
ist,  dass  man  aber  eben  deshalb  gerade  diese  Sätze 
als  kostbare  Perlen  zu  betrachten  hat»  die  man  ^ich 
durch  nichts  wieder  entrelssen  lassen  darf,  vielmehr 
immer  sorgfältiger  pflegen  und   weiter  auszubilden 
suchen  nntss  *);    dass  man  endlich,  so  wie  die  Sachen 
jetzt  stehen,  die  früher  grösstentheils  gewöhnliche, 
namentlich  eine  möglichst  grosse  Allgemeinheit  er- 
strebende BehaDdlubgsweise  der  Analystsv  Insbeson- 
dere die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten,  verlassen,  bei  Begründung  der  analyti* 
sehen  Sätze  zu  mehr  sperlellen ,  jedem  einzelnen  Falle 
bes;on<1ers  ange])as8ten  ^Icthoden  seine  Zuflucht  neh- 
men. iMi(!  dabei  sein  Augenmerk  ganz  vorzttglicb  darauf 
rieliten  niiiss  —  gewissermassen  nach  Art  der  griechische« 
Geometer,  welche  bekauutlich  überall  mit  der  ängstlidl' 
sten  Sorgfalt  und  Genauigkeit  alle  möglichen  Fälle 
streng  von  einander  schieden  und  jeden  derselben  eintr 
beson<leren  Betrachtung  untenvarfen  — ,  alle  einzelnen 
Fälle,   die  bei  einem  Satze  vorkommen  können,  von 
einander  zu  unterscheiden,   und  bei  jedem  ei  nz**  Inen 
dersrlhen  d i  e  Z  u  Iii s si  gkei t   oder  U  ri  z  u  iä  s  s i gk  e  i  t  dei< 
Sutzt'8  z^u  untersuchen,   überhaupt  also  jederzeit  die 
Gränzen*  innerhalb  weicher  der  Satz  richtig  oder  uo 
richtig  ist,  bestimmt  festzustellen. 

Mit  diesen  wenigen  Worten  habe  ich,  so  viel  es  hier  der  Kaum 
gestattete,  den  Geist  der  neueren  Analysis  in  der  ihr  vorzuglich 
diirrh  Cauchv  gegebenen  gegenwärtigen  Gesf;dt  zu  charakterisi- 
ren  gesucht.  r)ass  dieselbe  i^i  l^ürkslclif  auf  eine  gewisse  Eiviiaui 
und  die  Allgemeinheit  der  liehandlungsweise  der  alteren  Analysis 
nachsteht,  will  ich  gern  zugeben,  und  auch  einräumen,  dass  überhaupt 
die  wahre  Behandlungsweise  der  Analysis  noch  nicht  gefunden  istf 
so  wie  auch,  dass  es  wohl  möglich  sein  dürfte^  mehrere  der  liie- 
ren Methoden  zu  grösserer  Strenge  zu  erheben,  welches  zu  vc^ 
suchen  — was  unter  allen  Bedingungen  mit  Dank  aulzunehmen  ist-* 
jedenfalls  eine  sehr  würdisre  Aufgabe  für  jet^en  Mathematiker  istt 
eben  so  entst  hicden  muss  ich  aber  behaupten,  dass  von  der  i)eue 
ren  AnalysLs  in  Rücksicht  auf  die  Feststellung  der  gewonoene» 
Resultate  auf  völlig  sicheren  Grundlagen,  aui  gehörige  EinfichrSO' 
knn^  derselben  zwischen  bestimmten  Grfinzen  und  auf  die  dadofd 
bedingte  rollständige  Sicherstellung  vor  Fehlgriffen  In  deren  An- 
wendung, überhaupt  alse  auf  eine  wahrhaft  strenge «  von  jedin 


*)  Ungefähr  mit  den  leCsteren ,  hier  übrigen«  nur  aus  dem  CSedictit- 

nissc  niedergeschriebenen  Worten,  äusserte  si«  Ii  vo^  Kuncein  ^co^ea  dm 
Unterzeichnetf^  in  einem  Briefe  auch  ein  dcn}s(  Ihm  Tx-rriMnulctfr  frrfT- 
liclier  schwedischer  Mathematiker.  Herr  PrnfeNüor  MaluiHleu  in  tp- 
•  Bla,  der  mit  der  älteren  und  neueren  Analysis  in  gletcheui  Grade  ftf' 
toant  UL 
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Zweifel  freie  Begründung  der  Satze,  welche  den  eigentlichen 
materiellen  Inlialt  der  ifanzen  Wissenschaft  bilden,  die  iiltere  bei 
Weitem  ubertiüi^elt  Mird,  und  dass  iu  allen  diesen  Beziehungen 
die  ältere  Analy^is  im  Verbältniss  zur  neueren  eigentlich  nur  als 
'  ein  S{nel  mitFofmen  su  betrachten  Ut,  welches  dnrehaas  keine  wahr- 
haft innere  Ueberzeugung  von  der  nnoinatltoalichen  Richtigkeit  derge* 
H-onnenen  Resultate  zu  gewähren  geeignet  ist ,  uDd  dieselbe  in  der 
Tbr^t  aT!rh  fast  nie  gewährt.  Hierbei  hat  nnin  auch,  was  die  Me- 
thode betrifft,  nicht  zu  öberselien,  diiss  die  Beweise  in  der  neue- 
ren Analysis  bauliq  ein  Werk  des  ^rüsstcn  8charfslons  sind,  dass 
jeder  in  seiner  EigenthChnlichlrelt  oft  ein  besonderes  Kunstwerk 
ist,  und  eben  so  sehr  wie  die  Entwickelungsmethoden  der  älteren 
Analysis,  rucksichtlich  ihrer  allgemeinen  Anwendbarkeit,  in  seiner 
eigenthümlichen  Oestaltnnjr  durch  «i^rossp  Eletranz  sich  auszeichnet 
und  anzieht.  Man  hat  die?.e  iJewcise  hin  nnd  wieder  nicht  mit 
dem  iVauieu  Kunstiverke ,  sondern  mit  dem  INanien  Kunststücke  zu 
benennen  beliebt.  Dies  können  sich  aber  alle  die  jenigen  Mathema- 
tiker, denen  der  in  den  Schriften  der  griechischen  Geonieter  herr- 
schende (ieist  nicht  fremd  geworden  ist,  gern  gefallen  lassen ;  denn 
sind  die  Beweise  der  neueren  Analysis  Kunststücke,  und  erttbehren 
dieselben  eines  gewissen  durchgreifenden  Princips,  so  ist  noch 
vielmehr  die  ganze  griechische  Mathematik  ein  Kunststück  zu 
nennen.  Der  Geist  der  neuereu  Analysis  und  der  Geist 
der  griechischen  Mathematik  ist  nach  meiner  vollkoni;- 
niensten  Ueberzengiin g,  wie  ich  schon  oben  andeutete, 
im  Wesentlichen  ganz  ein  und  derselbe,  was  gewiss  bei 
jedem  in  der  Strencfe  der  Griechen  aufgewachsenen  und  erstark- 
ten Mathematiker  derersteren  nur  zur  Empfehlung  gereichen  kann. 

Ganz  in  dem  so  eben  näher  eharakterisirten  Geiste  der  neue- 
ren  Analysis  ist  das  vorliegende  Weric  des  Herrn  Doctor  SchlC- 
niilch  verfasst,  unr!  verbreitet  sich  hanntsnrhlirh  nbor  die  folgen- 
den Ge2;enstäi>de.  Einleitung.  —  Von  den  veränderlichen  Grös- 
sen und  den  Functionen  im  Allgemeinen.  (In  diesem  mit  Recht 
sehr  ausführlichen  Kapitel  hat  der  Herr  Vf.  die  wichtigsten  Grund- 
lagen der  ganzen  MHssenschaft  zusammengefasst  und  sich  dabei 
der  grössten  Deutlichkeit  und  Anscbanlichkeit  befleissigt,  deshalb 
auch  (»fters  <^;e<>mefrische  Darstell'Tngen  zu  Hülfe  genommen.  Dass 
it)  dioseni  Ka|)itei  vorzüglich  niti  Ii  von  der  Continuität  und  l)is- 
continuität  der  i^unctionen,  von  den  Grunzen  u.  s.  w.  gehandelt 
worden  ist,  yersteht  sich  von  selbst.).  Bestimmung  der  Natur 
verschiedener  Functionen  aus  gegebenen  Eigenschaften  derselben 
(Auflösung  der  Gleichungen  f(a:)  +/r.y)=/T^+y),  f{^)'f{y)=  f{x-{^y)y 
f{x)  -|-/(y)=/T.rv) ,  /T  ' )  .f\ij)=flrj/).  Die  Wichtlokeit  der  Auflö- 
sung sfifcher  Fuiictujiisf^leicnungen ,  welche  zur  ;illi!;en)einen  Cha- 
rakterisirung  der  eigentlichen  iNatur  der  Functionen  sehr  geeignet 
sind,  -kann  nach  unserer  Meinung  nicht  genug  hervorgehoben  wer- 
den, und  verdient,  dass  sich  die  Analytiker  noch  mehr  als  bisher 
neschehen  mit  derselben  beschäftigen.  Deshalb  hat  auch  der 
Herr  Vf.  mit  Recht  auf  dieselhcTy  ein  besonderes  Gewicht  gelegt.)-  — 
Bestimmung  der  Natur  der  Functionen  aus  gegebenen  speciellen 
Werthen  derselben  (Hier  vorzüglich  auch  vom  luterpolationspro- 
blem).  —  Von  den  endlichen  und  uoendlichen  Reihen  (Hier  natfir«- 
lich  nauptsächlich  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen 
und  von  den  Rechnungen  mit  unendlichen  Reihen).  —  Das  Bino- 
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inialtbeorera.   —   Die  £x|)unentialreihe.   —   Die  logaritfiinisdicii 

Reihen.  —  Die  Reihen  für  der»  Sinus  und  rosirnis.  —  Potenzen 
mit niHiiöaHrhen  Grundzahlen  ^Theoreme  von  M()i\  re  und  (  oteg. 
Autliisuni»:  (ier  reinen  Gleichungen).  —  Die  Expoiientiai^rössen  und 
Losiarithmen  mit  imaginären  Exponeriten.  —  Die  gonioiuetrischen 
und  cyklometrischen  FuDctiooen  mit  imaginären  Variabeio«  — 
Reihen^  welche  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfaciien  eines 
Bosens  feTtScbretfa^n.  —  Reihen  für  den  Sinus  oder  Cosinus  eines 
vielfaciien  fiogens.  —  Reihen  für  die  cyklometrischen  Functiooeii. 
—  Die  goniometrischefj  Functionen  unter  der  Form  toh  Pnxliictrn.  — 
Verschiedene  Relationen  für  goniometrische  Functionen  (iiier  auch 
von  den  IJernoullischen  Zahlen  und  den  Sekanten  -  Cuellicienten 
und  deren  Beziehungen  zu  einander).  —  Die  wichtiffsten  Eigen- 
schaften der  Kettenorüche.  —  Vemandluni;  von  Reinen  In  Ket- 
tenbruche (Dass  der  Herr  Vf.  in  diesen  heiclen  Kapiteln  auch  die 
Theorie  der  Kettenbrüche,  wn))ei  zui^leich  von  der  Irrationalität 
der  natflrlichen  Lo^rithmen  und  der  Ludolphschen  Zahl  gehan* 
delt  uird,  h)  den  Kreis  »deiner  Betrrtchtnn2;en  ijezofren  hat,  Ter« 
dient  be.sondere  Anerkennung).  — ■  Schiussbetrachtung. 

Aus  dieser  Uehersicht  des  Inhalts  ergieht  sich,  dass  das  VVerk 
sich  fast  über  alle  (^ej^enstände  der  a!uel>raischen  Analysis  (jedorli 
mit  Ausschluss  der  allgemeinen  Theorie  der  Glei('Iinn<i«Mi)  verl)rei- 
tet,  und  uir  krmnen  dasselbe  einem  Jeden,  wer  sich  mit  der  neue- 
ren, algebraischen  Analysis  gründlich  bekannt  zu  machen  Beruf 
und  Veranlassung  findet,  wegen  seiner  Deutlichkeit  aus  Ueberzeu- 
gung  empfehlen»  und  he^en  die  Hoffnuni»,  dass  dasselbe  iiberhau(»t 
zur  weiteren  Verbreitung  der  neueren  Ansichten  und  zu  der  richtigeo 
Würdigung  derselben,  zugleich  aber  auch  überhaupt  zur  Befiirdenini: 
wahrhaft  gründlicher  «nnalytt scher  Studien  Vieles  beitragen  wird.  Vvr 
Herr  Vf.  hat  nnrh  einer  möglichst  systematischen  Darstellung  ue- 
streht;  hat  alle  ( Jrnndhegriffe  und  Sätze  möi^lichst  anschaulich  zu 
machen  und  durch  geeii;nete  allgemeine  Betrachtungen ,  wohin  nament- 
lich die  Vorrede  und  die  Scblussbetrachtunc^  gehören  ^  ein  grosseres 
Licht  über  das  eigentliche  Wesen  der  Wissenschaft  und  ihrer 
Methode  zu  verbreiten  gesucht;  hat  endlich  das  Imaginfire  über 
all,  wo  seine  Einmischung  als  fremdartig  erscheint,  zu  vermeiden 
sich  angelegen  sein  lassen,  und  darin  öfters  zu  eiereTjthündiclH'n 
Entwickelungen  und  Darstellungen  Veranlassuni;  linden  naii^iieu. 
welche  von  seinem,  schon  durch  viele  frühere  Arbeiten  hinreichend 
bevyährten  Scharfsinn  ein  neues  erfreuliches  Zeu^ms»  ablegen. 

Gewünscht  hiitten  wir,  dass  der  Herr  Vf.  auch  die  im  ixeisie 
der  neueren  An,dysis  noch  sehr  wenijj  untersuchte  Theorie  derl(acul- 
täten  aufgenommen  hatte,  welche  wir  bei  dieser  Gelegenheit  über- 
haupt der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  empfehlen  mSchten* 
Denn  sobald  der  Exponent  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  sind 
wir  in  diesem  T heile  der  Analysis  jedenfalls  noch  sehr  im  UnUi* 
ren.  Unter  mehreren  anderen  Fragen ,  die  man  sich  hier  vorlegen 
kann,  wollen  \\\r  \ve<jen  Beschränktlieit  des  J^auiues  jetzt  nur  die 
eine  nach  der  Ar>zald  der  verschied«  ntn  Werthe,  die  eine  Facul- 
tat  mit  gebroclieneni  EAtionenlen  haben  kann,  und  nach  der  voll- 
ständiffen  Bestimmung  dieser  sämmtiichen  verschiedenen  WerÜie 
hervorheben ,  welche  sich  nach  unserer  Meinung  hier  eben  so  gut 
wie  die  analoge  Frage  bei  den  Potenzen«  die  in  der  Auflösung  der 
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reinen  Glelcfauiigeu  bekanatlich  bereMs'ihre  vollstäfidige  Beantvi  or- 
tuog  gelunden  bat,  aufgeworleo  werden  kann« 

Der  Fortsetzung  dieses  auch  Susserlich  «»ehr  gut  au^gestatle- 
ten  Werks  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

Folgende  Druckfehler  sind  noch  in  demseiUen  au  verbec»Mem: 
S.  18.  Z.  1.  V.O.I.  ^ir statt  OB.  -  8.171.Z.  lt.iF4  0.1.-t-ii«4 statt --fN;». 

G. 

Anleitung  zu  fi  ?i  a  n  z  i  e 1 1  e  n  .  |» o I i  f  I s  cli  o n  u n  d  j  ii r  i  d i • 
ischen  Rechnungen.  Ein  Handlnicli  Ifir  Staatsmänner, 
Cameralisteu,  Kaufleute,  Juristen,  Forstmänner, 
Oeconomen  ii.6.w.  von  Dr.  L.  Oettinger,  Gros^herzogl. 
Badischem  Hofrath  und  ordentlichem  Professor  der 
I\Tathematik  an  der  Univi  isit&t  zu  Freiburg  i*B.  Braun- 
«ichweig.  1845.  8.   1  thlr.  20  ggr. 

Der  Hauptinhalt  dieses  neuen  Werks  liber  die  sogenannte  poli* 
tische  AritbiTiotik  ist  folgender:  Rechnung  mit  einfacnen  Zinsen. — 
Rechnung  mit  Zinses -Zinsen.  —  Verhältnis«  zwischen  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  und  der  mit  Zinses-Zinsen  und  Anwen- 
dungen. —  Ueber  die  Berechnung  des  Interusurtums.  —  Von  der 
Wahrschelnllchlceits- Rechnung.  — *  Ueber  Lotterie -Anlehen  und 
Lotterien.  Von  der  Sterblichkeit.  ^  Berechnaiig  der  Leibren- 
ten, Lebensversicherungen,  Wittwenpensionen  u.  s.  w.-  —  TuL  I— X. 

Unter  den  jetzigen  deutschen  Mathematikern  ist  der  Herr  Vf. 
des  vorliegenden  Werks  derjenige ,  welcher  soiiio  Anfinerksamkelt 
am  meisten  der  sogenaimteii  ]»olifisf'!)on  Arithmetik  zugewandt, 
und  diese  Wissenschaft  auch  schon  durch  verschiedene  eigene 
Untersuchungen  gefördert  hat.  Das  vorliegende  Werk  enthält  die 
wichtigsten  ftiteren  Untersuchungen  und  mehrere  der  neuen  Un- 
tersuchungen des  Herrn  Vfs.  in  systematischem  Zusammenhange 
und  in  der  Form  fines  für  "S'orlesnn'jrcn  bestimmten  romneiulinm«!, 
in  Welcher  Beziehun«;  das.sell)e  aucli  nach  unserer  Ueberzcugung 
alle  Empfehlung  verdient.  Ueberhaupt  aber  werden  alle  auf  dem 
Titel  genannte  Personen,  unter  Voraussetzung  hinreichender  mathe- 
matischer Vorkenntnisse,  die  sieb  jedoch  mit  geringer  Ausnahme 
durchaus  nicht  über  die  elementaren  Theile  hinaus  zu  erstrecken 
brauchen,  vielfache  Belehrung  und  Trif rrsfützung  bei  ihren  prak- 
tischen Rechnungen  aus  demselben  schöpfen  können.  Die  Wis- 
senschaft von  allen  früheren  unrichtigen  Ansichten  sorgfältig  ZU 
sichten,  hat  der  Herr  Vf.  eifrig  gestrebt,  und  hat  u.  A.  auch 
der  Beantwortung  der  Frage:  in  welchen  Fällen  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  oder  die  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  in  An- 
\\endung  gebracht  werden  müsse,  besondere  Aufnierksaml:eit  ge- 
widmet. Di«'  verschiedenen  Ansichten  über  das  Interusuriuni  sind 
im  vierten  Kapitel  mit  steter  Berücksichtigung  des  Juridischen  bei 
dieser  Frage  sehr  vollstöndig  entwickelt,  und  die  aneehSnjrten 
Tafeln,  unter  denen  ausser  den  verschiedenen  SterblichKeitsmieln 
auch  mehrere  zweckmässig  eingerichtete  Tafeln  zur  Erleichterung 
der  Rechnung  mit  Zinses  /insen  sich  finden  .  sind  so  eingerichtet, 
.  dass  sie  die  Rechnung  mit  Logarithmen  grösstentheils  überflüssig 
macheu.  Das  Aeussere  dieses  Werks ,  dem  wir  möglichst  grosse 
Verbreitung  unter  dem  betreffendeD  Publikum  wSnschen,  ist  In 
jeder  Beziehung  vorzüglich« 
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Sammluiig  von  miPtlivmatiscIieB,  nam#Dtlich  voo 
Differential»  und  Integralformeln nebst  den  Glei- 
chunir^n  etc.  jerier  krummen  Linien,  die  am  hnn  fi«z:sten 
Andren duiig  finden.  Von  Job.  Andr.  Schubert,  Pr(»fos- 
sor  der  mathem.  Wissensch.  an  der  technischen  Bit- 
dungsanstalt za  Dresden.  Zweite  unveränderte  AuS' 
gäbe.  Dresden  uod  Leipzig.  1845.  8«  16  ggr. 

Diese  Sammlung  kann  neben  andern  Sammlungen  -dieser  jftrt 
beim  Unterrichte  als  Sammluns;  von  Uebunggbeispielen  und  Prak- 
tikern zum  Nachschlagen  in  (Jen  gewöhnlichen  Fällen  der  Praxis 
hin  und  wieder  «rufe  Dienste  leif^teii ,  ohne  dass  sie  sich  durch  eine  be- 
sondere VolUtanciigkeit  oder  iii^ejid  eine  s<jnstlGe  Eigenthuraliehkeit 
auszeichnete.     Die  beigebrachten  Differeutiailornieln  sind  nur  die 

Sans  gewßbnlichen  und  allgemein  bekannten,  und  Beispiele  fOr 
ie  so  wichtliie  Bestimmung  der  Reste  der  Taylorscnen  und 
Maclanrinschen  Reilie  fehlen  leider  auch  in  dieser  Sammlung 
gänzlich.  Auch  die  in  jeder  Beziehuiiij  so  höchst  wichtigen  all- 
gemeinen Formeln  zur  Bestimmiin'jr  der  lu  ste  in  ihren  ver&?chiede- 
nen  Formen  sind  nicht  einmal  auij^euumuien,  was  einen  neueo, 
sebr  unerfreulichen  Beweis  liefert»  dass  die  neueren,^  so  überaus 
wichtigen  Fortschritte  der  Analy.sis  iu  Deutschland  bis  jetzt  eine 
verhnftnissinas.sii;  nur  sehr  geringe  Verbreitung  gefundtMi  halten. 
£in  drund,  warnni  der  Herr  V  f.  statt  des  aligemein  einuelührten 
Differentialzeicheiis  d  sich  überall  des  Zeichens  8  beaient,  ist 
durchaus  nicht  abzusehen «  und  muss  namentlich  deshalb  getadelt 
werden»  weil  das  Zeichen  d  bekanntlich  schon  längst  eine  andere 
sehr  beistimmte y  bereits  allgemein  recipirte  Bedeutung  in  der  Va* 
riationsrechnnnir  irofunden  hat.  Dergleichen  Gewohnheiten  (Vifiren 
nur  zu  Verwirrung  in  der  Wissenschaft.  Die  »Sammlung  der  in- 
tegral! or  mein  ist  mit  Recht  die  reichhaltigste. 

R  ü  h  I  m a n  n »  M.  ^  logarithmisch-trigonometrische  und  andere 
für  Rechner  nützliche  Tafeln«  3te verb.  otereotynSusg.  16.  Dres^ 
den.  1845.  12  ^r. 


Oeometrie. 


Klinkbardt,  E.,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  den  Ele- 
menten der  ebenen  Geometrie  und  in,  der  ebenen  Trigonometrie 
und  Polygonomctrie  auf  Gymnasien  und  Gewerbschulen.  gr.  8. 
mit  4  Figurentafeln.   Lindau  1845.   16  ggr. 

De  Sex  FQrsta  B5ckema  af  Euclidis  Elements  jemte  Planime 

tri  och  Stereometri,  ut^ifne  af  P.  R.  BrSkenhielm.  örebro 
1845.  a  b.  2  Rdr.  16  ik.  (Boktr.  föri.) 

Lefebure  de  Fourcy,  Lehrbuch  der  descriptiven  Geome- 
trie, nebst  einer,  die  Theorie  der  Ebene  und  geraden  Linie  hn 
Räume  enthaltenden  Einleitung«  Aus  dem  Franz.  nach  der  4.  Ori- 
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ginalauflage  übers,  v.  Heinrich  v.  ßünau.  gr.  b.  mit  »i4  FigureD«' 
tafeln  in  4.    (.'henuiitz  1845.    1  thlr.  21  ggr. 

Hymers,  J,,  Treatise  on  Oonic  Sections,  and  the  Applica 
tion      Algebra  to  Geometry.   3d  edit.  revised  and  eoiareed.  8vo. 
Cambridge  1845.  9  sh.  i> 

,Mo6sbruQrger,  L. ,  analytische  Geometrie  des  Raumes,  mit 
BerflcksichtiguDg  der  neneren  geometrischen  Venvandtschaft  und 
der  zur  grSsseren  Verständigung  des  Werkes  erfotderlichen  Ent- 

wirkelunseii  aus  der  analytiscnen  Geometrie  der  Ebene.  Zum 
Selbststudium.    Mit  8  lith.  Tafoln     gr.  Lex.  H.  Aar.ui  181.1.  A  thlr. 

(Eine  ausführlicliere  Anzeige  dieses  Werks  werden  wir  sogleich 
geben^  wenn  es  in  unsere  Hände  gelangt  sein  wird,  was  letzt  noch 
nicht  der  Fall  ist.) 

üeber  die  tangirenden  Flächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  Von  Dr.  Aloys  Mayr,  Prof.  der  Mathematik 
und  Astronomie  an  der  Universität  zu  Würxburg. 
Würzburg  1845.   4.   Id  ggr. 

In  dem  Vorworte  zu  dieser  schon  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXIV.  S.  361.  vorläufig  angezeigten  Sdirift  saa^t  der  Herr 
Vf.  .,dns5ii  er  diese  Untersurhiin^en  nbor  die  Fläf  lit  ti  (wabei  er  vor- 
züglich die  noch  weniger  bekannten  Eigenschalten  der  windschie- 
fen Flächen,  hervorhebt)  nicht  sowohl  um  ihrer  Resultate  willen 
angestellt  habe,  weil  diese  zum  Theil  schon  bekannt  seien  ^  als 
vielmehr  um  zu  zeigen,  welche  endlichen  geometrischen  Grös- 
sen das  erste,  zweite,  dritte  ^nd  fVu^  h5heren  Differenziale  der 
Coordinaten ,  der  Bop:en,  der  Flächen  u,  s.  w.  seien,  wobei  es 
sich  ihm  nur  um  die  Wahrheit  in  der  Sache  des  Diflferenzial  -  Cal- 
culs  handele ,  die  für  Einige  sehr  wenig,  filr  Ändert  hingegen, 
die  den  hohen  Sinn  für  iVissenschaft  und  Wahrheit  bewahrt 
haben,  sehr  Viel,  ia  Alles  sei  und  sein  werde.  Daher  habe  er 
mit  der  Erklärung  aes  wahren  Wesens  der  Differenzialrechnung 
diese  Ünlersuchuniien  begonnen,  und  die  Diflferenzialien  selbst, 
nicht  etwa  bloss  die  Differenzial-Quotienten ,  als  endliche,  berech- 
nenbare  und  construirbare  Grössen  nachgewiesen,  und  dies  so 
weit  ausgeführt,  dass  keinem  Mathematiker,  der  in  diese  wahrlich 
sehr  leichten  Ableitungen  eindringe,  ein  Z\\eirel  fibrig  bleiben 
könne,  wie  die  übrigen  hier  nicht  untersnrhten  Differenzialien  geo- 
metrischer und  mechanischer  Grössen  als  endliche  und  berechuen- 
bare  Grössen  geiunden  und  bewiesen  werden  können.*' 


PrabLtische  Oeometele. 


Wü  n  s  ch ,  .T.  L. ,  Sammlung  von  Beispielen  ans  der  praktischen 
Geometrie  für  Real-  und  iSonnt^sgewerbschulen.  Nördlingen  1844. 

Castle,  H.  J. ,  Treatise  on  Land  Surveying' and  Levelling; 

with  coptmis-  Field  Notes,  Pfan.s,  and  Diaijrams  ,  contniüini^  the 
Chain  and  Theodolite  Surveying  of  this  Country,  Surveying  of 
Woods  by  the  Circuroferentor  in  New-Countries,  a  Practical  Course 
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fü'  liailvvug  Leveliiiig,  with  Field  INotes  and  l>ra%« mge«  ol'  the  re- 
<|ttufite  Seetions  ana  CroHs  Sectionfi :  together  nvith  several  Piae- 
tical  Fomiulae  for  each  Work,  tha  Tlieory  and  Practice  of  Rua- 
ning  Out  Curves,  and  the  I^todo  oi  Ntakiog  out  tbe  8ide  Stakes» 
^  arcompanied  ^^^ih  Introductory  ChanterH  on  the  Mi»t!iom  ifical  Prln- 
ilphs  ol  räch,  and  the  necessary  Table«  of  Log;arithms  for  Wor- 
king  tbe  Problems;  intended  as  a  complete  Vadc*MfCuiu  ofField- 
Werk  to  the  Young  Surveyor.  Iiondoo  1845.  8*  dofli  12  di« 


XrigoBometrie. 


Köcher,  Dr.  Fr.  O.,  Gruudziige  der  ebenen  Trigonometrie 
Ein  Leitfaden  beim  Unterricht  in  derselben.    Verbess.  Ausgabe, 
gr.  8.  Breslau  1845.  6  ggr. 

«  II  I  ■ 

I 

Meclianik. 


Earnshaw»  S.,  Treatise  on  Statics,  containiog  the  Theoiy 
of  the  Eqnilibrtuin  of  Forceps ,  and  numerous  Exaniplcs  illustratiTe 
of  the  general  Principles  of  the  h^cience.  3d  ediU,  enlarged,  8. 
Cambridge  1845.   10  sh. 

Ehren stam,  J.  F.,  Forsta  grunderna  tili  Mekaniken.  Eftcr 
vulUtändiga  Lfirobucker  sammand^agoe.  Audra  Upid.  4.  Ciefle. 
1845.   ^  Kdr. 


Praktiselie  Meebanik. 


Dem  nie,  Der  prakt.  Maschinenbauer.  2(X  Liefer.  8.  Qued- 
linburg. 1845.  2  thlr.  16  ggr. 

Sonnet,  H.,  Recherches  sur  le  mouveroent  unifonne  des 
eaux  dans  le.s  tnyaux  de  conduite  et  daus  les  cananx  decouvert«, 
en  ayant  ^gard  aux  diff^rences  de  vites.se  des  tUets.  4.  Paris  1845. 

Mosel ey,  H. ,  Die  mechanischen  Princinien  der  Ingenieur- 
kiMisf  und  Arrhitektur.  Aus  dem  Engl,  von  il.  iScheffier.  3.,  4 
Liei.  gr.  8.  Brauoschweig.  1845.   1  thlr. 


Optik. 


D  0  p  I)  i  e  r ,  A.  Chr. ,  Zwei  AbhaDdiuogeo  aus  dem  Gebiete  der 
Optik,   gr.  4.  Prag  1845.  8  ggr. 
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Dojinler,  A.  ('hr. ,  (Vher  die  wei^efitiiche  V  erbesserttUg  der 
katoptriscoeu  Mikro^skape.   gr.  4«   Prag  1845.   Ii  ggr. 


Astronomie, 


Doppler,  A.  Chr.»  Ueber  die  bi«>heni]:en  Erklärungsversuche 
des  AberraUoDephäDomeos.  gr.  4.   Prag  1845.  8  ggr. 

Papanti,  Fertl.,  Soluzione  del  famoso  problema  «U  longitu- 
dine  chronometrica  astronomiea. 

Effenioridi  astronoinii'he  di  Milaiio  per  l'auiiü  1845  ,  ralrolate 
<lnir  ab  Ciiüv.  ('apelli  e  da  Curzio  iluzzctti.  <'<>!i  apheiidice, 
meuiurie  ed  osnervazioni  a«tronomiche.  Mit  2  l  aielii  Ai)iMlduiigen. 
MaiJaod  1845.  Inhalt  des  Appendix :  Analiäi  di  alcune  equazioui 
tiB8oeiideDti  di  Paolo  Friaiani;  OaeervazioDi  deila  prima  cometa 
dl  1844,  da  Fiauc.  Carliol. 


P  Ii  y  8  I  k. 


Lehrbuch  der  Phvsik  mit  v  o  r  z  vi  1  i  <  Ii  er  liücksicht 
auf  m  a  t  b  e  III  ati  ü  che  Uej^r  ntid  n  ii  g,  von  Johann  An  gast 
Grunert.  Erster  Tbeii.  x\li  t  .sechze  bn  F  igurentafein. 
Le  ipzig.  1845. 

lu  dem  Lebrbucbe  der  Ph^^sik»  dessen  erster  Tlieil  jetzt  dem 
Pttlilikiim  vorliegt,  habe  ich  eine  mathematische  Darstelhing  der 
Physik  zu  geben  versucht,  so  weit  dies  mit  Hülfe  der  Lehren  der 
Elementar-Matheniatik  möglich  ist,  und  liabe  mich  dabei  möglich" 
Rter  Strenge  belleissigt.     Hör  Inbnlt  firs  frslon  Tbeils  ist  folgen- 
der:   Einleitung.  ■ — ■   Von  den  Körnern  ül>frliau|»t.    —    \oi\  den 
mechanischen  Wisst  usi  liaften  im  Allgemeinen;    (iiiiiHlliegiift'e  der 
Statik  oder  der  Lelire  mhu  Gleichgewichte.  —  Von  dem  Gleich- 
^Wichte  zwischen  Kräften,   die  an  einem  festen  lüsterne  von 
rankten  wirken.      Vom  Schwerpunkte.      Von  der  I&ibung  oder 
von  der  Frictinn.  —  Von  den  einlachen  Maschinen  (Hebel«  schiefe 
Ebene  ,  Rad  an  der  Welle,  Keil,  Schraube,  jSellmaschine ,  Gelenk 
Oller  Kntepresse).     Voti  oniiiron  zusammonc'esetzteren  Maschinen 
(verschiedene  Wiiidt  n  und  Haspel,  l\ol!*Mr/im,  Fiaschejizusr,  Srhrnube 
ohne  Ende,  Wugenvvinde,  Uaderwcrk).  —  \  un  der  Wage  (und  dtTen 
verschiedenen  Arten).  —  Von  der  iiiabditat.  —  Von  der  gleich 
föimigen  geradlinigen  Bewegung  (mit  Einschluss  der  zusammen- 
K^etzten  ßeweeung).      Von  der  ntetiiv  gleichförmig  beschleunig« 
teo  Bewegung  überhaupt  und  von  (]<'ii  Gesetzen  des  Falls  Schwe- 
rer Körper  insbesondere.  —  Die  Ballistik  oder  die  Lehre  von  der 
WurCbeweguog»  —  Von  dem  Falle  schwerer  Punkte  auf  gfcaden 
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ilod  krummen  Linien*  — •  Die  Lehre  vom  einfaehen  oder  rnfttln- 

matischen  Pendel  (wobei  in  strenger  elementnrer  Dorstelfung  niebt 
hio.ss  wie  ijewühnlich  h'\s  zum  ersten,  sondern  bis  zum  zweiten 
Gliede  der  aus  der  hühcrou  Mechanik  bekannten  unoinHichen  Reihe 
fortgegangen  wird).  —  Von  den  Quantitäter»  der  lievvei4un<*,  vun 
d'Alemberts  allffemeinem  Priociu  der  Mechanik,  und  von  der 
Atwoodschen.  Fallmaschine.  —  Von  der  SchwingungsbeweguDg 
fester  Körper  um  feste  horizontale  Axen,  von  den  Momenten  der 
Trägheit  und  von  dem  zusammengesetzten  oder  physischen  Pen- 
del. —  Versuche  mit  dem  Pendel  und  Resultate,  welche  sich  aus 
densi'ii)eti  ziehen  lassen.    (Anhang :  Vom  Reversiönspendel  und 
eini<ren  l)ei  Pendelversuchen  überhaupt  nothwendigen  Correctionen 
und  iveductionen).  —  Von  der  gleichl'örmigen  Bewegung  im  Kreise 
und  von  der  Schwungkraft  im  Kreise.   (In  einem  Anhange  su  fi/t- 
Sern  Kapitel  sind  einise  von  gewissen  bestimmten  Vorau«* 
Setzungen  ausgehende,  was  man  bei  diesem  Anhange  ja 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,  elementare  IJetracbtnna^en  über  die 
Sehwere  im  Allgemeinen  und  die  Pendellängen  auf  der  ^«phäroidi- 
schen  Erde,  und  über  deren  Abplattung  angestellt,   welche  nur 
einen  Vorschmack  von  den  diese  Gegenstände  Jiietreffenden  highe- 
ren Untersuchungen  geben  sollen,  aber  in  der  Art  und  Weise, 
wie  sie  hier  angestellt  worden  sind,  und  unter  den  Voraassetsun* 
gen,  welche  denselben  ausdrücklich  zu  Grunde  gelegt  worden 
sind ,  wohl  als  völlig  streng  betrachtet  werden  dürfen.   Einen  höhe' 
reu  Zweck  hat  dieser  AnhnnL^  durchaus  nicht.).  —  Von  der  Cen- 
tralbeweffuHij  und  von  den  Ontiaikrhften  im  AMjjemeinen.    (In  die- 
sem Kapitel  hin  ich  bis  zu  den»  l^esetze  der  allgemeinen  Schwere 
fortgegangen,  und  habe  eine  möglichst  deutliche  und  strenge,  aber 
ganz  elementare  Darstellung  desselben  zu  geben  versucht.).  — 
Ule  Lehre  vom  Stesse.    L  Gesetie  des  Stesses  uoelastischer 
Körper.   II.  Gesetze  des  Stesses  elastischer  Körper«  —  Von  der 
Wärme«  (Alleemeine  Wirkungen  der  Wärme,  Thermometer  und  des- 
sen verscbiecTene  Arten,  CorrectioT)  do^;  Thermometers,  Pyrometer 
und  dessen  verschiedene  Arten,  Maximum-  und  Minimuni-Yhermo- 
meter,  Thermonietrographen,  Ausdehnungs-CoelKicienten  und  dere» 
Bestimmung,  rostförmige  Compensationspentlel  und  deren  Berech- 
nung, Metall -Thermometer  von  Jürgensen  oder  Holtzmann^ 
Winneri  und  B regnet,  Benutzung  desselben  Princips  zurX^oin- 
pensation  der  Uhrpendel  und  der  Chronometer,  Queck silberpendel 
und  deren  genaue  Berechnung,  specifische  und  relative  Wärme, 
Mischungsmethode,   Scbmelzunssniethode  mit  Einschln^s  der  la- 
tenten Wärme  und  des  Eiscalorinieters ,  Abkühlungsmetliode  ofler 
Erkaltungsmethode,  Benutzung  der  specilischen  Wärme  der  Metalle 
zur  Bestimmung  sehr  hoher  Temperaturen,  Wärmequellen,  strah- 
lende Wärme,  Differentialthermometer  und  deren  verschiedene  Ar^ 
ten,  Intensität  der  Wärme,  verschiedene  Versuche).  —  Von  dem 
Gleichgewichte  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die  ersten  Gründe 
der  Hydrostatik  (in  ziemlich  ausführlicher  Darstellung,  nameothcb 
nnrh  von  schwimmenden  Kr»rpern  und  vom  Metacentrum).  —  Von 
den   (•apillaritätserscheinuBgen.   —   Einige^  der  wichtigsten  Ge- 
setze der  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten^der  die  ersten  Gründe 
der  Hydraulik  (Stromquadrant).  —  Von  den  ausdehnsamen  Flfi^ 
sigkeifen«  (Hierhel' natCirlicb  in  ausföhrlicher  Darstellung  von  den 
verschiedenen  Arten  des  Barometers  und  der  Luftpumpe,  auch  von  ^ 
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den  verschiedenen  Lnftarten  und  deren  Entuickehing,  Eudionieter). 
—  VoB  der  Verdunstunf?.  —  Von  der  Hygrometrie.  —  Von  dem 
HöbemneflMfi  mit  dem  Baromj»ter.  —  Von  der  Beetimmung  dee 
specifischen  Geu  icbts.  ( Vullis;  strenge  und  sorgfältige  mathematische 
Darstellung  dieser  höchst  wichtigen  Lehre,  mit  fortwährender  Be- 
rflcksiehtlgiing  der  nüthigen  Correctionen  und  Keductionen). 

Alle  diese  Gegenstände  sind  eicier  so  viel  als  müglich  stren- 
gen, aber  völlig  elementaren  mathematischen  Betrachtung  unter- 
worfen Worden,  und  den  ganzen  übrigen  Theil  der  Physik 9^  nSnir 
lieh  die  Lehre  von  der  Electricität,  dem  Galvanismus,  IVla^netismus, 
Electromagnetismus .  die  Lehre  vom  Schall  und  vom  Lichte  wird 
nebst  einer  kurzen  Darstellung  der  Meteorologie  und  der  im  Luft- 
Kreise  vorkommenden  Licht-Erscheinungen  der  hoffentlich  bald  er- 
scheinende zweite  Theil  dieses  Werks  enthalten. 

Weil  ich  der  Meinung  bin,  dass  Niemand  physikalischen  Un« 
terricht  ertheilen  sollte,  der  sich  nicht  yorher  mit  einer  solchen 
strens' mathematischen ,  aber  elementaren  Darstellung  der  Physik, 
wie  dieselbe  in  dem  vorliegenden  Werke  zu  geben  versucht  wor- 
den ist,  vertraut  gemacht  hat,  worüber  ich  mich  in  der  Vorrede- 
ausführlicher  ausgesprochen  habe,  so  gehört  es  natürlich  nicht  zu* 
meinen  geringsten  Wflnschen ,  dieses  Werk  namentlich  anch  Ton 
angehenden  Lehrern  der  Physik  nicht  unbeachtet  gelassen  zu  sehen. 
Dass  in  demselben  mehr  als  in  den  meisten  andern  Lehrbüchern 
der  Physik  über  Maschinenlehre  u.  dgl.  vorkommt,  hat  seinen 
Grund  zum  Theil  darin,  weil  dieses  Werk  zugleich  auch  die  dritte 
Abtheilung  meines  Lehrbuchs  der  Mathematik  und  Physik  für 
Staats-  und  landwirthscbaflliche  Lehranstalten  ahd  Kameraiisten 
überhaupt  bildet;  ausserdem  halte  ich  aber  solche  mehr  prak- 
tische Dinge  auch  für  ailtjeniein  lehrreich,  und  würde  dieselben 
auch  ohne  den  vorher  erwähnten ,  mehr  specielien  Zweck  nicht 
von  der  Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  der  Physik  ausgeschlossen 
haben.  G. 

Müller,  Dr.  F.,  Grundzüge  der  Krystallographie.  Mit  123 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  8.  Braunschweig.  1845. 
12  ggr. 

Haldat,  Histolre  du  magnetisme  dont  les  phenom^nes  sont 
rendus  sensibles  par  le  mouvement.  In  8.  plus  une  pl.  Nanci.  1845. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffei,  heraus- 

§egeben  tob  ]>r.  J.  Lamont*  Conservator  der  KSnigl, 
ternwarte  bei  München. 

Jahr^an^  1844.  XI.  Heft.  Stundliche  Beobachtungen  zur 
Zeit  des  FrdhUnes-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Kennes,  Lyon, 
Valenciennes,  Alais,  Dnon,  Toulouse,  Greenwlrh.  Lnzern,  Utrecht, 
Amsterdam.  Deventer,  Leuwarden,  Cröningen,  Prag,  Angers,  Thou- 
arce,  Oacau,  Lemberg,  Marseille,  Frankfurt  am  Main,  Parma, 
Mailand,  Genua,  Triest,  Florenz,  Neapel,  Aoste,  MSstrioh^  War- 
schau, Rom,  St.  Etienne,  München.  —  Meteorologische  Beobach- 
tungen in  Leipzig  im  Jahre  1843  von  Hrn.  Prof.  Möbius.  —  Me- 
teorologische IJeliersicht  der  Witterung  in  Aschaffenburg  1843  von 
Hrn.  Prof.  Dr.  Kitt.el.  —  Kurze  Beschreibung  der  Sternwarte  des 
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Hrn.  Freiherrn  v.  8enftcnb«rg  in  Senftenberg,  von  dem  Coih 

servator  Hrn.  Prof.  Hrirkol.   —   Teni]v(''rature  elevep  eprouv^e  a 
Parme  depuis  le  iS  jnsqu  au  17  de  Juin  ISÜ,  avec  ies  re:»uUats 
.des  quatorzes  iinnees  iirecedt  nte.«.  Ibv.i0— 1843.    iVote  rommiiniqQee 
um  M.  A.  Colla,  Oirecteur  dt?  rObservatoire  de  ruuiversite.  -* 
Beobachtungen  des  meteorologischen  Verehiifi  im  Grosafherxogthnne 
Baden,  zusammengestellt  und  mitgetheilt  von  Hrn.  Ph.  Stieffel, 
Prof.  an  der  Polytechnischeo  Schule  in  Carlsruhe.  —  Magnetische 
Terminbeobachtiinffen  in  Kremsmiinster  1842  und  1S43  von  Hrn. 
M.  Koller,  Director  dpr  Sternwarte.  —  Zusaiiimeiistelluni;  der  im 
Jahre  tB42  in  iiohenpeisscnherg,  Landsberg,  München,  Oiliogen, 
Günzenhausen ,  Burglengenfeld ,  Ansbach .  Neustadt  au  der  Aisch, 
Wurzburg,  Hof,  Cronberg  und  Stuttgart  beobachteten  starken  und 
aohaltenden  Winde.  ^  ZusammeDstellons  der  im  Jahre  1843  io 
Hblienneissenberg ,  MfincheD»  Dilingen,  GunzenhaneeD,  Burglen- 
genfela ,  Ansbach ,  Neustadt  an  der  Aiscli ,  Stuttizart ,  Carlsnihe^ 
Hof,  Hensberij  und  Cronfieri^  beobachteten  starken  und  anhalten- 
den Witjde.  — •  Obsprvationes  meteorolonicae  in  Specula  Mediola- 
nensi  institutae  a  Joh.  Capelli>  11.  Aätrouomo  Adjuncto.  — 
Vermischte  Nachrichten. 

Jabrgaoff  1844.  Heft  XII.  Magnetische  und  meteorolo- 
fflsdie  Beobaemunsen ,  angestellt  an  der  Konigl.  Sternwarte  bei 
München  während  der  Monate  April,  Mal  ttnd  Juni  1844.  —  Stflod* 
liehe  Beobachtungen  sur  Zeit  des  Sommer -Solstitiunis  1844  von 
Alais,  Dijon,  r>etiwarden,  Utrecht,  Deveuter,  Amsterdam,  Gru- 
nino:en,  Frankfurt  am  Main,  Valenoiennes ,  'fonlouso .  Lnzern, 
Thouarc^,  Lyon,  St.  Etienne,  Moiit  Pilat,  Greeinvitli,  Pra«;, 
Senftenberg,  Parma,  Mailand,  Genua,  Florenz,  Triest,  Genf» 
St  Bemard,  Aosta,  Marseille,  Cracau,  Lembere«  Warschmi,  Bern, 
Geni^  Luxemburg,  Makerstouo,  Kremsmünster»  Mfincben.  —  Nach- 
tr^^arnnFrühlings-Termin  1^  Ton  Genf,  St  Bernard,  Bern.  Gent. 
Luxemburg,  Makerstoun,  Kremsniünster.  —  Stündliche  Beobach- 
tungen zur  Zeit  des  Herbst-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel.  Tou- 
louse, Thouarce,  Alais,  Geneve,  8t.  Bernard,  Parma,  Triest,  Ge- 
nua, Florenz,  Bologna,  Mailand,  Luzern .  F>ankiurt  a.  M.,  (Vacan, 
Amsterdam,  Grüningen,  Deveuter,  Utrecht,  Leuwarden,  1  auibor», 
Valenelennes,  Sexfontaines  (haute  Marne),  Krenurmfinster,  Prag» 
Senftenberg,  Bern,  Gent,  Rom,  Neapel,  Aosta,  Madrid,  Lausanne, 
Domaine  de  Rousseau,  München,  Marseille.  —  Nachtrag  zum 
FrühlinGrstermin  1844  von  Lausanne,  Kremsmiinster .  Paris.  — 
Nachtrag  zum  Sonimor  -  Solstitium  1844  von  Briissel,  Rom,  Lau- 
sanne, Domaine  de  liousseau.  —  Veriuiscbte  Nachrichten:  Resul- 
tate der  mas^netischen  und  meteorologischen  ßeoba<*htuogen  an  der 
Sternwarte  in  Cracau  im  Jahre  1844  von  Hrn.  Prof.  Weiss«, 
Director  der  Stemtirarte.  —  Altitudes  gäoddsiqnes  de  mielqnes 

Soints  de  la  ßaviere  au  dessus  du  niveau  moyen  de  I  oc^an  i 
Jrest  etc.  Par  M.  le  Commandant  Delcros.  —  Perturbatioos 
ma2:neti(|ues  oliservt^es  dans  la  declinaison  a  Tobservatoire  de  Parme 
(Italic)  pondant  ies  molfs  d'Avril,  ^lai,  .Tuin  et  Jnillet  1844.  —  Tcm- 

I)eratur  der  Quellen  in  <lcr  Üm2:eüeud  von  Diilinnen  von  Hrn.  Pol- 
ak,  k.  Lyceal- Professor  in  Dillingen.  —  Ueber  den  Hagel  in 
Steiermark  von  Dr.  Wllh.  GintI,  k.  k.  Professor  der  Physik  zu 
Grfttn.  —  Beobachtunffen  angestellt  au  Mittenwald  vom  qu.  k.  Ober* 
beamten  Wagner,  berechnet  von  Hrn.  Prof.  Meister  im  Sep* 
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tember  de«  Jahres  18^14.  —  Resultate  der  Barometer-  und  Ther- 
mometer-Vergleiclmiigeii,  welche  auf  der  im  Jahre  lb4J  durch 
Kärnten,  Istrien,  Obcr-ltalien ,  Tyrol,  Salzbur«;,  Ober-Oeaterceich 
und  Bßbmen  nnteniomineoen  Reise  ausgemitteß  worden  sind»  von 
Dr.  Wilh.  GintI,  k.  k.  Prof.  der  Physik  in  Grätz.  —  Sechste 
Fortselzunü:  der  llritrage  des  Flrr».  JSahine  zum  Erdmagnetismiis« 
»  Magnetische  Beobachtuogeo  in  Toronto  1840—1843. 


Vermi^bte  Schrifiteii« 


The  Camhridire  Mathematieai  Journal.  ISr.  XXIII. 
February  1845.  l.  On  the  Theoiv  ol'  Linear  Transformations 
(Cayley).  —  IL  On  Magic  Sanares  (Moon).  —  III.  On  the  Theory 
of  Developments.  Part  I.  (noole).  —  IV.  Demonstration  of  a 
Fundamental  Proponition  in  the  Mechanical  Theory  of  Electricity 
(W.  Thomson).  —  V  .  On  the  llednction  of  the  General  Equation 
of  Surfaees  of  the  Second  Order  (\V.  Thomson).  —  VI.  On  Cer- 
taiD  Integral  Transfonuations  (Bronwin).  —  Vll.  Od  Ceitain  C'on- 
tinned  Fractions  (Perdval  Fiost). 


Bei  der  üniversitSt  zu  Lund  sind  neuerlich  die  folgenden 

akademischen  Schriften  erschienen: 

Fürsta  Capitlet  af;dlin;iii  Storhetslära.  Präs.  Mac.  Carl  Joh. 
U;s  Hill,  Prof. i. Math.  Uesp.  (  arl  Oskar  Uuth.  Lund  1845-  4. 

Prolesjomena  om  AdditioFi.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  I):s  Hill, 
Prof.  i.  Math.  Kesp.  Cor  fitz  Aug.  Beckfriis.  H.  Lund  1845.  4. 

Prolcgomena  om  I\lulti[dicatIon.  Präs.  Mai:-  (  arl  Joh.  D:s 
Hill,  Prof,  i  Math.  Ke«p.  Carl  Erik  2Scbweder  lü.  Lund 
1845.  4. 

Fortsatta  Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mag.  Carl 
Joh.  D:s  Hill,  Prof.  iMath.Resp.  Gustaf  Wilh.  Joh.  v.  Düben. 
IV.  Lund  1845.  4. 

Method  att  utdraga,  hwilken  rot  som  helst  ur  en  reel  btnom. 
Academisk  A  fhandling.  Präs.  Carl  Joh.  Hill.  Math«  Pf  of.  Reep. 
Carl  Gust.  Leijonhufu  ud.   Lund  1845.  8. 

Utkast  tili  en  nÜTii'in  fheori  fTir  binomiska  imaginSra  rötter. 
Akademisk  Afhaudling.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  Hill,  Math.  Pro- 
fessor Hesp.  Gust.  Maur.  Posse.    Lund  1H45.  8. 

Om  imaginära  rötters  utdra^ninir.  Academisk  Afiiaiidliiig. 
Präs.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof.  licsp.  Math.  Elof  Wilh. 
Widegren.  Lund  1845.  8. 

Om  imaginära  Cubikrötteis  utdragning.  Academisk  Afliand- 
llou.  Prä.s.  Carl  Joh.  Hill,  Resp«  Claes  August  Norman. 
Lund  1845.  8. 

Arithmetisk  Lösning  af  ('asus  irredm  ihilis.  Akadeniisk  Afliand- 
Ii»)ir.  Präs.  Mm  IT.  Carl  Joh.  Hill.  Math.  Prof.  Kesp.  Chri- 
stop  her  Ecker  bom.   Lund  1845.  8. 
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Betraktelser  ofwer  den  Ba  kallade  Casus  irreduclbilis.  Acade 
misk  Afhandling.  Präs.  Mag.  Car  1  Jo  h.  Hill,  Math.  Prof. Kesp. 
Thare  Martin  Baäth.   Lund  1845.  Ö. 

Om  Cartesii  och  Fouriers  teckenreglor.  Akadeniisk  Afhanrl- 
ling.  Praes.  Carl  Job.  Hill»  Resp.  Carl  Albin  Hoimberg. 
Lund  1845.  8. 

De  Axionvate  ad  theoriam  parallelarum  stabiliendani  pertin<»nte 
disputatio.    Präs.  Mag.  Carl  Job.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  Reüj 
&  Ord.  Resu.  Carol.  Ad.  Tb.  Liodwall.    P.  Ul.  Luodae 
1845.  4. 

Lemmata  ad  theoriam  parallelarum  stabiliendam  idonea.  Präs. 
Carol.  Job.  D:s  Hill.  Kosp.  Bened.  Nicol.  Ad.  LiDdvaU. 
P.  IV.    Lundae  1845.    4.  med  1  tab. 

Conatus  Euclidaei  axiomatis  XII.  probandi  antiqui.  Präs.  Carol. 
Job.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  £1U  Maur.  üllman.  P.  V. 
Lundae  1S45.  4. 

üeber  die  Theorie  der  ParallploTj  hntTTorr  Professor  H i 1 1  zu 
Lund  auch  die  lolii^eiide  lesensweithe  kSchritt  herausgegeben: 

Conatus  Theoriam  linear  um  parallelarum  stal^ili- 
endi  praecipui^  quos  recensuit  novisque  superstruxit 
fuodameDtls  atque  anxit  Car.  Joh.  D:s  Hill,  Math.  Prof. 
Lundae  1844.  4. 

Tbeoria  lineurum  aeuuldistantium.  Präs.  Mag.  Carol.  Job. 
D»  Bin,  Math.  Prof.  Resp.  Adolph  ft.  Iberg.  P.  VIL  Lim- 
dae  1845.  4. 

Tbeoria  linearum  connormalium.  Präs.  Mag.  Carol.  Job.  D:s 
HHL  Math.  Prof.  Rcsp.  Esalas  Laar.  Palm.  P.  VIII.  Lun- 
dae 1845.  4. 

Portatif  Apparat  für  bestämmandet  af  fasta  kroppars  iängdlör- 
andrinear  tili  fiitje  af  förändrad  temperatur.  Al^ademisk  Afliaad« 
ling.  Präs.  Dr.  A.  W.  Ekelund^  Prof.  i  Fysiken,  L.K.W.A*; 
Furf.  J.  G.  M.  V.  Gegerfelt  Lund  1845.  8.  med  1  plansch. 


Ich  erlaube  mir ,  die  geehrten  Leser  des  Archivs  auf  den  die* 
sem  Helte  heigelegten,  das  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteo- 
rologie von  Dr.  Job.  Müller,  Prof.  der  Pli  ysik  und  Tech- 
nologie an  der  Univ.  zu  Freiburg  i.  B.  als  zweite  um* 
searoeitetc  und  vermehrte  Aufl.  der  Bearbeitung  von 
Pouillet's  Lebrb  ucb  der  Physik.  2Bde.  betreffenden  Pro- 
spectus  aufmerksam  zu  machen.  G. 
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El«iiieiite  der  niederen  Analysis.    Bearbeitet  Tou 

J.  I?t)'jir^  Professor  der  Mathem  atik  nni  obern  G>  inna- 
sium  in  J^iiiogeo.  Mit  drei  Figureatalelu.  Ul^.  Ib45. 
1  thir. 

Der  Titel  dieser  Schrift  scheint  nicht  ganz  glöclclich  gewählt 
zu  sein,  und  konnte  leicht  einen  von  dem  wirldiehen  Inhalte  der« 
selben  verschiedenen  Inhalt  envarten  lassen.  Dieselbe  enthält  näm* 
Vieh  die  gow  (Winlichen  Elemente  der  Buchstabenrechnung  und  Alge- 
bra bis  inclusive  zu  den  quadratischen  Gleichungen  ;  dann  die  Än- 
weoduDg  der  Buchstabenrechnung  und  Algebra«  sowie  auch  der 
gemeinen  Arithmetik  auf  die  ebene  6eom<mrie;  hierauf  die  ebene 
Trigonometrie ;  und  endlich  in  einem  Anhange  eine  etwas  weitere 
Auj>fnhriii)<r  der  ebenen  Trigooometrie ,  die  Aullosung  der  unbe- 
stimmten («leichungen  des  ersten  Grades,  die  Lehre  von  den  figu- 
rirten  Zahlen  y  das  Wichtigste  aus  der  rombinationslehre ,  die 
Methode  der  uubestimiuten  CoefticienteD  und  deren  Anwendung 
auf  die  Entivicic^iang  der  gewöhnlichen  Functionen  in  Reihen: 
alles  recht  deutlich  und  klar,  mehrfach  durch  Beispiele  erlfintert, 
aber  ohne  besondere  Eicenthumlichkeiten»  die  hier  hervorgehoben 
zu  werden  verdienten.  j)ruck  und  Papier  sind  sehr  gut,  und  erste- 
rer  empfiehlt  sich  namentlich  durch  seine  Zierlichkeit. 

Ausfflhrliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Alge- 
bra zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die 

Z  werke  des  praktisrhen  Trebens  b  ea  rli  c  i  t  o  t  v  o  n  H. 
Lübsen.    Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auiiage. 
Oldenburg.  1845.   8.   1  thlr.  8  ggr. 

Dieses  wohl  schon  aus  seiner  ersten  Auflajge  hinreichend  be- 
kannte Lehrbuch  entspricht  nach  unserer  Uel  lerzeu^ng  seinem 
auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke  auf  eine  vorzügliche  Weise, 
indem  es  die  Lehren  der  iremeinen  Arithmetik,  der  Buchstahen- 
rechnuug  und  der  Elemente  der  Algebra  mit  nnijemeiner  Deutlichkeit 
vorträgt  und  durch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  zweckmässig  gewähl- 

Band  VII.  SS 
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ter  Beispiele  praktisch  erlSutert,  weslralb  ^vir  f!asselbe  anch  vor- 
züijlich  allen  aeiien ,  welche  die  Mathematik  zu  irgend  einem  prak- 
tijjchen  Zwecke  erieroeu,  empiehien.  In  der  Lehre  von  deo 
Gleichungen  itsjL  der  Herr  Veri.  mit  Recht  nur  h'is  zu  den  qua- 
dratischen Glekhiingeo  fortgegangen»  da  die  cubisehen  GleichuD* 

§en  doch  un  Ganzen  nur  wenige  Anwendung  finden«  und  den 
ieschluss  der  Schrift  macht  die  Lehre  von  den  Progressionen, 
von  den  Logarithmen  und  die  ZlnHeszinsen« Rechnung.  Uosern 
haben  wir  die  Lehre  von  den  Kettenbröchon  v<»rinisst  ,  da  flipsHbeo 
auch  hei  praktischen  Geschäften  oft  voi  trrfl  lit  he  lÜenste  leisten 
können,  und  eben  so  wunschensn  erth  würde  uns,  ^cbon  der  sofe- 
nannten  zusammengesetzten  Alii«;ationsrechnung  wegen,  wenigstens 
eine  kurze  Anleitung  zur  Auflösung  unbestimmter  Aufgaben  gewe- 
sen sein,  welche  uer  Herr  Vf.  bei  einer  %vohl  zu  erwarteodeo 
dritten  Aufhi^e  seiner  verdienstlichen  Schrift  zweckmässig  nocb 
einverleiben  dürfte.  In  einem  Anhange  sind  mehrere,  vorzugs- 
wfMso  ein  theoretisches  Interesse  in  Anspruch  nehmende  Lebren 
ehvas  weiter  erläutert  worden,  nfindich  die  Lehre  von  den  ^ah« 
lensvstenieu,  Einiges  aus  der  Zaldeniehre,  die  Verwandlnng  perio- 
dlscner  Decimaihrüche  in  gemeine  Brüche»  die  Theorie  des  Posi- 
tiven *nnd  Negativen,  die  ausfQhrlichere  Theorie  der  Proportionen, 
4ber  das  sogenannte  arithmetisch-geometriscÄe  Mittel  zweier  Zaii* 
len  *),  eine  weitere  Ausffihmnu  der  Lehre  von  der  Eliminatioo, 
die  Theorie  des  Imaginären  mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Ansich- 
ten von  Gauss  über  diese  Lehre«  über  das  Uaendlich** Kleine 
und  Uoendlich-Grossej  u.  s.  w. 

Bobilliery  Principes  d*a]g^bre.  NonreOo  Mitiom  In  & 
Cbalons-sur-Sadne  et  Paris.  184S.  4.  60. 

Entdeckung  einer  numerischen  General- A  u  flöswns; 
aller  hohem  endlichen  Gleichungen  v o u  j ede r  belie- 
bigen algeliraischen  oder  transcendenten  Form  von 
A.  F.  Vogel,  Mathematiker  zu  Leipzig.  1845.  S.    16  ggr. 

Der  Herr  VI.  dieser  Schrift  scheint  mit  den  neueren t  vmd 
selbst  auch  mit  den  älteren  Arbeiten  über  die  Aufiusuog  der  Glei- 
chungen wenig  oder  gar  nicht  bekannt  zu  sein ;  sonst  wfirdo  er  die- 
selbe wahrscheinlich  nicht  geschrieben  haben. 

iMalmsten,  C.  J. ,  in  sohitionem  aequationum  algebraicarum 
disquisitio.   P.  1—4.    4.    Upsala.  1845. 

(V^r  bedauern ,  diese  Schrift  noch  nicht  zu  Gesicht 

bekommen  zu  haben.) 

J  DifTerenziaÜ  deUe  funzioni  alfrcbricho  e  trascendenti  si  dedu* 
cono  dall  unica  lei^ge  di  derivazione  che  si  nianifesta  nelle  funziooi 
stresse,  pochi  cenoi  di  Francesco  d.  r.  Boureily.  Padova* 
1844.    In  8.  ' 

Politische  Arithmetik.    Anleitung  aur  Kenntaisf 
und  Uebang  aller  im  Staatswesen  vorkommenden  Be 
recbnuDgen.  Ein  Handbuch  für  Staatsbeamte  und 


•)  M.«.«ttp|iien«n(esaaimtbeaiatUGh«iWdrtevbadie.  m.aS.ait* 
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Hchäftsniii  iiner.  Von  h.  (\  ßteibtreu,  Professor  an  der 
po  I\ terh  T)  isch  en  Schule  in  Karlsruhe.  Erste  Abthei- 
(uiig.    Heidelberg.  1815.    8.    1  thlr.  4  ggr. 

Dieses,  wie  es  scheint,  vorzuj^sweise  auf  das  praktische 
Bedürfoiss  berechnete  Buch  enthält  in  seiner  bis  jetzt  vorliegen- 
deo  ersteD  Abtheilune  Dach  einer  kürzen  Einleitung  fiber  den  Be- 
griff  der  politischen  Arithmetik  oder  Staatsrechenkunst  Folgendes: 
I.  Maass  -  und  Gewichtswesen  (hier  auch  vom  Nonius,  Com- 
parator  u.  di^l.)  II.  Finanzwesen.  1.  Geldwesen.  Erste  Ab- 
theihin^.  Mfinzen.  Erster  Abschnitt.  Sillif  iiiiüiize.  Zweiter  Ab- 
schnitt. Goldmünze.  Dritter  Abschnitt.  PlaUmaünze.  Vierter  Ab- 
schnitt. Knpfermfinze.  Fflnfter  Abschnitt.  Bandeiswerth  der 
Münzen.  Sechster  Abschnitt.  Werthsvergleichung  der  Münzen 
nach  den»  Mürjzfuss.  Siebenter  Abschnitt.  Valvation  der  Münzen. 
Zweite  Abtbeilung.  Gold  und  Silber  it}  Barren.  2.  Von  den  Wech- 
seloperationen.  5.  Vom  einfaclien  Zins.  4.  Staatsscbuldentilgung. 
5.  V  uni  Verkehr  mit  Staatspauieren.  0.  Oeffentiiche  Glucksspiele. 
lU.  Zahlenverbältnisse  aer  BeTdlkerung.  IV.  Bestim- 
m  ung  der  Wahrschein  iichke  it  des  menschlichen  Lebens. 
V.  Anstalten,  welche, attf  die  menschliche  Sterblich- 
keit gegründet  sind.  1.  Leibrenten  und  Lebensversicbcrutiiijs- 
Anstalten.  (Hiermit  schliesst  die  bis  jetzt  vorliegende  erste,  bis 
S.  272.  reichende  Abtheüung.) 

lieber  das  bei  allen  diesen  Geigenstunden  vorkommende  eigent- 
lich Praktische  oder  Technische  enthält  diese  Schrift,  wie  es  uns 
scheint,  viel  Lehrreiches,  und  mehr  als  sonst  in  anderen  Schrif- 
ten dieser  Art  vorkommt.    Von  analytischen  Entwickelungen  sind 

nur  die  unbeditiirt  n(itbiu;sten  geijeben  worden.   Die  letzteren  linden 
aber  die  Leser  unter  den  neuesten  Schritten  über  politische  Arith- 
metik in  hinreichender  Vollständis^keit  in  dem  scnon  im  Literari-, 
sehen  Berichte  Nr.  XXV.  S.  371.  empfohlenen  Buche  von  Oet- 
tinger. 

Montag,  J.  B.,  Wie  mittelst  nachstehender  hHchst  einfacher 
Kechenmaschine  oder  Rechenscheibe  auf  mechanischem  Wege  und 
ohne  die  geringste  Kenntniss  vom  Eiumal-Eios  zu  haben  das  Facit 
von  Addiüons-,  Subtractions*.  Multiplications-»  Divisions*  iind 
Regeldetri- Aufgaben  stetsi  riclitie  and  leielit  au&efunden  wird. 
£r&tl845.  8.  6  ggr. 


Cie  ometrle 


Opu ermann,  L.,  Elemeutair  Plangeometri.  Copenhagen. 
1S4&.  8l  1  Rbd.  32  Sk. 

Laffitte,  C.  Essai  d'nne  DeTiionstration  du  Postulatum 
d'Euclide,  pouvant  servir  de  Supplement  auz  divers»  conrs  de  §4»* 
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inetrio  qiü  fondciit  Iii  theorie  i^es  paralleles  Sur  ce  Postulatmi. 
In  8.  plus  une  pL    Paris.  1845. 

Lehrbuch  der  vc rgleich enden  G e ometri e  u der  neue 
bewährte  Methode,  die  Lehren  der  Stereometrie  In 
natflrlicher  Ordnuug  mit  denen  der  Plantraetrie,  zu- 

«^^leich  in  paralleler  Weise,  dar^astellen,  von  A.  Ma« 
histre,  Licentiat  und  Professor  der  Mathematik  an 
der  No  rnial  s  rlni  I  e  zu  rharfres.  Aus  dem  Französf' 
scheu  überjsetzt  und  mit  Aufücaben  vermehrt  von 
A.  Lorey,  Kandidat  der  Theolojyie  und  Vorsteher  der 
K e a  1  s ch u  1  e  zu  W e i la a r.  Mit  8  1  i  t h o g r.  F i g u r e n ta t e  1  n. 
Weimar  1845.  8. 

Dieses  Buch  ist  eine  Uebersetzung  der  folgenden  Schrift: 
Les  aiialogies  de  la  geouietrie  elementaire,  oiildgeo- 
metrie  dans  Tespace,  ramenäe  k  la  geometrie  plane; 
par  A.  Mahistre.   2..  edit.  Paris  1844.    Bekanntlich  hat 
man  in  neuerer  Zeit  mehrfach  versucht»  die  zwischen  der  soge- 
narrnlen  Planimetrie  und  Stereometrie  noch  bestehende  Scheicle- 
ivand  aufzuheben,  und  diese  beiden  Theile  der  Geometrie  als  ein 
vvissenscbanUch  ucm driotes  (Janze  vorzutragen.    Dass  man  difsen 
Henuihungeri  Beitalt  **<'Ikmi  muss,  versteht  sich  von  selbst;  und 
eben  so  leicht  ist  ersichtlich,  dass  dieselben,  gehörig  eingeleitet, 
zu  einem  günstigen  Resultate  fuhren  müssen,  ua  ja  doch  am  Ende 
die  Planimetrie  als  ein  Specteller  Fall  in  der  Stereometrie,  d.  h* 
in  der  Wissenschaft  vom  Räume  überhaupt,  enthalten  sein  muss« 
In  der  in  einer  deufsrhen  Ue))ersotzung  vorliegenden  Srhrift  (fos 
Herrn  Mahistre  ist,  wie  man  «lurch  deren  Titel  *)  leictit  zu  glau- 
ben veranlasst  werden   konnte,   der  so  eben  kurz  angedeutete 
höhere  wissenschaftliche  Gesichtspunkt  Jedoch  keineswegcs  fest- 
gehalten worden  j  indem  dieselbe  ei|^entlich  nur  als  ein  Lehrbnch 
der  ebenen  Geometrie  zu  betrachten  ist,  in  welchem  den  einzel* 
nen  Kapiteln  unter  der  Ueberschrift  von  Analogien  die  ent* 
sprechenden  Lehren  der  Stereometrie  anuehtängt  ^\orden  sind,  so 
dass  also  in  diesem  Buche  die  letztere  Wissenschaft  nicht  als  der 
in  \vissens(liartlicher  Ilucksiclit  höber  stehende,   die  Planimetrie 
mit  umfassende  Theil  der  Geometrie   oder  der  Wissenscbaft  vom 
liaunie  überhaupt,  sondern  gewisserniaassen  nur  als  ein  Anhang 
zur  Planimetrie  erscheint.  KSnnen  wir  nun  auch  aus  diesen  Grün- 
den der  vorliegenden  Schrllt  eine  höhere  wissenschaftliche  Bedeu- 
tung nicht  beilegen ,  so  ist  doch  auf  der  anderen  Seite  nicht  zu 
vericennen ,  dass  bei  dem  ersten  geometrischen  Unterrichte  es  allere 
dinirs  lehrreich  für  den  AnHinger  sein  mnss ,   wenn  bei  dem  Vor- 
trage der  Planimetrie  ihm  sogleich  gezeigt  wird,  dass  damit  die 
Wissenschaft  vom  Räume   noch    keineswegs  abgeschlossen  ist, 
sondern  dass  es  noch  andere  den  vorgetragenen  analoge  Sätze  h'ir 
den  Raum  überhaupt  giebt,  welche  erstere  gewissermaassen  in 
sich  schliessen,  wobei  man  sich  aber  doch  auch  Ja  in  Acht  neh- 
men mag,  dass  in  den  Köpfen  der  noch  rohen  Anlanger  nicht  eine 
so  leicht  mögliche  Verwirrung  entstehe  und  die  Bestimmtheit  und 


*)  Der  Titel  dei  ltnii»d«itdien  Originals  spricht  den  Zweelr  des  Ter- 
Üwaera  bestimmter  aas. 
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Klarheit  der  Begriffe  verloren  gehe.  Dieser  letztere  mehr  metbo» 
dische  Zweck  scheint  dem  \  erf.  auch  lediglich  bei  der  Abfas- 
sung seiner  Schrift  vorget^chwebt  zu  haben,  und  von  dieser  Seite 
mu88  dieselbe  also  auch  vorzüglich  von  den  Leseni  bemtheilt 
werden. 

Ins  Eiezelne  hier  einzugehen  ist  keine  Veranlassung  vorhan« 
den,  dl  wir  viele  sonstige  Eigenthiimlirhkeiten  oder  besonders 
bemerkenswerthe  neue  Sätee  und  Beweise  in  der  Schrift  gefunden 
zu  haben  uns  nicht  erinnern,  indem  dieselbe  überhaupt  nur  die 
ganz  gewSbDlicben  Lehren  der  Planimetrie  und  Stereometrie  ent- 
hält. Es  fehlen  selbst  manche  Satze,  die  zu  interessanten  Ana> 
logien  zwischen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  hätten  Veran- 
lassung geben  können,  wie  z.  Tl.  das  Eul ersehe  Theorem  von 
den  Polvedern.  Gegen  die  Strenge  der  Beweise  würden  wir  Man- 
ches einzuwenden  haben,  wenn  uns  hier  ein  grösserer  Raum  ver- 
stattet w5re.  '  Bemerken  wollen  wir  daher  nnr  ganz  im  AUffemei« 
nen  ,  difss  wir  den  strengen  Begriff  der  Gränze  und  eine  durch- 
greifende Anwendung  der  Griinzenmethode  in  dieser  Schrift  nirgends 
gefunder)  hrihert.  Wie  man  aber  ohne  dipse.  für  die  gesammte 
Mathematik,  so  höchst  wichtige  Methode  eine  strens^e  Darstellung 
in  der  Geometrie  und  in  der  Mathematik  üherhauut  erringen  wiÜ^ 
Ist  uns  wenigstens  unbegrenilch.  NatOrlich  steht  und  fkllt  mit 
derselben  auch  die  strenge  Darstellung  der  Lehre  von  den  Ver- 
hältnissen incommensurabler  Grossen.  Umgangen  hat  der  Vf.  die 
Gränzenmethode  durch  das  gleich  zn  Anfang  eingeschaltete  zweite 
Kapitel:  von  den  unendlich  kleinen  Grössen  und  vom 
Maasse  der  Grössen  überhaupt.  Aber  gleich  der  soge- 
nannte Lehrsatz  in  $.  14.:  Zwei  endliche  Grossen  können 
als  einander  gleich  betrachtet  werden,  wenn  ihr  Un- 
terschied nn  endlich  klein  ist,  und  noch  mehr  der  Beweis 
desselben:  In  der  That  wird  man  zwischen  diesen  bei- 
den Grössen  durchaus  keine  Ungleichheit  aufstellen 
können,  so  klein  man  dieselbe  auch  annehmen  mag, 
womit  die  ganze  Sache  abgethan  wird,  mOchte  doch  viele  Anflln- 
ger  stutzig  machen,  und  bei  manchem  weiter  Denkenden  die  80 
noch  geriihnifc  Strenge  der  Geometrie  in  .Mlssrrpdit  bringen. 

Al)gesehen  hiervon  kann  aber  das  Bu(  h  seiner  oben  angege- 
benen allgemeinen  Tendenz  wegen  minder  geübten  Lehrern 
manchen  Nutzen  und  manche  Beiehrung  gewähren,  und  empfehlen 
wir  es  denselben  daher  zur  Beachtung;  gehörig  mathematisch 
durchgebildete  Lehrer,  wie  sie  in  jetziger  Zeit  zur  Freude  eines 
Jeden ,  der  an  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterrichts 
■wahrliaften  Antheil  nimmt,  wohl  bei  Weitem  die  meisten  deutschen 
höheren  Lehranstalten  besitzen,  werden  aber  in  diesem  Buche 
schwerlich  etwas  linden,  was  sie  sich  nicht  selbst  auf  der  Stelle 
mit  Leichtigkeit  zu  entwickeln  im  Stande  sein  sollten.  Durch 
den  reichhaltigen  Anhang  yon  Formeln  und  Beispielen'  zur  Berech* 
nung  von  Linien,  Flächen  und  Körpern  (S.  247 — S.  332.)  hat  der 
Herr  Uebersetzer  den  Werth  des  Buchs  als  Unterrichtsmittel, 
namentlich  für  die  eine  mehr  realistische  Richtung  habenden  Ele- 
mentarschulen ,  erhöhet. 

Lehrhurh  der  Stereometrie  und  sphärischer]  Tri- 
gonometrie für  die  obern  Klassen  hohererLebranstäi- 
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ten,  nebst  eiatin  Uebnnesaufg^aben  und  fixcurse  ent- 
haltenen Anhange.  Von  l)r.  Auj^ust  Wiei^and,  Lehrer 
der  Mathematik  und  zweitem  Oolle^en  an  der  Real- 
schule im  Waisenhuuse  zu  Halle.  Mit  zwei  Kupfer- 
tafeln.    Halle.  1845.    8.    12  jrgr. 

Die  frühern  Theile  dieses  Lehrbuchs  sind  im  Liter.  Ber 
Nr.  XIX.  S.m  und  Nr.  XXH.  S.  336.aiigezei£jt.  Die  dort  gerühmte 
Deutlichkeit  gilt  auch  v:on  dem  vorliegenden  iTbeile.  Der  so  leicht 
xa  beweisencte  Eni  ersehe  Satz  reo  den  Polyedeni  ist  mit  Recht 
in  die  Stereometrie  selbst  aufgenommen»  und  der  Anhang  enthält 
noch  manches  Lehrreiche  und  den  Zwecken  des  Unterrichts  For- 
derliche, sowie  das  Buch  überhaupt  einen  erfahrenen  und  sicb 
dem  Unterrichte  mit  Liebe  hingellenden  Lehrer  bekundet. 

ff 

Gr üss tentheils  neue  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  Gdom^trle  descriptWe  nebst  deren  Anwendung 
auf  die  konstrnktive  Auflösung  von  Aufgaben  über. 

räumliche  Verwandtschaften  der  Affinität,  Collinea* 
tion  etc.  Systematisch  geordnet  und  gelost  von  Leo- 
pold Mossbrugger,  Professor  an  der  Kantonsschule 
zu  Aaran.  Mit  58  lith og raphi r  ten  Tafeln  (in  einer  be- 
sonderen zweiten  Abtheilung).  Zürich.  1845.  4.  4  thlr. 
4  ggf- 

In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Vf. : 

,,Das  Ziel,  welches  ich  bei  der  Bearbeitung  dieses  Werkebens 
im  Auge  hatte,  ist  ein  zweifaches,  nämlich: 

1.  8oll  der  verhältnissmässig  geringe  Vorrath  von  Aufgaben 
Im  Gebiete  der  Gr^mi^trle  descriptive  nicht  nur  durcb  neue,  bUi^ 
her  noch  angedruckte  Aufgaben  vergrQssert  werden ,  sondern  bei 
deren  Auflösung  soll  immer  die  rein  geometrische  ConstruktioD 
Torherrschend  und  der  mechanische  Theil  der  Zeichnungslehre  als 
untergeordnet  erscheinen.  2.  Soll  dies  Werkchen  dazu  dienen« 
Resultate  und  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes» 
besonders  jene  über  die  neuern  Verwandtschaften  der  AffinitSt, 
Goiiineation ,  Reciprocität  mehr  unter  construktive  Anschauunes- 
formen  zu  bringen ,  und  so  die  beiden  nach  einem  Ziele  etrebenm 
Zweige  der  mthemaiik,  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
und  die  G^m^trie  descriptive,  welche  bisher  strenge  Ton  elnaa- 
der  getrennt  wurden,  einander  näber  zu  bringen. 

Bass  man  beiden  Zwecken  seinen  Tollen  Bellall  geben  man» 
versteht  sich  von  selbst,  und  eben  so  wenig  Ist  zu  Terkennen, 

dass  der  Herr  Vf.  namentlich  dadurch ,  dass  er  die  neueren  geo- 
metrischen Verwandtschaften  in  den  Kreis  seiner  construktionelien 
Entwlckelungen  —  man  möge  uns  diesen  Ausdruck,  der  aber  id 
der  That  nicnt  ganz  unpassend  zu  sein  scheint ,  verzeihen  —  gezo- 
gen hat,  der  descriptiven  Geometrie  in  mehrfacher  Beziehuoeeine 
neue  Seite  abgewonnen  bat»  weshalb  wir  elanben,  dass  das  Weri[ 
«ngelegentlkli  zu  wäterer  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient 

Der  Druck  und  die  yon  dem  Herrn  Zeichnungslehrer  Belli- 
ger  ansgelllhrlon  Zeichnungen«  die  bei  einem  Werke  dieser  Art 
uitOrllch  von  besonderer  Bedeutung  sind,  hmuen  in  keiner  Beile- 
hung  etwas  sn  wimehcn  tibrig. 
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• 

Anaiytiaohe  Geonatri«  dt»  Raum*«  mit  Berfick- 
■ichtii^ttD^  der  Dett«reDj|aom«trl8clieB  Verwandtsehaf* 

tenund  zur  grüsBem  VersiXodlgaog  des  Werkes  er- 
forderiicben  EnlifickelungeD  au8  der  aaaiytischen  Geo- 
netrie  der  Ebene.  Zum  SelbNtt^tudium.  V'on  L.  Moss- 
brugger,  Professor  an  der  Kantonsschule  in  Aarau. 
Mit  acht  lithographirten  Tabeiieu.  Aarau.  1845.  8. 
ithlr. 

Dieses  zugleich  eine  nicht  geringe  Anzahl  dem  Herrn  Verf. 
eigenthflmlicher  Untersuchungen^  auf  welche  in  der  Vorrede  besoo- 
dtni  hingewiesen  worden  ist,  enthaltende  Handbuch  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Kaumes  ist  jedenfalls  eins  der  ausführlich- 
sten und  vollständii^sten  Bücher  dieser  Art,  welche  wir  gegen- 
«ürtiij  hesitzon ,  und  wird  von  keinem  sich  für  diese  Studien 
Interessirenden  entbehrt  werden  können.  Wir  wollen  daher  im 
Folgeuden  den  allgemeinen  Inhalt  desselben  etwas  näher  an- 
gebien. 

Einleitung.  Ueber  die  Gleichung  der  Geraden»  des  Kreises 

and  der  Linien  des  zweiten  Grades,  nebst  deren  D'iscussion« 
Erstes  Ka])itel.    Betrachtung  der  Punkte  und  geraden  Linien 
im  Räume.     Zweites  Kapitel.    Von  der  Ebene  und  der  Ver- 
bindung derselben  mit  Linien  und  Ebenen.    (In  diesen  beiden  Ka 
piteln  kommt  ein  reicher  Schatz  von  Aufgaben  vor,  und  vielcj 
Hvlche  sich  in  den  sonstigen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geome- 
trie nicht  finden;   namentlich  enthält  das  zweite  Kapitel  anch 
Vieles  Aber  die  regulären  Korper  und  über  die  eckigen  Korper 
überhaupt.)    Drittes  Kai)itel.   Von  der  Coordinaten- Verände- 
ning.    (Hierbei  auch  die  Herleitung  der  Grundformeln  der  sphäri 
sehen  Trigonometrie.)     Viertes  Kapitel.    Geometrische  Ver- 
wandtschaften.   A.  Ebener  Systeme.    Ii.  Betrachtung  der  geome- 
trischen Verwandtschaften  raumlicher  Systeme.    (Dieses  Kaj)itel 
hA  eins  der  reichhaltigsten  im  ganzen  Buche.)  Fünftes  Kapitel. 
Von.  den  Cy linder*FI&chen.  Sechstes  Kapitel.  Von  den  Kegel- 
ttchen.    Siebentes  Kapitel.   Von  der  KugellUche.  xVchtes 
Kapitel.    VenTsndlung  aer  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 
in  solche  Formen,  die  zu  Untersuchungen  tauglich  sirid,  und  von 
der  Beziehung  der  Oerter  der  Mittelpunkte  zu  den  Flächen  selbst. 
(Der  ganze  Inhalt  dieses  Kapitels  kann  als  dem  Herrn  Vf.  eigen- 
thümlich  betrachtet  werden.)    ^i'euntes  Kapitel.  Di^cussiun  der 
allgemeinen  Gleichung  der  FIftebe«  zweiten  Grades.  Zehntes 
Kapitel.    Von  den  Diametral  -  Ebenen  und  der  Reduction  der 
allgemeinen  Gleichung  der  'Flächen  zweiten  Grades  auf  ihre  ein* 
fachen  Formen.     (Auch  in  diesem  Kapitel  findet  sich  vieles  dem 
Herrn  Vf.  Eigenthümliche.)   Eilftes  Kapitel.   Bestimmung  der 
Eigenschaften   der    Flächen,    welche   einen   Mittelimnkt  haben. 
Zwölftes  Kapitel.     Ueber  die  geometrische  Bedeutung  der 
Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 
Grades.   (Anch  dieses  Kapitel  ist  dem  Herrn  Vf.  ganz  eigenthiim- 
lich.)    Dreizehntes  Kapitel.   Geometrische  Oerter.  Vier- 
zehntes Kapitel.    Von  den  Durchschnitten  der  Flächen  des 
zweiten  Grades,  insbesondere  in  ebenen  Curven.  Anwendungen 
dieser  Sätze  auf  Aufgaben  und  Beispiele.     Fünfzehntes  Ra- 
pitel.    Allgemeine  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades, 
m  Beziehung  auf  ihre  gegenseitigen  Verwandtschaften. 
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Wir  mpfehlen  dieses  Werk  norhmals  nirht  bloss  allen  denen, 
wol<  he  sich  aiisrülirlicher  üliei  die  neueren  Fortschritte  der  ana- 
lytischen Geometrie,  belehren  u  olien ,  sondern  auch  allen  deneo, 
welche  Stoff  zu  eigenen  üeliungen  und  Untersuchungen  suchen. 

I   


Praktische  Oeometrie. 


Gaul ti er,  L.,  Notions  de  geometrie  i>rati4|ue.  Nöuvelle  edl- 
tion.    In  12.    Paris.  1045. 

Catonnet^  A.  J. ,  Trait^  completes  th^oriqne«  et  jiratiques 
de  Tarpentage,  de  la  göodesie  moderne  etc.  Seconde  ^ition.  Jo 
12.  pJus  des  pL  Amiens.  1845.  3.  50. 

Pezelt,  Der  kleine  katadtoptrische  Kathetonieter  nebst 
Anleitung  zum  Gebrauch  desselben.  Mit4Lithogr.  gr.  8.  Posth. 
1845.   1  thlr.  4  ggr. 

Beuther  9  Fr.,  Kurze  Anweisung  zur  Linear  perspective,  nul 
den  nOthigen  praktischen  Vortheilen,  hei  deren  Anwenaung  für  die 
ausübende  Zeichenkunst.  2.  revid*  mit  1  Tafel  vermehrte  Aufl- 
Kasael.  1845.  18  ggt. 


Triffoiiametrle. 


KöHer  ,  A.  v.,  Elemente  der  Goniometrie  und  ebenen  Trig<>- 
liometrie.   Mit  einer  lithogr.  Tafel.   Trier.  1S45.   8.   8  ggr. 


I 


UKechanik. 


Die  Geostalik  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  ao  i 
leelmifichen  Lehranstalten,  sowie  zum  Gehrauelie  ffir 
Techniker  überhaupt,  ohne  Anwendung  der  Differen* 
zial<  und  IntegralrecliiBttng  ^von  Dr.  Moritz  Rühlmann, 
Professor  der  angewandton  Mathematik  and  Mascbi- 


I 
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11  e n l e h r e  an  der  k ö iii g  1  i ch e n  •  h o Ii e re n  (i  e u  e r b s ch ii I e. 
zu  Hannover.   Zweite,  völlig  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  vielen  HoUscholUeii.  DTeedeo 
und  Leipaslg.  1845.  8.  1  thlr« 

Dieses  die  gewSlinlicheii  LebreD  der  Statik  fester  KOiper  tm 
deutlicher  elemeDtarer  Darstellung  mit  beso öderer  Ber&ckslchtigang 
der  Kraftepaare;   die  Lehre  von  der  Reibung  und  von  den  ein* 

fachen  ■Maschinen,  mit  Berücksichtigung  der  Reibunir  und  der 
Seilbiegung  (wlt»  die«  der  Vf.  nennt);  endlich  die  Leliro  von  der 
Festigkeit  der  Kürper  entliaitende  \Verkchen  scheint  seinem  auf 
dem  Titel  nSlier  bezeichneten  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprecheo, 
und  verdient  Praktikern  und  Lehrern  an  efementareo  tecnuischeo 
Lehranstalten  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Dass  indem- 
Kelber»  die  Anwendung  der  Differential-  uf*d  Integralrechnung  aus- 
geschlossen ist,  geht  schon  aus  dem  Titel  hervor.  In  der  Angabe 
der  Quellen,  aus  denen  der  Herr  Vf.  geschöpft  hat,  hätte  der- 
selbe etwas  volistfiDdiger  sein  sollen. 


FraktisGlie  Meclianik. 


Das  Dädaleon,  eine  neue  FlugmaschiDe»  vorge- 
schlagen von  Friedrich  von  Drieberg.  Mit  4  Tafeln  Ah- 
i>ildungen.  Berlin.  1845.   8.    8  ggr. 

Die  Flu  g  üfu!  niren  und  den  ersten  freien  Ausflug,  welche 
Herr  v.  Drirlter  i,^  in  §.  35.  und  §.  36.  seiner  Srhrift  den  Lesern 
derselben  so  angelegentlich  und  wahrlich  mit  grosser  Zuver- 
sicht mit  seiner  einer  Fledermaus  ganz  ähnlich  sehenden  Flug- 
maschine  anzustellen  eniptiehlt,  hätte  er  mit  derselben  erst  selbst 
anstellen  sollen,  bevor  er  dieselbe  bekannt  machte.  Dass  dies 
geschehen,  ist  wenigstens  nirgends  ausdrucklich  gesagt.  D-i  er 
seinen  Wohnsitz,  wenn  wir  aus  seiner  früheren  berühmten  ►Schrift 
liber  den  Luftdruck  uns  recht  erinnern,  in  der  uns  wohlbekannten 
Umgegend  von  Febrbellin  hat.  so  würde  e$  ihm  gewiss  an  einem 
See,  den  er  zu  diesen  Versuchen  fordert,  nicht  gefehlt  haben,  und 
eben  so  wenig  ist  zu  bezweifeln,  dass  unter  seiner  Dienerschaft 
eher  als  unter  dem  bescheidenen  Hauspersonale  einej^  gemeiticn 
Professors  Matlieseos  vel  Physices  sich  zw  ei  tüchtige  Kerle  gefun- 
den hallen  würden,  die  ihn,  in  der  iMaschine  steckend,  wie  er 
verfangt  i  durch  einen  heftigen  Wurf  von  dem  an  dem  Rande  des 
Sees  errichteten,  etwa  30  Fuss  hohen  Gerüst  in  das  freie  Luft- 
meer hinaus  schleudern,  und  ihm  dadurch  den  niithigen  Anfang  der 
Schusf^bewe^ng  mittheilen  konnten.  (Tewiss  h;itte  er  sich  auch 
hinreii  lieud  in  dieser  Beziehung  erprobten  Leuten  mit  Zuversicht 
anvertrauen  können..  Da  aber,  wie  gesagt,  nirgends  von  einer  ge> 
scheheneB  Anstelhing  der  Versuche  die  Rede  ist ,  so  mfissen  wir 
Irellieh  uns  dem  Glauben  hingeben,  dass  der  Herr  Vf.  fürchtete, 
das  von  ihm  selbst  S.  6.  erzählte  Schicksal  des  Schn^ider$  Berh- 
linger  zu  TT  I  m  7m  theilen,  weicher  bei  den  Versuchen  n»it  seiner 
Murine ,  deren  Fiügel  die  Ges^t  einea  hohlen  ZUckerhuts  bat- 
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ien ,  Arme  und  Be'me  btach.  mm  ander»  ehrliche  Leute  auch 
'  nicht  gero  Arme  und  Beine  brechen,  so  ersuchen  wir  den  geelu^ 
ten  Herrn  Vf.  nochmals,  selbst  nur  erst  mit  wirklich  angesielltieD 
Versuchen  voranzugehen  ^  und  geben  Ihm  die  Versicheruns ,  dass 
es,  nenn  dieselben  glücklich  aiisrullen  sollten,  an  Nacnfol^em 
nicht  lehleo  wird.  Wenn  «aber  der  Herr  Vf.  die  Verbindlichkeit, 
dergleichen  Versuche  selli.st  zuerst  anznstfllcn  .  vielleicht  durch 
die  auf  S.  6.  am  Ende  sich  üiideude  lienierkuu^,  dass  es  zunächst 
hauptsächlich  darauf  ankomme,  eine  erweislich  rtehfige  Theorie 
des  Menschenflugs  aufzustellen ,  woraus  dann  die  Möglichkeit  oder 
Unmöglichkeit  des  Menschenflugs  leicht  zu  ersehen  sein  werde, 
von  sich  abzulenken  suchen  sollte,  so  müssen  wir  uns  erlaubeOi 
ihm  bemerklich  zu  machen,  dass  e.'s  seinor  sop^enannfen  Theorie, 
durch  welche  er  den  Nachweis  der  Möglichkeit  des  Meiischentlui;s 
zu  führen  eiucht,  leicht  eben  so  gehen  Könnte,  wie  es  nach  sei- 
ner Angabe  der  Theorie  ergangen  ist,  durch  welche  Lahiude 
das  Gegentheit  zu  heweisen  suchte.  Dass  die  Sache^  mOglldi 
ist,  lässt  sich  am  Ende  nicht  bezweifeln;  nur  kommt  Oferade  hier 
Alles  auf  das  Wie?  an,  und  da  müssen  wir  nun  einmal  auf  unse« 
rer  Forderung  wirklich  mit  Glück  angestellter  Versuche  bestehen 


Astronomie. 


Fl  ad  ans,  J.  A.  F.,  Versuch  populSrer  Vorträge  Gber  Astro- 
nomie ohne  ^Nechnungen.  Wien.  1845.   gr.  16.  1  thlr.  4  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1848.  Auf  Veranlassung^ 
der  Ministerien  des  Unterrirfits  und  des  Handels  herausgegeben 
von  J.  F.  Encke»  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  1S45. 
S.  3  thlr.  8  ggr. 

Connaissance  des  tems  ou  des  mouTemens  Celestes»  k  l'usage 
des  astronomes  et  des  navigatenis^  pour  l'an  1848.  Publik  par 
le  bureau  des  longitudes.  (Sans  additions.)  .In  8.  plus  nn  la* 
bleau.  Paris.  1845.  5  ir. 


Buff,  Grundzüge  der  Experimental- Physik,  mit  Rücksicht 
auf  Chemie  und  Pharmacie,  zum  Gebrauch  liei  Vorlegungen 
und  zum  Selbstontorrichi    Mit  zahlreichen  Holzschnitten  and 
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aiLsgeführten  Tafelii,  2te  JUeimiug^  Hddelberg.  18i5.  a  10  ggr. 
(Die  erste  Liefer.  erschien  low  und'  kostet  elftenfalls  16  ggr.) 

Bouchardat,  A. ,  Cours  des  srUnces  physiqucs.  Chimie. 
Seconde  Edition.    In  VI.    Idem  Physicjue.    In  l'i.   Paris.  1845. 
Prix  du  voiume  de  chiiuie....   3.  50. 
dtt  voiume  de  physique....  50. 

Houssi,  Der  physikalische  Apparat,  insbesondere  als  Lehr- 
mittel in  Gyninasieu ,  Kealschuien  uud  audeceo  Uaterrichtäanstal- 
ten.  Parcbim.  1845.  8.  8  ggr. 

*  ■  • 

Ueber  die  Existenz  des  Luft*  und  Wasserdrudcs. 
In  Beziehung  su  den  dagegen  gemachten  Einwfirfen 

des  Herrn  Baron  von  Drieherij.  Ein  Beitrag  zur  neue- 
ren  Physik,  ^'o^)  8.  Sachs,  K u n igl.  Regierungs-Bau- 
Inspector  zu  Berlin.    Berlin.  1845.   8.    8  ggr. 

Bloss  die  Existenz  dieser  mit  einer  sehr  devoten  Dedication 
an  Seine  Hochgeboren  den  Königl.  Prenss.  Kammerberm  und  Rit- 
ter u.  8.  w.  Herrn  Baron  von  Drieberg  veisehenen  Schrift  woll- 
ten wir  hier  anzeiiren;  denn  irclosm  hal)on  wir  dieselbe  nirbt, 
das  tjestehen  wir  offen.  Leber  Dinge,  üi)er  welche  *Iedpr  schon 
aus  meinem  physikalischen  Gymnasial -Unterrichte  in  Tertia  rich- 
tige Begriffe  mitbringen  muss,  und  deren  Ricbtigiceit  sich  hand- 
greiflich nachweisen  und  im  eigentlichen  Sinne  ad  ocnlos  demon- 
striren  K^sst,  so  viel  Redens  zu  machen,  scheint  uns  vridirlich 
nicht  der  Mfifie  werth,  Möge  der  Himmel  nur  die  Lehie  von  der 
Luft. vor  jeder  Orieberg -Literatur  bewabreo! 

Rottger,  J,  L.,  Falschheit  der  Lehre  vom, Drucke  der 
Luft  im  Gefolge  der  Beweisführung  des  Kammerherrn  von  Drie* 
herg.   a   Halberstadt.  1845.   8  ggr. 

(Diese  mit  der  Schrift  von  öachs  schon  den  Anfr^ng  einer 
Drieberg- Literatur  bildende  Schrift  ist  uns  noch  uicbt  zu  Ge- 
sicht gekommen.) 

Sanson»  A.  J.,  Navigation  atmosph^rique.  Explicatlons com- 
pl^mentaires  sur  le  Systeme  physique,  m^canimie  etc.  de  San- 
son  pere  et  Iiis;  pr^c^ees  de  TAeronantique  des  dames,  lettre 
en  prose  et  en  vers  libres  etc.   In  ö.  pius  2  pl.  Paris.  1845« 

;Biot,  Instructions  pratiipies  sor  robservation  et  hi  laesure 

des  proprietös  opti(^ues  appelees  rotations«  avec  Fezpos^  succinct 
de  leur  application  a  la  chimie  m^icaie»  scientifique  et  industri- 
eUe.  In  4.  ParU.  1845. 

Daniell,  J.  F.,  Elements  of  Meteorologie ;  being  the  Third 
Edition ,  revised  and  enlarged»  of  Met^rologlcal  Essays«  2  vels. 
8vo»  plates«  cioth.  ^  s. 

Voyage  antoor  du  monde,  entrepris  par  ordre  du  roi  par 
M.  Louis  de  Freycinet,  capitabe  de  vaisseau  etc.  —  Meteoro- 
logie. 1  vol.  in  4.  25«  Ifagadtlsmet  Iwrestie.  1  vol»  m  4«  15. 
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Fermlsclite*  Sdurfften. 


TempietoD,  W.,  Tascfaeobiicli  fBr  Mühlen-  und  Ma«clkfDeii- 

^bnuer,  enthaltend:  DecimalbracliTecfaining ,  Tafeln  TOn  Qnadrat- 
und  Kubikivurzeln ,  angewandte  Geometrie,  Ausniessiin<i:,  Festig- 
X  keit  versch,  Materialien,  merhanische  Potenzen.  \V^s>;errSder. 
Saufif-  und  Druckpumpen,  Dampfmaschinen,  Tafeln  über  das  s^e- 
cilische  Gewicht  11.  s.  w.  Nebst  einem  Anhange,  enthaltend:  Lm- 
fang,  Quadrat,  Ivubus  und  Füicheiüniiait  von  Kreisen,  Kugein.  — 
Nach  der  fünften  vermehrten  und  verbesserten  Aufl.  aus  dem  Ens* 
lischeD  übersetzt  Nebst  eitiem  Anbaog  zani  Gebrauch  des  Schieb- 
maassstabes.  Mit  HoLs^choitten  und  lithogr.  Tafeln.  Brünn.  1345.  8. 

(Enthält  viele  für  den  praktischen  Gebrauch  *  redit  bräuchbare 
Notizen.)  '  ^ 

The  Matheroatician.  Number  III.    On  the  Transfbnna- 
tinn  of  Algebraic  Equations.        On  the  Variation  of  Parameters. 

—  Approximate  Rectification  of  the  Circle.  —  Fundamental  Func- 
tions of  Two  Ares.  —  Pro|»()sitions  on  the  Tonic  Sections.  —  Ou 
the  Theory  and  Application  of  Poles  and  Polnrs.  — •  Horner  ou 
Algebraic  Transformation.  —  Equation  of  the  Parabola  referred  to 
two  Tangents.  —  On  the  Function  ^(^r-f  1).  —  Solutions  of 
Mathematicai  Exercises.  —  Mathematical  Exercises  {conÜnued). 

—  Note  on  Probabllity.  ^  On  the  Forinalion  of  Numerical  £qiia- 
tlobs  havSng  nearly  equal  Roots.      On  the  Theory  otCoordfnales. 

Number  IV.  Modem  Geometry.  Anharmonic  Ratio.  Section 
*  of  Involution.   *—   On  a  case  of  Elimination.  —  Properties 
of  the  Spherical  Triangle.  —  On  a  Principle  in  the  Theory  ol 
Probabilities.  —  On  tne  Transformation  of^  Algebraic  Equations. 

—  On  Definite  Inteirrals.  —  Projjerties  of  the  Parabola.  —  Mathe- 
maticai Exerciscs  {continued).  —  «Solutions  of  Mathematicai  Exercises. 

Number  V.    Solutions  of  Mathematicai  Exercises  {conUnned). 

—  On  tlie  Tniairinary  Expressions  for  sin  .r  and  cosar.  —  Polesand 
Polars  in  S|ia(e.  —  Modern  Geometry  (conibitirff).  —  Mathema- 
ticai Note.  —  Application  of  Alirehra  to  the  l^Ioderii  (Teometry-  — 
Deipompo^itiun  of  Rational  Fractions  und  8unimatiuii  oi  lafinite 
Serless  r-*.  Mathematicai  Exercises  (continued),  —  .Solutions  ef 
Mathematicai  Exercises. 

Number  Vi.  Poles  and  Polars  in  Space.  —  Propositioiw 
on  the  Conic  SebÜons.  —  Application  of  Algebra  to  the  Modem 
Gtoibetry.  --^  On  flie  TransloimätioD  of  Algebraic  Emiatlotis. 
On  the  Equillbrium  of  Roofs.  ^  On  the  Heduction  of  certaio  In- 
^raJs  to  more  simple  Forros.  Pevelop^iaent  ef  Poissoit*«  pnethod 
of  finding  the  Ttesultant  of  two  efjuaj.  Forces.  —  Monier  ön  Alffe- 
braic  Transformation.  —  IMathematical  Notes.  —  I^ormulae  Tor 
Hight-Aneied  Npheriral  Triaiigles  deduced  in  succession.  —  Solu- 
tions of  Muilieiiiaticai  Exercises*  —  Mathematicai  Exercises  (cun- 
UmtBd)*  .Coilectlon  ofMIsoellaneous  Exercises  in  Geometry  fit 
the  ose  ef  Seliiinitriea  and  private  Sfudents. 

(Nr.  I.  lud  II,  f.  m.  Literar.  Ber.  Kr»  X^ID.  8. 866.) 
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Simon  Stevin.  ParMr.  A.  Queteiet. 

Durch  diese  kleine  vSrTirlft  über  seinen  Landsmann  Simon 
Stevin  hat  Herr  Queteiet  einen  sehr  dankenswerthen  Beitrag 
zur  Geschichte  der  Mathematik  Heiiefert^  weshaiLi  ich  die  Leser 
des  Archivs  auf  dieselbe  anfmerfsam  au  maehen  nicht  Terfehle. 
ßesotiders  interessant  ist  aber  auch  die  nächste  Veraniassuner  zu 


Queteiet  selbst  erzählen  lassen  werde,  weil  dabei  die  Leser  des 
Archivs  nur  gewinnen  können. 

Je  visItais  un  jonr  —  sast  Herr  Queteiet  am  Anfanj^e  seiner 


ezprimlons  en  mime  temps  nos  regrets  que  la  sculpture  ne  Iftt 

pas  encore  venue  en  aide  a  l'habile  architecte,  pour  compl^ter  son 
oeau  monument.  L'imagiuation,  apres  avoir  erre  librement  sur  un 
ensembie  harmonieux,  a  hesoin  de  s'arreter  auxdetails,  etsurtout 
de  trouver  des  objets  qui  soutienneot  son  essor  par  de  grandes 
pens^es.  On  n'aime  point  ä  trouver  un  palals  dteert;  et  les  honinies 
qiu  peuvent  mieoz  en  faire  les  honneurs  sont  ceux  qui ,  dans  la 
nncoession  (los  tomps,  ont  repandu  le  plus  d'eclat  sur  leur  patrie. 

„Je  regrette,  alt  M.  Arago,  car  c'etait  le  noble  visiteur  que 
j'avais  Thonneur  d'accompagner,  je  regrette  quune'aussi  belle  saile 
ne  soit  pas  animäes  par  les  statues  de  vos  hommes  les  plus  distln- 
suds  dans  les  scIences  et  les  lettres;  ce  seralt  id  leur  place»  et 
Je  vois  arec  plaisir  qua  Tarchitecte  y  a  pensiS."  —  »41  nous  seralt 
peut-etre  dinicile  de  peupler  cette  salfe  comme  vous  Tentendez, 
dit  en  souriant  la  personne  ({ol  Toulait  bien  nous  servir  de  guido. 

Band  TII.  9$ 


Clresclilelite  der  Hatliematlk  nnil 


der  Herausgabe  diesor  Srhrift , 
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Dans  les  «ciences  physiqiies  et  raath^matiaaes,  par  ezem^e,  fri 

prendriona  Bous  pour  repn^entant  ?"  —  »Wu^^  repartit  Tiveraenl 
lastronome  fran^ais,  qui?  mais  Simon  Sterin,  le  veritable  autcar 
d*une  des  beHcs  deroiiTcrtes  dont  on  fait  horineiir  a  Tun  de  me» 
comuatriotes  les  y^Ins  illustres,  a  Pascal!  N'eüt  il  trouve  que  la 
loi  «es  {)re.«i8ions  (k\««  liquides  sur  Ich  pavois  des  vases,  le  savaot 
brugeois  devruit  avoir       statuc  daii8  ce  pulais." 

Oette  statae  sVl^vera  en  effet.  Simon  Sterin,  malgre  ce  queo 
ont  dit  les  etrangers,  n'a  point  ete  oubli^  de  ses  compatriotes. 
Sa  Statue  fera  Tornenient  et  forgu^l  de  sa  ville  natale*  dont  loi' 
m#nie  etail  Her,  rar  c'etait  le  seul  titre  qu'U  prit  dans  ses  oiivrajc«. 
Sur  ia  premiere  paije  desquels  on  lit  ros  mof  s  remarquabies  daos 
leur  siniplicite:  Far  Simon  Sie v in  de  lirui^es. 

Nacndcm  Herr  Quctclet  nach  dieser  Einleitung  die  Ter- 
schiedenen  Arbeiten  und  Entdeckungen  Simon  Stevi-os  nambaft 

Semacht  nnd  näher  cbaräkterislrt  bat,  sagt  er  gegen  das  Ende  der 
chrift: 

Tant  de  travaui;  et  de  succ^s  dans  des  branches  si  diverses, 
tant  de  dccoar<'rtes  scientifioaeF:  et  d  inventions  utiles  expliqueot  , 
suflTisament  la  reconnaissance  nes  f  otnp  itriotes du  ger)iiietrebnigeoi^ 
et  justilieot  rhonneur  insii^ne  que  lui  l'ait  sa  ville  natale  en  iui 
erigeant  une  statue  sur  Tune  de  ses  places  publiques.  Cet  bonoeir 
d^ern^  plus  de  denx  sidcles  apr^s  sa  mort,  Ta  spontantei^t 
•t  fiendant  iiue  l'etranger  croyait  que  jusqu'aa  nom  Simon  Stefin 
avait  et^  oiimie  dans  sa  patrie. 

ßruges  s'est  montrtfe  digne  d'ayoir  donn^  le  jour  anx  deux 
plus  ijrands  geonietres  qu'ait  produits  la  Belijirnie ,  h  Stevin  et  a 
Grebin re  de  Saint-Vinceut.  Le  monument  üu  eile  erii^^e  n<»n  loin 
de  ia  statuc  de  Tinventenr  de  Ja  peinturo  ä  l'huile  muntre  q  ii eile 
ap|»r^cie  les  scieuces  a  1  egal  des  oeaux-arts,  et  quelle  a  au.  puiser 
avee  an  egal  suec^s  Ii  ces  deux  sources  dlllustiatioD.  i 

£lne  sehr  dankenswerthe  Zugabe  19t  der  kleinen  sehr  splemBd 
gedruckten  Schrift  bilden  die  wobl  gelungenen  BHdnisse  Stevlii 
und  des  Fürsten  Moriz  von  Nassau»  In  dessen DieDst»n bekftMt- 
lich  Stevin  st  nnd,  so  das8  es  gewiss  Niemandem  gereuen  wird, 
sich  in  den  Besitz  dieser  Schrift  geset^'.t  zu  haben,  wohel  mr 
jedoch  bemerken  miisson  .  dass  wir  freilich  nicht  wissen  und  auch 
aus  ihr  seihst  nicht  entfiehinen  können,  ob  sie  überhaupt  auf  dem 
Wege  des  Buchhandels  zu  beziehen  ist. 


Arltbmetili;. 


Boltshauser^H.:  Die  Gmndlebren  der  Algebra,  theoretiscb 
«ntTvickelt ,  mit  Beispielen  und  Aufgaben.  Mit  l^esonderer  Rück- 
sicht auf  den  Gebrauch  in  Schulen' bearbeitet,  gr*  8.  SoletburO' 
1845.   1  Thlr. 

fioltshaMei »  H*:  RMniHivte  der  hm  Vomleheiidon  enlM* 
fSMB  Beispidii  oBd  Aii%ttbeii.  gr.  a  EfcowL  9  ggr« 
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Organon  der  seaammten  transcendenten  Analysia. 
Von  Dr.  E.  H.  Dlrksen,  or deotlichem  Professor  an  der 
Friedri ch  -  Wi  1  h  el  m s  -  Uni ve  rsit  ^>  t  und  o rrl  c n  t !  i  rh  f»m 
Mitcliede  der  Köriii?!.  Academie  der  i  s  s  o  u  s  ch  a  1  te  d 
zu  lierlin.  Erster  Theil.  Trau^ceiideu le  Elementar- 
lehre.  Berlin.  1845.  8.  4  RtUr. 

üeber  ein  Werk,  welches,  nie  das  vorliegende  (jffeubar  nur 
die  Frucht  eines  laugjährigen  augestrengtea  JNachdeukens  seiu 
kaeo ,  und  den  wiasenechanlicheD  ISIfer  aeioea  Verfassers  in  dem 
schOaeCen  Lichte  erscheinea  lässt,  in  einem  Blatte,  ivie  dieser 
Literarische  Bericht  ist  und  sein  soll,  ein  in  jeder  fieiiebuDC 
gehöri«^  bejiji  ürjdetesürthell  al)!i;ehen  zu  wollen,  würde  anroanssood 
sein  ,  weshalb  wir  uns  mit  den  folgenden  allgemeinen  Andeutuniien 
begnügen  müssen,  welche  bloss  dert  Zweck  haben,  die  Leser  des 
Archiva  etnigermaasaeD  auf  den  richtigen  Standpunkt  zu  steilen, 
aus  welchem  sie  dieaea  Werk  zu  beurtbeilen  haben. 

Auf  den  ersten  Bück  stellt  sich  im  Allgemeinen  heraus,  dasa^ 
so  wie  einige  andere  neuere  Schriften,  auch  dieses  Werk  aus  dem 
tief  und  iel)haft  gefühlteri  Redürfniss  einer  strengeren  Begründung 
der  Analyais,  insbesondere  aber,  und  zunächst,  der  Theorie  der 
Reihen,  hervorgegangen  ist,  undvin  seiner  ganzen  eigenthümlicben 
Fassung  mehr  noch  als  die  meisten  andern  Werke  von  fthnlicher 
Ten<l(n/:  dem  alten,  leider  nur  noch  zu  haufis  herrschenden 
Schlendrian  kräftigst  enti»:ciTcn  tritt.  Freilich  werden  die  eifrigen 
Anhän[?er  vieler  sogenannter  eleganter  nnnlytischcr  Theorien,  wie 
z.  ß.  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  des  allgemeinen 
polynomischen  Lehrsatzes  oder  ^ar  des  Infinitinomiums,  des  all- 

f*metnen  Reyersionsproblems  und  ▼erschiedener  dahin  gehörender 
heoreme,  so  wie  überhaupt  fast  der  ganzen  sogenannten  comhi- 
natorischen  Analysis  ,  tlieselben  in  diesem  Werke  vergeblich  suchen^ 
dagegen  aber  fast  aut  jeder  vScite  mit  dem  ihnen  unleidlichen  — 
aber  dessenungeachtet  lur  die  gesammte  Analysis  im  hüclisten 
Grade  wichtigen  und  ganz  unentbehrlichen  —  Begriffe  der  G ranze 
sequSlt  weiden,  und  daher,  wie  wir  im  Geiste  Toraussehen,  bei  der 
Durchsicht  desselben  bin  nnd  wieder  bedenklich  den  Kopf  schütteln. 
Wer  es  aber  wast,  wie  wir  —  ursprünglich  ganz  im  Geiste  der 
combinatorischen  Analysis  gebildet —  es  vor  nun  ungefähr  zwanzig 
Jahren  in  der  That  selbst  gewagt  haben,  den  grossten  Theil  des 
früher  Erlernten  auf  einige  Zeit  von  sich  zu  werfen ,  und  das  Stu- 
dium der  Analysis  \n  cünem  Werke  wie  daa  Torliegende  gewisser^ 
maassen  Ton  vorn  anzufimgen — was  freilich  in  Betracht  oer  früher 
schon  aufire^vriTKltcii  Zeit  nnr!  Anstren'^'^uni?  keine  Kleinljrkeit  ist, 
und  eine  nicht  geringe  moralische  Kraft  erfordert  —  wird  zwar  der 
ihm  ganz  ungewohnten  Betrachtungsweise  wegen  anfangs  auf  Hin- 
dernisse und  Schwierigkeiten  mancherlei  Art  stossen ,  am  Ende 
aber  gewissmit  der  grossten  Achtung  vor  den  Bestrebungen  der 
neueren  Analysis,  und,  was  die  Hauptsache  ist,  wahrbaiter  Be- 
reicherung und  Bcr'u  htigung  seiner  analytischen  Anschauungsweise 
und  KräKiguDg  seines  analytischen  Schariainns  von  dem  Werke 
scheiden. 

*  Nur  solche  völlig  vomrtteilrfreie  Leser,  die  den  redlichen 
Willen  hflÄen,  sich  mt  der  neueren  Darstellungsweiae  der  AnaKni^ 
TOTiraat  xn  maehen»  wtesehen  whr  diesem  Werke»  und  nnr  «siehe 
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LiMer  verträgt  dasselbe  seiner  Natur  nach.  Da  übrigens  durcb« 
aus  mir  plemf»T^tar^'  Kfrintnisse  voraussetzt,  so  bietet  seiß  Stndinm 
auch  keine  amlern  »Scliu ierigkeiteo  dar,  als  solche,  die  voo  der 
Matur  der  8acbe  auzertrenulich  siod.  Eine  scharfe  Bestimmung 
Qpd  ZergKedenmg  der  Begriffe  Id  Ulfe  klebeleo  Theile  gebort  zu 
den  wesentlichsteD  Vorsiigen  deeselbeo,  and  das8  der  Mgriff  der 
Oränze  und  die  I-iehre  von  den  unorif1!5rbpr  r?t'i?ipn.  namentlich 
von  derfn  Cnnver^enz  und  Divergenz  und  den  Uechnur)f!;>operatioDeB 
mit  denselben,  so  wie  auch  die  Lehre  von  den  imaginären Orussep, 
in  ihm  eine  Hauptrolle  spielen,  versteht  sich  für  die  Kenner  der 
neueren  Analysis  Ton  eelbet  Um  aber  deneelben  eine  genauere 
Ueberaicht  seines  reichen  Inhalts  zu  geben,  theilen  v^ir  im  Fol* 
genden  die  Ueberachriften  der  Kapitel  uad  einaelaen  Abschnitte  mit 

Er§iet  KapiieL  Von  den  Progressionen,  demPr»> 
gresaionsact  and  den  Reiben.  ^  Zweitts  Kapitel.  Vod 

den  unendlichen  Reihen.     I.  Von  den  unendlichen  Reihen 
überhaupt,  den  möglichen,  den  gegebenen  und  den  vollständig  be- 
stimmten unendlichen  Reihen,  Gleichheit  und  Ungleichheit  der 
unendlichen  Reiben.   II.  Eintheilung  der  vollständig  bestimmteo 
anendlicben  Reihen.    HL  Lehrsätze  in  Betreff  der  ToUsttiMfig 
bestimmten  unendlichen  Reihen.   Dritteg  KapiteL  Von  dea 
einfachen   algebraischen    B e z i  eh  u n    s To r men    der  un- 
endlichen Reihen.    L  Von  den   einfachen  algebraischen  Be- 
ziehungsformen der  unendlichen  Reihen  überhaupt.    IL    V  on  den 
eiufachen  algebraischen  Beziehungsformen,  mit  Rücksicht  auf  oäher 
bestimmte  unendliche  Reiben  betrachtet.    Viert €$  KapiieL 
Von  den  allgemeinen' Gliedern  und  den  Gränzen  der 
vo  f  I  s  f  ?hi  fl  i      bo^timmten    unendlichen  Reihen.  Tran- 
sce  nde  n  tc  G r undbestimman   s  f  n  r  m  der  Analy  sis.  I.  Vaa 
den  allgemeinen  Gliedern  der  unendlichen  Reihen.   IL   Von  den 
Gränzen  der  vollständig  bestimmten  unendlielien  Reihen.  III.  Voo 
der  transcendenten  Gntndbestimniungsform  der  Analysis  und  den 
einfachen  Transcendenten  fiberhaupt.   Fünftes  Kapitel,  Von 
den  CO n vergiren den   unendlichen  Reihen.    I.   Von  den 
convergirenden  Reihen  überhanpt  und  deren  gegenseitigen  Bezie- 
hungen«  IL  Lehrsätze  in  Betreff  der  hinreichenden  B^ingungen 
der  Convergenz  und  der  Divergenz  unendlicher  Reiben.  HI.  Be* 
sondere  Erörterungen.   SechtttM  KapiieL  Von  einigen  es« 
pl  leiten  einfachen  Transcendenten.    L  Von  der  h]p[iei- 
oolischen  Exponentialgrösse.    II.  Von  dem  Sinus  und  demCosmus. 
III.   Von  den  Argumenten  der  hyperbolischen  Exponentialgrösse, 
(le8  k!)inus  und  des  Cosinus,  insofern  diese  selbst  als  bestimmend 
angesehen  werden*   Siebentes  KapiteL  Von  einigen  expli- 
citen    zusammengesetzten    Transcendenten.     L  Von 
dem  hyperbolischen  Logarithmus.   II.  Von  dem  Arcus -Sinus.  III* 
Von  clem  Arcus- Cosinus.    !\^.  Von  der  Tangente.    V.  Von  der 
Arcus  -  Tangente.   VI.  Von  der  ('ot  inuonte.  VII.  Von  der  Ar«ns- 
Cotangente.  VlII.  Von  der  Gleichung  w^^^za-^Oi  und  den  Potenzen 
negativer  oder  imaginärer  Wartelo.    Acktes  KapiieL  ErS^ 
terung  einiger  anderweitigen  Beziehungen  zwischen 
den  bisher  besprochenen  Transcendenten.  Den  Haupt- 
inhalt dieses  Kapitels  bilden  die  Transcendenten  sin  ^ut,  cosfut, 

sin  ^a,  cos  l*«,  arc  sin     arc  cos  a  und  die  bekannte  Gwissische 
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Reihe.  In  eioe  nähere  Angabe  des  Inhalts  desselben  |cunnen  ^vir 
aber  nicht  eingeben ,  weil  wir  uns  dazu  einiger  Dicht  üBr  sich  Ter* 
ständlicher  ZeMsben,  die  der  Herr  Verfasser  in  demselben  anwendet, 
bedienen  müssten. 

Jedenfalls  ist  dieses  Werk  ein  sehr  wichtiger  Beitrag  zu  der 
bessern  Begrfindnng  der  Analysis ,  weicher  von  Keinem  unbeachtet 

C^elassen  zu  werden  verr^ierit;  und  der  aus  flem  sorijffilticfen  Studium^ 
desselben  hen  orgehende  Gewinn  wird  unter  allen  Verhältnissen  ein 
»ehr  reeller  sein ,  weshalb  wir  auch  dem  Erscheinen  des  zweiten 
Theiles  mit  Verlangen  entgegen  sehen. 

Cournot,  A.  A. :  Elementarlehrbuch  der  Theorie  der  Funk- 
tionen oder  der  Infiniteslmalanalysis.  Mit  he?;ondürer  lioziehune 
auf  ihre  Anwendung  in  den  Naturwissenschalten,  Künsten  und 
Gewerben.  Deutsch  bearb.  von  Dr.  C.  Schnuse.  1.  Lief,  er.  8. 
(mit  8  Flgarentafein).  Dannstadt.  1845.  8.  Geh.  2  Rthlr.  12  ggr. 

Minsinger:  I>ie  gemeinen  oder  Briweischen  Logarithmen  der 
Zahlen,  von  1  bis  1000,  die  Quadrat  -  un<fKubik\\iir/em  der  Zahlen 
von  1  bis  100,  mehrere  oft  vorkommende  Zahlen,  die  Primzahlen 
der  Zahlen  von  1  bis  lOUO  etc.  2te  verm.  Ausgabe.  Augsburg.  1845. 
4.  9  ggr. 

De  Aequalione  Dlfferentiali  OJJ*  .f»  per  Integralia  de- 

finita  integranda,  Disputatio.  P.  I.  Praes.  Mag.  Caroius  J. 
Malm  st  en,  Mathem.  Inferior.  Professor  Reg.  et  Ord.  Regiae 
Acad.  Scient  Holm,  atque  Reg.  Societ  Scient.  Upsaliensis  Mem- 
hrum  et  Societ.  Philomat.  Paris.  Correspood.  nesp.  Ericus 
Ediund.  Upsaliae.  1845. 


Oeometrie. 


Die  Probleme  derGeraden  Ijinir,  des  Winkels  und 
der  Ebenen  Fläche.  Von  Heinrich  Erb,  Gr oss her^zogl. 
Badischem  Finanzrath.    Heidelberg.  1845.  8.  l  Rthlr. 

Als  die  Haupttendenz  dieser  pbiln5;ophisch*mathematischen  Schrift 
ist  wohl  ein  neuer  Versuch  zur  Begründung  der  Lehre  von  den  Paralle- 
len ,  und  dabei  der  Grundlehren  aer  Geometrie  überhaupt  anzusehen. 
Im  Allgemeinen  trägt  dieselbe  mehr  den  Chhrakter  änes  philoso- 
phischen Raisonn onients,  als  einer  strengen,  dem  von  den  griechi- 
schen Geometem  für  alle  Zeiten  vorgezeichneten  Wej^e  folgenden 
geometrischen  Untersuch unp.  Auf  S.  12.  sagt  der  Herr  Verfasser, 
dass  er  in  dieser  Schrift  mitunter  Winken  gefolgt  sei«  die  in  einer 
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im  Jahre  1821  uuter  dem  Titel:  „Zur  Mathematik  und  Logik. 
Vorspiele  ztt  ihrer  Er  weiterun*»  uiitl  Begründung.  Voo 
Karl  Augustui»  Erb''  er^chieneneu  Schrirt  enthalten  sind. 

Schon  mebmials  ist  in  dem  Literarischen  Berichte  erwSbiit 
worden»  dass  wir  uns  in  demselben  der  Beschränktheit  des  Raums 
wegen  auf  ausführliche  Kritiken  von  Parallelentheorien  u.  dei^ 
nur  unter  hesondern  Umständen  einlassen  können,  ein  Prnirip. 
welches  wir  auch  hei  der  ohii^en  Schritt  um  so  mehr  in  Auuondung 
bringen  miisseii,  weil  diesell>e  ,  wie  schon  erwahrjt ,  zu  sehr  io's 
debiet  des  blossen  philosophischen  Raisonnements  hinüber  streift. 

Darstellende  Geometrie  von  J.  Adhemar.  Deutsch 
oearbeitet  und  bereichert  mit  den  neuesten  Fort- 
schritten der  i  s  om  e  t  r  I  s  ch  e  n  P  ro  i  e  c  tl  ons  le  hr  e ,  nebst 
einer  allg meinen  Begründung  dieser  Wissenschaft, 
voit  ().  Millinger,  Prolessor  an  der  höheren  Lehran- 
stalt zu  Solo th um.  kSolothuru.  1^45.  S.  mit  1  Atlas 
7  Rthlr.  8  ggr.. 

Anleitung  zum  Studium  der  darstellenden  Geome- 
trie mit  vorzüglicher  Riicksiclit  au  f  i  h  re  An  \t  en  d  u  n  g 
bei  dem  Zeichnen  t  e ch  n  i s  ch  e  r  G  e  g e  n  i>  t  a  n  d  e  .  'm>  s  f)  e  s  o  n- 
dere  jener  der  Baukunst,  der  praktischen  Geoiuetiie 
und  des  M a s ch i n e n \v e s e n s.  V  ou  JohannHönig,  ü i fc u tl. 
ordentl.  Professor  der  darstellenden  GeomeOie  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Mit 26 Kupfer- 
tafeln.  Wien.  latS.  8.   5  Rthlr.  8  ggr. 

So  wie  d(is  in  dem  Literarischen  ßerichte  Nr.  XXV I.  8.  386. 
angezeigte  Werk  von  .Mossbru  gger ,  welches  sich  aber  durch 
versf'liiedene  dort  näher  angedeutete  Eigenthiimnrhkeiten  aus- 
zeichnet, iieiern  auch  die  beiden  vorstehenden,  mit  demselben  fast 
gleichzeitig  erschienenen  Werke  den  erfreulichen  Beweis,  dass  das 
Studium  iet  darstellenden  oder  descripiiven  Geometrie  auch  in 
Deutschland  immer  mehr  Eingang  gewinnt,  und  vonEfigltchauf  6e- 
werbschulen  und  polytechnischen  Lehranstalten  immer  eifriger 
betrieben  wird,  wovon  der  wohlthatige  Cinftuss  auf  Künste  und 
Gewerbe  sich  schon  hinreichend  gezei^^t  hat  und  künftig  sich  gewiss 
immer  noch  mehr  zeigen  wird.  Auch  hei  dem  stereometr^schen 
Unterrichte  auf  Gymnasien  haben  wir  immer  die  Anknüpfung  der 
Grundlehren  der  Perspective  und  der  descriptiven  Geometrie  sehr 
zweckmässig  und  tflr  das  Gedeihen  des  stereometrischen  Uote^ 
richts.  fiberhaupt  sehr  erspriesslich  gefunden. 

Elementare  Sätze  -auh  der  Coordinaten-  Ceomctrle 
f  ü  r  zwei  Dimensionen  nebst  i  h  r  e  r  A  n  w  e  ii  d  u  n  u  1 1  i  d  e D 
Beweisen  der  interessantesten  Theoreme  \  on  Ii  u  l  h  e  r» 
fo rd  un d  1  en vvi  ck.  A  us  dem  E  n  g  1  ische n  ü  bers etzt  uod 
mit einemNachtrageTersehen  von  Dr.  August  Wiesaad* 
Halle.  1845.  8. 

Wenn  dieser  Schrift  der  Herren  Rutherford  undFonwick 
eine  besondere  Eigenthümlicbkeit  soll  zugesprochen  werden  köDDeo» 
so  besteht  dieselbe  ,  wie  es  uns  scheint,  einzig  und  allein  diirln, 
dass  die  Gleichungen  der  ireraden  Linie  und  der  Ebene  nicbt  iP 
der  sonst  meistens  gebräuchlichen  Form 
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und 

seaden  in  der  Ferni 
und 


in  Anwendung  gebracht  werden,  was  aber  bekanntlich  nicht  neu, 
und  uobl  znerst  von  Lame  in  seinem  Examen  drs  rliffereu- 
tos  III  e  t  b  ü  ti  e s  e  m  p  I  o  y  e  © s  p  o u r  r  e  s  o  u  tl  r  e  1  o  .s  p  r  o  b  1  d m  es 
de  Geometrie,  p.  89.  geschehen  ist.  iViach  uu^terer  Ueber^eu- 
emis  wird  der  Verzug  der  etnea  oder  der  «odera  Methode  inmev 
dorcli  die  besondere  Natur  der  jedesmaligen  Untersuchung  bedingt 
werden,  wobei  wir  aber  zi^leich  im  All  gern oi Den  den  ftlteren 
Fonnea 

9 

und 

den  Vorztiii  einzuräumen  geneigt  sind,  weil  dieselben  in  der  That 
allseiueioer  sind,  als  die  neueren,  und  nicht  uui  das  ÜuendJiche 
fiSnren,  wenn  man  den  eine»  oder  den  ändern  CoofidentHi  Tor- 
aehwinden  zu  lassen  genOthii^i  ist.  Dabei  verdient  aber  immerhii» 
die  vorliegende  kleine  Schrift  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werdet« 
weil  in  der  Tbat  di*»  besonderen  Bec[uemlichkeiten ,  web'be  die  vm 
derselben  vorzugsweise  in  Anwendung  gebrachten  Foriuen  in  ein- 
zelnen Fällen  gewähren,  nicht  so  allgemein  bekannt  zu  sein  sclieinen, 
wie  sie  es 'verdienen ,  und  die  »Schrift  snr  nShereo  Erläuterung 
dieses  bemericenswertlien  Gegenstandes  allerdings  gans  geeignet  ist. 

Lamezan,  Gustav,  Frhr.  v.:  Eine  in  ihren  Principien  und 
Resultaten  neue  Methode  zur  Auffindung  von  Curven,  welche 
Eigenschaften  eines  GrOssten  und  Kleinsten  besitzen,  gr.  8. 
WürzbuTg.  184Ö.  8  ggr. 

(DlMe  Sclirift  ist  uns  noch  nicht  zu  Gefttcfat  gelMuaicn  and  wird 
^  «pftlerhis  wwler  bwpro^eo  werden.) 
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Prafctlsciie  C^metrie. 


Die  Anfangsgrunde  des  geometrischen  Zeichnens. 
Eine  Reihe  der  wichtigsten  im  Praktischen  vorkom- 
menden Elementarconstructionen.  Fürden  Unterricht 
in  Volks-  un d  Gewerbschulen  z usaium  eugestellt  von 
J*  H.  Knonaver.  Zweite  Auflage.  Zflrich.  1846^  4. 

Nicht  bloss  den  auf  dem  Titel  genannten  Schulen,  sondern 
auch  den  beiden  untersten  Klassen  der  Gymnasien,  in  deoea  der 
ceometrifiche  Unterricht  meistens  noch  keine  streng  wissenschall- 
uche  Form  annehmen  darf  ^  aber  eine  Vorbereitung  auf  denselben 
doch  wünschenswerth  und  nothwendig  ist,  glauben  wir  diese  Vor- 
legeblätter zum  geometrischen  Zeichnen  empfehlen  zn  dürfen.  Die 
Fig^nren  sind  in  einer  zweckmnssii^en  Grosse  ausgeführt  und  biefrn 
eine  hinreichende  Mannifjfaltigkeit  dar,  indem  sie  sich  nicht  bloss 
auf  gerade,  sondern  auch  auf  knmmie  Linien  beziehen.  Ein  Jeder, 
wer  diese  sämmtlich  nicht  schwierigen  Constructionen  auszuführen 
Miemt  hat«  wird  sich  dadurch,  auch  abgesehen  von all«i sonstigen 
Z^^(>cken  des  Unterrichts,  eine  in  vielen  Fällen  des  ^emeineii 
Lebens  recht  nützliche  Uebung  erworben  haben ,  weldie  in  keiner 
Schule,  selbst  auch  in  gewöhnlichen  Landschulen,  ganz  unberück- 
sichtigt gelassen  werden  sollte.  Freilich  mag  dabei  die  Anschaffung 
der  nöthicen  Instrumente  hin  und  wieder  liindernd  in  den  Weg 
treten,  wobei  aber  die  vorgesetzte  Behörde  hülfreiche  Haiia 
bieten  müsste. 

Godebski:  O^omi^trie  du  Jalon,  ou  Fart  de  r^soudre  les 
probl^mes  usnels  de  g^om^trie  pratique ,  ä  Taide  de  simples  al^e- 
nents ;  contenant  de  plus  la  theorie  ölementaire  des  transversales 

rectilignes  ainsi  que  la  dcscription  des  Instruments  et  des  moyens 
ordinaires  ])our  tracer  et  mesurer  des  Hirnes  droites,  ouvrage 
consacre  a  la  pratique^  in  accomp.  de^5  pl.  Brüx.  1845. 
1  Rthlr.  8  ggr- 

Guy,  M.  P.  6.:  L'art  du  geometre  arpenteur,  011  Tiait^  ds 
gton^trie  pratique.  Paris  1845.  3  Fr.  SO  €. 

Stampfer,  vS.,  Prof.  der  prakt.  Geometrie  am  k.  k.  poljft. 
Institute  in  Wien :  Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum 
Nivelliren  und  zu  andern  damit  verwandten,  beim  Ei«ienbahnbatt 
vorkommenden  geometrischen  Arbeiten,  (nebst  3  Kapfert).  Wien. 
1846.  gr.  8.  Geh.  1  Rthlr.  8  ggr. 

Lehrbuch    der    höheren   Geodäsie.     Vos  Avgust 

Decker.  31  it  drei  F  i  gu  r  e  n  t  a  f  el  n.  Neue  Au*ifrnhp. 
Mannheim.    Verlag  von  Heinrich  Hoff.  i^.  &  IKthlr. 

Wir  müssen  die  Leser  des  Archivs  darauf  aufkMlkMaMcli|^ 
dass  ihnen  hier  unter  dem  Aushängeschilde  einer  neuen  Au** 
gäbe  nichts  weiter  geboten  wird,  als  ein  längst  hdaMiia^  adMfi 

J 


Digitized  by  Gofcgie 


401 

vor  mehrereo  Jahren  eiächienenes  Buch,  welchem  ein  neuer  Titel 
▼oreedroekt  w<nnI«d  Ist  So  weni^  wir  «in  sulchc«  Verfahren  deo 
Verlegers  billigen  kunneD,  so  soll  es  uns  daeh  auf  der  andern 

Seite  freuen ,  wenn  auf  diese  Weise  ein  grösseres  Bekannbverdpn 
des  Ruches  bewirkt  ^vird.  weil  dasselbe,  ohne  INciies  zu  enthalten 
und  aut  eine  gewisse  Vollständigkeit  Aiis;[)riic}j  in;iclien  zu  dürfen, 
diejenigen  in  verschiedenen  grösseren  Werken  uud  einzelnen  Abband; 
lunm^n  ceratreuten  Lehren  der  hSiieren  Gfndäsie,  welche  filr  die 
gewöhnlichen  topographischen  Mesnunffen^m  uDenthehrllcfasten 
sind,  in  einer  deutucben  Zueammenstelning  enthält. 


XriKonometrie. 


Scott:  Pbno  Trigooometry  and  Menenration»  for  theme  oi 
the  Royal  military  College.  London.  1845.  8««.  bonnd  9  n.  6  d 

Thomsüri,  J. :  Elements  of  Plane  and  Spherical  Trlsono- 
metry ;  with  the  First  Principles  of  Analytic  Geometry.  4th  edition« 
with  wioofl  additionn  and  improvemente.  London.  1845.  8f>«. 
doth:  4  ah. 


PraktteGbe  Hechaiiik. 


Poncelet:  Industrielle  Mechanik,  deutsch  von  A.  Haiibauer. 
Complet.  Nürnberg.  2  BSnde.  5  Rthlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.:  Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik 
auf  Maschinen.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Schnuse. 
2  Bd.  1.  Lief.  gr.  8.  (nebst  2  li&ogr.  Taf.).  Oarmstadt.  1845. 
Geh.  1  Rthlr.  8  ggr. 

Weisbach,  J.:  Lehibnch  der  Ingenieur-  und  Maschinen - 

Mechanik.  Ohne  Anwendung  des  hTihern  Calculf=;  für  den  Unter- 
richt an  technischen  l^ehranstalten  etc.  In  2  Theikn.  Mit  gegen 
lüOü  eingedruckten  Holzschnitten.  1.  2.  Lieferung  gr,  8.  £aun« 
schweig.  1845.  1  Rthlr. 
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Astronamte. 


M&dl«r«  J.  IL:  Der  Wunderbau  des  Weltalls  oder  popttbie 
A«troiio]iiie.  2te  vermehrte  Auil«  1  Lief»  Beriiiu  8  ggr. 

Mädler,  Dr.,  J.  H. :  Ueber  die  Fijüstero  -  Systeme.  Elue 
Rede.   gr.  8.   Berlin.  1845.   Geh.   4  ggr. 

Theoretiska   Astronomieos  Gründer  för  Begynnare  'af 
Bredman  ,  Astronomiae  Professor.  Jtfed  7  Tabelier  iD  Stentryck. 
Upsala.  1845.  H.  h.  2.  R:dr  40  sk. 

Ny  Tabell  för  Lunar  •  DUtansers  Corr'^eerande ,  af  J.  J. 
IstraDd«  Gütheborg.  1845.   1  ark  4:o.  h.  9  sk. 

Beozenberg,  J.  F.:  Versuche  liber  die  Umdrehvog  der 
£rde.  Aufs  Neue  berechnet  Düsseldorf.  1845.  gr.  8.  8 

Block:  Die  gregorianische  Zeitrechnung  vom  Jahre  1845  bis 
aum  Jahre  20UU  in  eiDeiuTabieau  dargestellt,  gr.  Fol.  Berlin.  8  ggr. 

Sur  les  correctioD.s  de  la  luiiette  meridieune,  par 
M.  Liagre,  capitaine  dugänie^  ancieo  äldve  deTecoU 


Die  in  dieser  aus  den  Schriften  der  Akademie  der  Wissen- 
«chaften  zu  Brüssel  (T,  XVIIL  des  M^m.  cour.  et  M^ni.  des 
savants  4§trangers)  abgedruckten  Abhandlung  gegebene  elegante  Be- 
handlung des  Mittagsrohrs  empfehlen  wir  der  Aufmerksamkeit  der 
Astronomen.  Wenn  auch  über  diesen  wkfatij^en  «ad  interessanten 
Oeirenstand  schon  viel  Vorzffi^liches  geschrieben  worden  ist,  so 
scheint  sich  doch  die  vorliegende  Abhandhmjr  durch  ihre  £igeD* 
thümltchkeit  in  mehrfacher  Beziehung  auszuzeichnen. 


Sammlung  vod  Hülfstaf  e  i'U.  Herausgegehen  In 
Jahre  1822  von  H.  0.  Schumacher.  Neu  heiaasgegebsB 
und  vermehrt  von  G.  H.  L.  Wamstorff,  Dr.  Pliii.  und 
Lelirer  der  Mathematik  und  J^aturwissen s (haften 
am   Prosymnasle  s«  Harburg«    Altona.    1845.  & 


Herrn  Dr.  Wamstorff- ist  man  grossen  Dank  schuldig,  dass 
er  eine  neue  Ausgabe  des  im  Jahre  1822  erschienenen,  aber 
schon  seit  längerer  Zeit  vuliig  vergriffenen,  ersten  Theils  der  vor» 
trefflichen  S  ch  u  iti  a cherschen  Hülfstafein,  welche  jedem 
Beobachter  uEieuthehrlich  sind,  veranstaltet  hat.  Dabei  darf 
aber  nicht  unbemerkt  bleiben ,  dass  durch  Hinzufügung  einer  grüöse- 
reu  Anzahl  ganz  ^  neuer  Tafeln  das  Werk  jetzt  eine  TSUig  verita- 
derte  Clestalt  erhalten  hat»  ^vie  für  die  Besitzer  der  lUteren  Aus- 
gabe aus  der  folgenden  ansffihrüchen  Inhaltsaoaelga  ersicfatlidi 
sein  wird. 


a  Rthlr.  12  ggr. 
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I.  Tafel  zur  VerwaDdiuug  der  Sternzeit.  —  II.  Tafel  zur  Ver- 
irandluDg  der  luittlereo  Zeit  iu  Sterazeit  —  III.  Bessel's  Refrac- 
tioDS- Tafeln.  —  IV.  Tafeln  zur  Rednction  anf  den  Meridian.  — ' 

V.  lalel  der  Lo&arithiiieii  von  m  =   .    *    und  n  =  — ,   '    .  ^ 

^  ainl"  sin  1" 

VI.  Xiögarithinei)  der  H&lienparallaxe  der  Sonne  von  10  zu  10 
Tagen.  —   Vil.   Tafoln  um   aus  der  bpohacliteten  Zenithdistanz 
des  Nordsterns  die  Polhöhe  des  Beobachtiinesorts  zu  tinden  ,  von 
A.C.  Petersen.  — VlU.  Tafel  für  dieMittagsverbesäerung  vonGau&is. 
—  IX.  Tafel  fOr  die  MitteruaclitsFerbesserang.       X.  Tafel  die 
mittlere  gerade  Aufsteigung  der  Sonne  au  finden ,  für  Par.  Mer.  — 
XI.  Allgemeine  Tafeln  für  Al)erration  und  Nutation  mit  der  Con»  • 
stante  Sfr  Aberration  =  20", 4451,   der  Constante  der  Nutation 
=  und  der  Schiefe  der  Ekliptik  für  1850  berechnet  von 
Herrn  Uofrath  Nicolai.  —  XIL  Längen  und  Breiten  der  Haupt- 
sternwarten. — >  XIII.  Tafel  zur  Verwandlung  des  Boffens  in  Zeit  — 
XIV.  Tafel  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen.  —  äV,  Tafel  zur 
Verwandlung  der  Zeit  in  Decimaltheile  des  Tages.  —  XVI.  Längen 
der  Kreisbogen.  (Vn  Halbmesser  —  1  gesetzt.  —  XVII.  Verbesse- 
rung des  aus  corrospoudirendcii  Hohen  abgeleiteten  IVIlttags,  wenn 
die  Höhen  des  Vormittags  und  des  iVuctiniittags  nur  nahe  gleUU 
sind.  —  XVIII.  ZeitbestunmuDg  aus  Zenitlidisfiinzen ,  mit  der  an 
das  Mittel  der  Zeiten  anzubringenden  Correction.  —  XIX.  Zeitbe- 
stimmung mit  dem  Passa^eninstrumente.  —  XX.  Zeitbestimmung 
ans  den  Durchgängen  zweier  Sterne  durch  denselben  Vertikalkreis.— 
XXI.  Roduction  der  nahe  am  Meridian  beobachteten  Zenithdistanzen 
auf  den  Meridian.  —  XXii.  Keductiun  der  ualie  am  Meridian  beob- 
achteten Zenithdistanzen  der  Sonne  auf  den  Meridian«  —  XXIII« 
Methode  die  Breite  aus  dem  Mittel  mehrerer  von  der  Culminatioo 
entfernten  Zenithdistanzen  eines  Sternes  zu  finden  (Mittheilung  des 
Herrn  Hofraths  Gauss.)  —  XXIV.  Methode,  die  Polhühe  aus  einer 
beobachteten  Höhe  des  Nordsternes  zu  üiulen.  —  XXV.  Berechnung 
der  ^enithdistaoz  und  des  Aziiuuths  aus  dem  Stunden winkel. 
XXVI.  Grundformeln  und  Differentiaigleicbuneen  der  sphärischen 
Trigonemetiie. *—  XXVIl.  Interpolatl  insniethofk  für  halbe  Intervalle 
der  Argumente  von  Gauss.  —  XXVIII.  Tafel,  um  für  eine  be- 
stimmte Pollnihe  aus  dem  Stunden^viiikol   und  der  Üeclination, 
Azimuth,  Höhe  und  parallactischen  Winkel  zu  berechnen.  — 
XXIX.  Tafeln,  um  Höhenunterschiede  aus  Barometerbeobacbtungen 
zu.  bestirnmen  von  Gauss.  —  XXX.  IMeselben  von  Bessel.  — 
XXXI.  Dieselben  von  Garlini.  -~  XXXII.  Verwandlung  der  Baro- 
meterscalen  und  Thermometerscalen ,  für  Pariser  Zoll,  Englische 
Zoll  und  Millimeter.   Ebenso  für  Reaunuir,  Centigrad  und  Fahren- 
heit.  —  XXXIIl.  Tafeln  zur  Reduction  des  altfraozösischen  Baro- 
meters auf  0 '  Ileaumur.  —  XXXIV.  Reduction  des  metrischen 
Barometers  auf  0°  Centigrad.  »  XXXV.  Reduction  des  eogliscben 
Barometers  auf  32^  Fabrenheit.  —  XXX V^I.  Reduction  des  alt- 
französischen R  irometers  ,  wenn  Scale  und  Quecksill)er  eine  ver- 
schiedene Temperatur  haben.    (Alle  diese  Tafeln  setzen  ^Jtalen 
von  Messing  voraus.)  —  XXXVH.  Logarithmen  von  vier  Decimal- 
stellen  für  Zahlen  und  trigonometrische  Functionen,  mit  Hinzu- 
fügnng  der  Ganss'schen  Tuel  fdr  Summen  und  Differenzen* 

Man  sieht  hfoiaus,  wie  viel  des  Nfitzlichen  diese  audk 
luMerlieii  gut  an^estattete«  nnd  mit  «iner  dentsdi  nnd  ftan- 
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losisch  v^rfassteD  Einleitung  versehene  Sammlung  von  Tafeln 
und  Formeln  enth&lt»  welche  kein  Beobachter  feroeätn  wird  ent^ 
behran  konneo. 


Herr  Staatsrath  t.  St r vre  hat  den  systematischen  Catalog 
der  Bibliothek  der  Sternwarte  Pnlkowa  aus  der  BeschreibuDg  der 

Sternwarte«  die  bis  auf  einige  Correcturen  der  Kupfer  vollendet  ist; 
besonders  abdrucken  lassen ,  und  damit  den  Astronomen  ein  ange« 
nehmes  Geschenk  gemacht. 

'  Libronim  in  Bibiiotheca  Speculae  Pulcovensis  contentomm 
Catalo^iis  Systematicus.  Ex  operiB  descriptionis  speculae 
seorsim  excudi  curavit,  indice  alphabetico  et  praefatiooe 
auxit  F.  G.  W.  Struve.  Petropoli  typis  Academ.  Scient. 
1845.  8vo.  (437  Seiten,  Vorrede  XLVfilO. 

Schon  des  Formats  wegen  ist  dieser  Catalog  bequemer  zu  ge-' 
hranchen  als  der  in  dem  grossen  Werke  abgedrnclrte,  aber  noch 
wesentlicher  ist  der  Vorzug,  den  er  durch  das  hinzugefügte  alpha* 
betische  Namenverzeichniss  aller  darin  enfbaltenen  Schriftsteiler, 
mit  Riickweisung  auf  die  Seiten«  wo  ihre  Werke  vorkommen»  e^ 
halten  hat. 

Die  Bibliothek  enthielt  im  Anfange  dieses  Jahres 
2242  Werke,  3109  Dissertationen,  und  60  Uimmelsicartea, 
sowohl  einzelne  als  Sammlunsen  von  Karten.  ^ 
Unter  den  Werken  befinden  sich  Kepplers'  Manuscripte  in  16' 
Bftnden.  Die  ganze  Saniinlun<;  bestand  ursprunglich  aus  20  Bäo* 
den,  von  denen  aber  Th.  0,  7,  8  und  12  sich  in  der  Kaiserlichen 
Bibliothek  in  Wien  beflnden.   Diese  Theile  enthalten  die  1718  von 
Hans  eh  herausgegebenen  Briefe^  und  sind  nach  dem  Abdrucke 
dort  deponirt. 

Der  Vorrede  ist  ein  vollständiges  Verzeichniss  aller  Schriften, 
die  Keppler  heransge^ben  hat^  belgefQst,  das  4i  Nnrnmem  ent- 
hält Sie  schliesst  mltBerichtigungen  raijalandes  Bibllogfsphle* 


Physik. 


Die  Reform  der  Naturwissenschaften.  AnfTordemng  zn  einer 
grfindlichen  Kritik ,  namentlich  der  Naturlehre.  Von  einem  Lehnr 
wt  Naturwissenschaften.  8.  Hamburg.  1845.  12  ggf. 

Anfangsgrfinde  der  Physik.  Ton  Andreas  von  Et- 
tingshansen. Zweite  Auflage.  Mit  fUnf  Kupfertafsln* 
Wien.  1845*  8.  3  RtUr.  8  ggr. 

Wir  freuen  uns  sehr«  ans  dem  so  baldigen  Erscheinen  «teer 
siraitmi  Anflsge  dieses  empfehlenswerHiMi  Lshihacfas  dar  Physik 
.den  ScUnss  sUhen  sn  kfimien»  dass  die  Zahl  der  Li«lihiih«r  siMr 
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mathematischen  Darstellung  der  Hauptlehren  der  Physik  in 
Deutschland  immer  noch  gross  f^enug  ist,  dass  ein  Werk  nie  das 
voriiegeode,  iu  weichem  die  mathematische  Seite  der  Darstellung 
vmrwaltet,  sich  Bahn  so  brechen  im  Stande  ist.  Obgleich  Verliessenin* 
gen  fiberall,  wo  sie  nOthu^ waren,  angebracht  sind,  so  hatderVerf.  doch 
zuTielen  wesentlichen  Veränderungen  keine  Veranlassung  gefunden; 
nur  wnrdo  es  in  dem  chemischen  Ahschnitte  für  zweckmässig  er- 
achtet, durchgehends  nur  von  Aeqnivalonteii,  nicht  aber  von  Atom- 

fewichteu  zu  sprechen  >  und  aucn  die  Jiezeichuung  damit  in  Ein- 
lang zu  bringen,  welchem  gemSss  statt  der  in  der  ersten  Auflage 
gebrauchten  Donpeiatome  if«,  i^,  Cl^  in  der  zweiten  Auflage  bloss 
die  einfachen  Buchstaben  ir,  iV,  als  Zeichen  der  Mischangs- 
gewichte  stehen. 

Wir  konnon  uns  daher  hier  auch  bec^nügen,  auf  unsere  bei- 
lallige  Anzeige  der  ersten  Auflnn^e  \m  Literarischen  Berichte.  Nr. 
■XV.  S.  237/zu  venveisen,  und  wünschen  dem  empfehlenswerthen 
'Buche  nur  iimuer  noch  grösseren  nnd  allgemeineren  Eingang. 

Hessler:«  Handbuch  der  Naturlehre  nach  dem  Bedarf  der 

Technikor,  V  Künstler  und  Gewerbtreibenden ,  und  zum  Gebrauch 
beim  Unterricht  in  tecbnisrhen  Schulen,  so  wie  beim  Selbstunter- 
richt für  praktische  Techniker  und  Gewerbtreibende  und  Industrielle 
Oberhaupt.   Mit  500  llolzöchnitten.   Wien.  1845.   3  Rthlr.  8  ggr. 

■ 

Handwörterbuch  der  Chemie  und  Physik.  2r  Band  2te  Hälfte. 
(Ii — K).  Herausgegeben  von  E.  F.  August,  F.  W.  Barentin, 
W.  H.  Dove,  L.  F.  Kämtz,  K.  F.  Klöden,  R.  F.  Marchand, 
F.  Minding,  F.  W.  G.  Radicke,  J.  A.  W.  Roeber,  L.  F.  W.  A. 
Seebeck.  Mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin.  1845.  gr.  8. 
1  Rthlr.  8  ggr. 

Menzzer,  Dr.  C.  L.:  die  Lehre  vom  Luftdruck,  in  ihrem 

PrirK  II)  aLs  unlogisch  erwiesen,  nebst  einer  Fundamentaltheorie 
über  das  Barometer  und  die  Schwerd.  Haiberstadt.  1845.  8  ggr« 

Ponlsen,  Dr.  Chr.  H.:  die  Contaet-H^^BOiie,  vertheidigt 
cegen  Faradav's  Abhandlung :  „über  die  Quelle  der  Kraft  in  der 
Volta  sehen  Säule."  Inaugural- Dissertation«  gr.  8.  Heidelberg. 
1843.  6  ggr. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu  Prag. 
Herausgegeben  TOtt  K.  Kreil.  5r.  Jahrgang,  gr.  4.  Prag.  18415. 
3  Rtfair.  o. 

Simonin,  pere:  Resume  des  observations  meteordlogiques 
faites  ä  Nanci  pendant  l'annee  1844 ,  et  de  la  Constitution  medicale 
de  la  möme  ännde.  In  8.  plus  un  tablean.  Nand.  1815« 

Observations  des  Ph^nom^nes p^riodiques.  Extrait 
duTomeXVIU.  desMämolres  des  l  Acaddmie Royale  de 
Bruxelles.  4. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Quetelet  enthfilt  die  Zusam- 
menstellung der  Resultate  der  bekanntlich  von  der  Akademie  der 
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WisÄensrhrtftoTi  tu  Rrüssel  in  einem  sehr  gro.^«?cTi  Maassstabe 
untern  ainniencn  und  T^raolassteo  Beobacbtnngen  der  periodisdwB 
Phäoomene  für  1845. 

Poulllet:  Note  sur  le  m^t^ore  de  Maiauuay.  Paris.  18i5. 
65  Cent 

Bertr&nd,  Atel.:  Letties  sitr  les  levolutions  du  globe. 
Enrichies  de  noiiTeiles  Dotes  par  Araso  etc.  Mit  4  Tat  Paiis 
1846.  6  Fr. 

Per  p  h  ysi  k  a  i  i  s  rh  p  Apparat,  insbesondere  als 
Lehrmittel  in  Gymnasien,  Jii^  r  i !  s cli u  1  e  n  und  anderen 
Un  terrichtsa  utiitaite  n.  Von  Ur.  J.  Heussi,  Oberlehrer 
am  Gr ossherzoj^l.  Friedrich  Franz  Gymnasium  za 
Parehim«   Parehim  und  Ludwigslnat.  1845.   8.  8  ggr. 

Diese  kleine  Schrift,  welc4ie  ursprünglich  als  Abhandlung  des 
'  Schulprogranimes  des  Gymnasiums  zu  Parciiim  fflr  1845  gedient 
hat,  Ist  angehenden  Lehrern  der  Physik  an  höheren  UnterricbtsaQ* 
stalten,  namentlich  solchen,  deren  erstes  amtliches  Geschäft,  wie  dies 
namentlich  jetzt  bei  neuen  Anstellungen  häutig  der  Fall  ist,  Id  der 
Anschaffin»*,'  eines  neuen  oder  wenii^stons  vollständigeren  physit;!- 
lischen  Afiparats  hesteht,  zn  em|)fehlen.  ^voif  sie  in  derselben 
manche  beherzig uiJü^swerthe  Andeutunj^eii  linden  werden.  Mit  den 
in  dieser  Schrift  ausgesprochenen  Ansichten  über  die  Stücke, 
aus  denen  ein  för  eine  höhere  Lehranstalt  hestlmmter  physibti- 
■cher  Apparat  vorzugsweise  bestehen  muss,  erklären  wir  uns  im 
Allgemeinen  völlig  einverstanden.  Da  die  zu  Gebote  stehenden 
Mittel  meistens  beschränkt  sein  werden,  so  wird  immer  vorzüglich 
der  C^rnndsatz  festaehalten  iverdei)  müssen:  Weniu,  aber  das 
Wenige  gut,  was  anoh  eanz  die  Ansieht  des  Herrn  Verlasserü 
ra  sein  scheint.  Natürlich  müssen  so  viel  als  möglich  alle  Hai^jt- 
lehren  und  unter  denselben  wieder  vorzugsweise  diejenigen  bedacbt 
werden,  welche  bceonders  eine  Begründung  auf  experlraenfaJcin 
Wege  erfordern.  Aber  auch  för  die  einer  mehr  mathematiscPieo 
Begründung  Ahigen  Lehren  sind  einige  zweckmSsaig  eingerichtete 
Apparate  sehr  wunschenswerth ,  weil  es  immer  für  die  Schuler 
höchst  anreihend  und  belehrend  sein  muss,  wenn  ihnon  dir  genaue 
Uebereiustimmung  der  auf  rein  theoretischem  Weae  ^elundencn 
Resultate  mit  dem  Ergebniss  unmittelbarer  Erlahrung  vor  Augen 
gelegt  werden  kann.  Auch  auf  einige  weniger  allgemein  hekanol* 
Apparate,  wie  %,  B.  auf  das Hlonocnord  und  denÖrgelapparatvw 
Lange  in  Berlin  Ist  in  dieser  Schrift  anfmerfcsam  gemacht  iW* 
den«  was  detselben  ebenfalls  zur  £mpfehlttiig  gereicht 
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Die  drei  nevesten  Theile  voa 

The  American  Jeuroal  ef  Science  and  Art«.  Cob- 
ducted  by  Professor  Silllnian  andfienjaMiBSillH 
man.  P^ew  Häven. 

enthalten  ausser  vielen  anderen  bemerkeiis\^ertheh  naturwissen- 
schaftlichen, vorzüglich  auch  cheoiischcn  AbhatidltingeD  die  fol- 
genden mathematiscnen  und  physikalischen  Aufsätse. 

Vol,  XLVL  1844.  Nro.  I.  Art.  I.  On  the  Action  of 
Yellow  Light  in  producing  the  Green  Color,  and  Indigo  Light  the 
Movements  of  Plants ;  by  D,  P.  Gardner,  M.  D.  p.  1.  —  Art. 
XIV.  On  the  Mode  ol  Formation  of  the  Tails  or  Comets,  by 
Prof.  William  A.  Norton,  p.  104.  Art.  XVIII.  Te  Varlafion 
and  Dip  of  the  Magnetic  Needio  it  Nantucket,  Mans. ;  bv  William 
Mitchell,  p.  157.  —  Art.  XXII.  Notice  of  Travels  in  the  Alps 
of  Savoy  .  and  other  parts  of  the  Pennine  Chain ,  with  observations 
on  tbe  phenomena  of  Glaciers;  by  James  D.  Forbes«  F.  R.  & 
p.  172. 

Nro.  II.  Art.  V.  Statement  of  Flevatiotis  in  Wisconsin;  by 
J«  A.  Lapham.  p.  258.  —  Art.  Vli.  Abstract  ofa  Meteorolo^eal 
Journal  for  the  year  1843,  kept  at  Marletta,  Ohio;*  bv  S.  P. 
Hildreth,  M.  1>.  p.  277.  —  Art.  Vlll.  A  Weik  among  the 
Glaciers;  by  Dr.  H.  Alien  Grant.  p.  28t.  —  Art.  XIV.  On  the 
Parallelogram  of  Forces;  hy  Prof.  Alexander  C.  Twin  ine. 
p.  324.  —  Art.  XVII.  On  tni'  jiossible  Variation  in  the  Len!?th 
of  the  Day ,  or  of  the  Times  ui  Kotatioo  ol  the  Earth  upuu  li» 
Azis;  hy  Prof.  W.  W.  Mather.  p.  344. 

Vol.  XLVIL  1844.  Nro.  1.  Art.  IL  Researches  in  Elu- 
cidatton  of  the  Distribution  of  Heat  over  theGlobe,  and  especially 
of  the  Climatic  Features  peciiliar  to  the  Region  of  the  United 
States;  by  Samuel  Forry,  M.  D.  p.  18.  —  Art  III.  A  ncw^ 
Method  for  coniputinsr  Interest;  by  Geo.  R.  Per k ins,  A.  M. 
p.  51.  —  Art.  VI.  Öbscrvations  upon  the  Dip  of  tbe  Magnetic 
iSeedle;  by  .Prof.  Thomas  II o hart  Perry.  p.  8^1.  —  Art.  VIL 
Astronomical  Observation«  perfornied  at  the  Imperial  Observatory 
of  Pulkova;  transiated  from  the  ßiblloth^ue  Universelle,  of  OctOH 
her  1S43;  by  Jas.  Nooneyj  Jr.,  A.  M.  p.  88. 

Nro.  II.  Researches  in  Ehicidation  of  the  Distribution  of 

l^at  over  the  Glohe,  and  especially  of  the  Climatic  Features  pe» 
culiar  to  the  Region  of  the  United  States;  by  Samuel  Forry, 
M.  D.  (roncluded).  p.  221.  —  Art.  II.  On  tbc  Kondition  of 
Equilibrium  between  Livirig  and  Dead  Forces;  by  Robert  Henry 
Fauntieroy,  p.  241.  —  Art.  IV.  Comparison  of  Gauss s  Tbeory 
of  Terrestrial  Af agnetism  with  Observation ,  by  Prof.  Elias 
Loomis;  p.  278.  —  Art.  VI.  Abstract  of  a  Meteorologlcal  Re» 
gister  for  1832^43,  kept  at  Rio  de  Janeuro j  by  John  Gardner« 
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Esq.  p.  290.  —  Art.  IX.  Secular  Acceleratfon  of  the  Moon's  Mean 
Motion;  hy  James  H.  Coffin.  p.  324.  —  Art.  XUI.  Od  the 
Mea«ure  of  Polyuoiis ;  by  Prof.  George  €.  Whitlock.  p.  380. 

Vol.  XLVUL  1845.  Nro.  I.  Art.  UI.  Masnetical  Investl- 
gtitions  :  by  the  Rev.  William  Scoresby,  B.  D.  p.  33.  — 
Art.  IV  .  A  new  way  of  ohfainiiiLi;  the  Exponential  and  Logarithmic 
Theorem8 ;  by  Prof.  Theodore  üftrong;  p.  36.  —  Art.  XII. 
New  Experiments  ob  the  Solar  Spectnim;  cominitiiicated  by  Prof. 
Olm  st  ed.  p.  137.  —  Alt*  XV.  Effect  of  a  contracted  space  lo' 
obstnicting  tne  Vibratlone  of  a  Mercuiial  Peodalitiii;  by  George 
Baker;  p.  150 

Nro.  II.  Art.  II.  Remarks  by  Dr.  Hare,  on  a  recent  spe- 
culation  by  Faradav  on  electrlc  candut  tlon  and  the  nature  of  matter, 
p.  247.  —  Art.  Vli.  Ab«>tract  ui  a  Meteorologteal  Journal»  for  the 
year  1844,  kept  at  Marietta,  Ohio;  by  S.  P.  Hiidretb,  M.  D. 
p.  287.  —  Art.  X.  Observations  niade  at  New  Häven,  Conn.,  od 
the  Shooting  Stars  of  the  August  Meteoric  Period,  in  1844;  com- 
munitafed  by  E.  C.  Herrick.  p.  316.  —  Art.  XIll.  Idea  of  an 
Atom  ,  suL;i^es»ted  by  the  phenoniena  of  weigth  aod  temperature; 
by  James  D.  Whelpley.  p.  352. 

DeD  beiden  Nummern  eines  jeden  Bandes  sind  immer  reich* 
haltige  bibliographische  Notizen  und  Miscellen  beigegeben,  so  dass 
dieses  längst  belcannte  treffliche  Journal  för  einen  Jeden,  wer  sich 
mit  den  Fortschritten  der  mathematischen  und  physikalischen 
WieBenechalten  in  der  neuen  Welt  bekannt  machen,  und  ia  fort- 
währender Bekanntschaft  erhalten  will,  g^anz  unentbehrlich  ist. 
Wir  hoffen  ununterbrochen  im  Stande  zu  sem,  den  Hauptinhalt  der 
einzelnen  Nummern  bald  nach  ihrem  Erscheinen  in  dem  Literari- 
schen Berichte  anzuheben ,  und .  was  uns  besonders  bemerkens- 
Werth  und  unseru  Zwecken  iürderiich  zu  seio  scheint,  in  dem 
Archive  mittheilen  sa  kDnnen. 


Druckfehler. 


8.  96t.  dra  Archivi  mIm  man  fL  T.  hinter  obtiendra  ein  Colon 
and  verwaodle  Z.  9.  „oa**  in  99  ou*^ 
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Oesdiichlie  der  niatl&ematik  und 

P|iyslK. 


In  dem  neuesten  Bande  der  Anmalen  der  k.  k.  Stern- 
warte in  Wien  (Drei  und  z  w  a uzi ^8  ter  Theil.  Neuer 
Folge  Dritter  Band.)  hat  Herr  Direcior  C,  L.  tod  Littrow 
einige  interessante  Notisen  über  Kepler  mitgetbeilt,  welche  wir 
hier  ausheben,  da  die  trefflichen  Annalen  der  Wiener  Sternwarte» 
die  nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k.  IMajestät  auf  öffentliche  Kosten 
hcrausgeffeben  werden ,  wohl  nicht  vielen  Lesern  des  Archivs  zu 
Gesicht  Kommen  dürften. 

In  der  zu  Linz  erscheinenden  Zoitschrift  des  Museum 
Francisco- Caro  Ii  n  um  für  184*2  linden  sich  mehrere  Aufsätze 
von  Herrn  G.  Kapp  über  eini'^e  Kepler's  Aufenthalt  in  Linz 
betreüeude  sehr  interessante  (Jrkunden,  die  man  im  Archive  der 
ob  der  ennsischcfn  Stände  aufgefunden  hat.  Ein  Facsimile  eines 
Theils  einer  dieser  UriLunden  theilt  Herr  Director  von  Littrow 
in  dem  genannten  Bande  der  Annalen  mit,  und  bemerict  za  besse» 
fem  Verständntss  desseilMa  vorher  Folgendes: 

Kepler  bekleidete  die  Professur  der  Mathematik  an  der  Land- 
schaftsschule y  seine  Hauntbescbäftigung  blieb  aber  die  Verfertigung 
der  Rudolphinischen  Tafeln,  und  nebenbei  der  Landmappen  vdb 
Oherösterreirh.  Auf  die  letztere  Arbeit  scheinen  die  Stände  be- 
sondern WiMth  gelegt  zu  haben,  weil  die  vorhandenen  Karten 
von  Lazius  und  Hirsvogel  unrichtig  und  unvollkommen  waren.  Die 
Fortschritte,  die  Kepler  seit  dem  Jahre  1614  in  deren  Verbes- 
serung gemacht,  dünkten  den  Ständen  zu  gering,  und  es  scheint^ 
dass  sie  es  an  Betreibungen  nicht  fehlen  liessen.  Kepler  fühlte 
die  Schwierigkeit >  zwei  so  weitläufige  Arbeiten,  deren  eine  die 
andere  ansscliossy  neben  einander  zu  fordern.  Natürlich  lag  ihm 
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nelb^t  vorzüglich  sein  aÄtronoinisches  Werk  am  Herzen ;  der  Ver- 
fertiiriinii  der  Laiidniappen  hatte  er  sich  aus  Kcbuidi^em  Ge- 
hört» am,  uie  er  »ich  an  mehreren  Stellea  ausdrückt«  uoterzogeo. 
Auf  eine  wiederholte  Betreibuog  der  Stände  gab  er  eodlidi  die 
Antwort  in  ^aen  Berichte,  ans  weichem  das  mitgetheilte  Fae- 
mmile  entlehnt  ist  Nachdem  er  voraosgeKchickt,  dass  die  Vornakne 
der  einen  Arbeit  noth^tendii!^  die  Verna«  lil*is>.i?un<j  der  andern  zur 
Folije  habe,  handelt  er  von  dem  L'nirariiio  jeder  einzelnen,  und 
spricht  eich  nun  über  die  Kudolphioiticheu  Tatelo  insbesondere  in 
der  feIgMNien  jedenfalls  «ehr  ciiacakfeeriiftiaeheD  WeiM  aas. 

3cn  ben  Tabalis  Rudolplij." 

„(5uer  ®naben  trerben  felber  tpiffen ,  cbev  »on  anbem  Mathe- 
inaticis  bexid^Ut  fein,  baö  in  re  literaria  tie  tabula  astrono- 
micae  ein  roo^Itebad^tlic^ei?  JpauptiuerF^  fein  mulJen,  t>nb  gar 
ntt  n>ie  ein  Coniedj  über  nac^t  an^ufieUen,  ober  tpte  ein  poema 
'  onff  ^(offen  eittfaflett  frefle^e ,  ober  tot«  ein  Corameiitarliis  svper 
Anstotelem  auf  bem  iSmti  xn  fd^uttelen:  frabem  man  ftc^  9il 
3Af^rfmi0  }tt  fffftimtn  wib  mtt  Obseiradoiiilms  9«b  calödatio- 
nibus  |ii  bemühen  l^abe,  wiü  man  bte  uä^nmc^  alfo  DerfafTen, 
bo^  fte  auf  \>ii  ()unbert  ja  taufent  Sabre  (inber  ijtd^  vnb  für  ftc^ 
gelten  foUe.  Gopernicus  f)at  27  ^af)x  jugebrad^t,  e^e  er  fei« 
opus  lievolutionuin  t>nb  -J^abufae  anF  \kd)t  gebracht.  ^2ln  ten 
Tabulis  lludolphj  i)att  Tycho  Brahe  albeieitt  38  ^^ibr»  näniUc^ 
biß  in  feine  gruben,  t?nb  jtrar  jeberj^eit  mit  J&üljf  1^-  -0.  30. 
studiosoruin  gearbeitet.  vBeine  jyerridbtung  tfl  bife:  ^rfilit^  b^^tt 
Qx  baö  merfb  n^it  ()f>servationibu.s  (ivöldje  gfeic^fam  t>nfer 
3eug,  jletn  ünb  jum  gepeu  feinb)  übevflü)Tig  i'»erfeben ;  fürö 
anber  bie  üxas  Stellas  über  ein  taufent  aufgerechnet,  i>nb  jeben 
flem  feinett  ort,  weil  9t  benfelben  jeber  3ett  befielt,  aufgeietc^net. 
^ritten^  l^att  ^  an  ben  Planeten,  mhüid^c  tpegen  ive  i>ilfaltigeit 
t>enoiteett  SSewegung  baB  meifle  itopffbrec^en  Dernrfa^eti,  an^ 
attgefangest,  t>iib  be^  fon  t>nb  ^Unb  überftatipt  ha$  fetntge  get^a», 
9tib  ben  bau  an  biefer  feitt  anffgef^iagen. 

)Die  übrigen  fünff  planeten,  nit  tveniger  an  Gon  imb  Stob, 
fD  9il  onb  ntef^r  benn  ober  ^  iemof^I^  gemeint  iatt,  fetnb 
mir  ge)9(iben. 

Sin  ber  Tonnen,  aU  bem  Mflein  »nb  grnnbfefle  j^u  allea 
Planeten  tmb  an  bem  Planeten  Marte  (ob  9  3a$r  gearr 
betttet,  ba  noc^  umliefe  «ßulff  t>on  iangli^en  studiosis  ge« 
kabt ,  bif  id^  meine  Commentaria  de  Marte  an<  (tec^t  gebraut 

^Derjenige  gelehrte  Matbematicus,  David  Fabridna,  ber 
mi4  t>ot  einem  3<k^r  n>egen  meinet  (angen  SBerjogd  flarrP^  an« 
ae^^fft  9nb  je  bermeint,  fit  motte  mit  feinen  TabnUa  fertig 
{ein,  ber  )ett4t  bt$  3abt  bie  fd^naup)>en  »iber  ein,  bnb  melbet, 
bad  ftc^  be9  ben  ^onnenfinflemufTen  nod^  ein  anbetet  mettütd^er 
defectus  ftnbe,  ber  biß  ba^ero  noc^  onerbrtert  ge^Iiben,  gc^ 
mipUdft  mol  an  ben  regten  <^pff  fomrnen/' 
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Die  UBterochrift  dieses  Berichts  lautet  wurtÜch  so: 

Die  Auls>chrÜt  ist  folü-eude : 

So^an  JiepUcS  Mathematici  ge^ov(am)lee>  an))ringeu. 

Hier  bat  also,  was  jedenfalls  hüchst  bemerkenswerth  ist, 
unser  berühmter  Landsmann  selbst  seinen  Namen  in  derselben 
Scln-ift  einmal  Keppler,  und  einmal  Kepler  geschrieben. 
Daher  bemerkt  Herr  üirector  v.  Tiittrou-  mit  lUrlit,  diss  hier- 
nach die  Schreibweise  dieses  geleierten  Samens  der  VVillkühr 
anheim  gestellt  zu  sein  scheine. 

Man  ist  Herrn  Director  v.  Littrow  für  diese  IMittheilungco 
grosseu  Dank  schuldig »  so  wie  überhaupt  dergleichen  Beiträge 
xnr  Geschichte  der  IMuitheniatik  sehr  dankbar  anfzunehmen  sina. 
Bei  einem  Manne,  der  wie  Kepler  ein  so  sehr  bewegtes  Leiten 
gelührt  hat,  und  seinen  Wohnsitz  an  so  vielen  Terschiedenen  Orten 
aufzuschlagen  genüthigt  gewesen  ist,  würden  sorgfältige  TV-n  fifor- 
schungen  über  sein  Leben  an  diesen  verschiedenen  Orten  gewiss 
zu  manchen  nicht  unwichtigen  Resultaten  iuhreo  und  zu  interes« 
santen  Mittheilungen  Veranlassung  geben  können.  So  ist  z.  B. 
Kepler  bekanntlich  auch  kurz  vor  seinem  am  15.  Nuveinber  1631 
zu  Kegensburg  erfolgten  Tode  Professor  der  Mathematik  zu 
Rostock  gewesen,  üeber  dicson  froilirh  nur  sehr  kurzen  Ab- 
schnitt seines  Lehens  ist,  so  viel  uns  bekannt  ist,  bis  jetzt  nichts 
Genüffendes  verüffentlicht  worden.  Daher  möchten  wohl  einige 
Nachiorschtingen  in  den^  dortigen  Universitätsarchive  flber  die 
nächste  Veranlassung  seiner  Berufung  und  fiber  sein  ganzes  dor- 
tiges  Wirken  wünschenswerth  sein,  welche  gern  in  das  Archiv  der 
MathewatÜL  und  Physik  von  uns  au^enonuiiea  werden  würden. 


In  Nro.  43.  und  44.  (ausgegehen  den  1.  Mai  1845) .  und  Nro. 
40  —  49.  (ansgegehen  den  lÖ.  Juni  1845)  der  M  i  1 1  h  c  i  I  u  n  ge  n 
der  0 a tu r forsch e n de n  Gesellschaft  in  lieru  hat  der  Ar* 
chivar  der  Gesellschaft,  Herr  Rudolf  Woff, 

Auszüge  aus  ^»amuei  Königs  Briefen  an  Albrecht 
von  Haller,  mit  literarisch-historischen  Notizen 

mitgetbeilt,  weiche  auch  in  einem  hesoudern  Abdruck. als  fiir  sich 
bestehende  Schrift  erschienen  sind. 

kSamuelKönig,  welcher  1712  zu  B  ü  d  i  n  g  e  n  geboren  wurde  und 
nach  mancherlei  Scmcksalen  im  August  1757  alsHofrath  und  Biblio* 
thekar  des  Prinzen-Statthalter  von  Holland  und  Professor  derprakti* 
sehen  Philosophie  an  der  Ritterakademie  im  Haag  starb,  gehört  zwar 
nicht  zu  den  grDssten  IMnthoTftatikorn  des  vorigen  Jahrhunderts, 
ninimt  aber  neben  denselben  keine  unwürdige  Stelle  ein.  Am  meisten 
ist  er  durch  seinen  mit  Maupectuis  mit  grosser  Heftigkeit  ge* 
föhrten  Streit  dber  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  und 
seine  in  dieser  Streitsache  unter  dem  Titel  Appel  au  public 
erschienene  Schritt»  seine  £1  (Linens  de  G^om<itrie«  contenant 
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les  six  Premiers  livres  d'Cuclide.  A  la  Haye.  1758.  4.*) 

und  verM'hiedene  einzelne  Abhandluniren  hekniifit  i»e\rorden.  In 
den  von  Herrn  Wolf  niitgetbciltcn  lirielen  uiebt  Köniir  seinem 
berühmten  Land^maooe  Alorecbt  v.  Ualler  unausgesetzt iSaeh- 
rieht  fiW  iMiim  Schicksale  «tid  irisaeiwebafllichen  Arbelteo  und 
Hestrebungeo ,  Tarzflglich  oatürli«  Ii  üIkt  die  er^^älJ[lf('  Streiti^che» 
Dieselben  lassen  einen  j»efir  Iiellen  ISlick  in  ihm  Treiben  der  Ge« 
lehrten  der  damaligen  Zeit  und  eitiiger  gelelirten  Ge^ellscbafteo 
thun,  und  sind  jedenfalls  ein  ^ebr  dankensu erther  iieitrag  zur 
4io8cbicbte  der  Matbeniatik.  Die  Spracbe  hi  nicht  selten  etnas 
derb«  ivie  s.  B.  lo  dem  Fr  aoe  quer.  3.  ja  in  1748  datirteo  Briefe, 
wo  KDnig  u.  A.  Folgeodes  an  fl aller  schreibt:  „On  me  mande 
qu'on  songe  serieusement  a  etiblir  a  Berne  une  profession  de 
matbematique ,  rela  est  iflinirablo:  mais  je  vois  qne  cela  ra  dans 
|*aneien  train,  puisijue  liaiis  ir  (iiitarbten  du  senat  academiqiie, 
iMr.  Engelbard,  par  le  canal  upparement  de  quelques  antis,  est 
mia  en  arant  comme  fort  capabfe  de  poste.  De  gtäce,  mon  eher 
Monsieur,  paitfque  Vous  avez  vu  ce  qne  c'est  que  mathematiques 
melez  Von«  un  peii  de  rette  affaire  Iii ,  puis(|ue  Vt>.s  aniis  qui  ont 
du  credit  s'eii  rapportent  ä  Votre  ju^ement.  Que  saront  ces  Mes- 
sieurs du  Gutachten  de  Mr.  Engelnard  et  de  ses  mathematiques, 
qui  sont  aussi  neu  son  fait  que  la  nitidecine  est  le  mien:  il  ne  s'y 
est  iamais  appiiquil  et  ne  ae  donoe  pas  pour  ceUu  U  en  est  de 
in^nie  de  Blauner  aue  je  connaia  particali^rement;  e*est  un  tres' 
pauvre  diahle,  ahsofnnient  Sans  genie  et  sans  science  et  absolu- 
ment  iri<:apable  dun  tel  poste  **).  Je  n'on  dis  pas  aiitant  d'uD 
certain  bomme  du  pays  de  Vaud,  nomine  Mr.  Mej;ard ,  qui  fait  le 
metier  d'avocat  a  Berne;  celui-lä  est  fort  habile,  aii  poiut  que  j'ai 
cru  pouToir  le  recommaoder  h  Pdterabom  en  «ijualitd  de  gdomdtie» 
mala  il  na  paa  Tontn  y  aller  u.  s.  w.'*  Von  emer  andettt  Art  ist 
der  schr»ne  von  einem  tiefen  Gcmüth  zcirjondc  liricf  Fra n e qn er. 
15.  decembre  1747,  in  welchem  er  Haüero  den  Tod  seine» 
von  ihm  erzoiienen  Bruders  anzeigt. 

Jedenfalls  bat  iierr  Wolf  durch  die  Saniinhing  dieser  Briefe 
einen  dankenswerthen  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  über- 
haupt und  der  Geschichte  der  Mechanik  insbesondere  geliefert;, 
in  welcher  letzteren  der  Streit  zwischen  König  nndMaupertui» 

fiber  Hns  PriruMp  der  kleiiistoT)  AV'irkung,  wenn  anch  die  wissen- 
scbaltli<  heu  Hesultate  de.sselheii  nicht  gross  genannt  werden  dürfen, 
immer  eine  nicht  ganz  unhedetiteiide  liolle  .s|iie|en  wird. 

Sollte  Kich  Herrn  Wolf  noch  Gelegenheit  zu  ahnlichen  Mit- 
theilungen darbieteo,  so  verdient  er  alle  Aufinunterung,  dieselbea 
dem  mathematischen  Pnbiilcaih  nicht  Yonuenthalten. 


*)  K«  gfiebt  auch  eine  Ausgabe  von  1762. 

**)  Gerade  aber  dieser  pauvre  diable  erbieit  nacb  Herrn  Wolf«  Be- 
merkoDg  im  Jahre  1749  die  neae  Prolieatur,  und  war  in  derselben  der 
Vornnger  des  verdienten  T  r  a  II  e  s ,  welcher  spater  Akademiker  su  Berlin 
wuide,  und  als  solcher  im  Jahre  1822  nnf  einer  Beite  BOT  Betorgnag^ 
eine«  Pendelapparatt  in  LondOD  plotsUcb  starb. 
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Systeme,  liChr-  und  WUrterbüelier. 


Worterbuch  der  angewandten  Mathematik*  Ein 

Handbuch  zur  Benutzung  heim  Studium  und  prakti* 
«chen  Betriebe  derjenigen  Künste  und  Gewerbe,  wel* 

clie  Arnve  n  diin<j:en  der  ro'men  Matfiomatik  erfordern. 
Zui;ieich  als  Fortsetzung  des  K 1  n  e  I 's  rh  e»  WfJrter- 
buclis  der  reinen  !M  a  t  Ii  e  ni  at  i  k.  Im  V  er  eine  mit  ii»efire- 
ten  Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G. 
A.  Jahn,  Dr.  Philos«,  Lehrer  der  Mathematilc  und 
Astronomie,  u.  a.  w*  zu  Leipzig.  Zweiter  Band«  M->-Z« 
Mit  vier  Tafeln  Abbildungen.  Leipzig.  1845. 

Mit  dem  vorliegenden  zweiten  Bande,  der  auch  einige  Zusätze 
zu  beiden  Bänden  enth&lt,  iat  dieses  Wörterbuch  der  angewandten 

Mathematik  geschlossen.  Wa^  in  dem  Literarischen  Berichte 
^^ro.  XXII.  S.  329.  zur  Empfehlung  des  ersten  Bandes  gesagt 
Worden  ist,  gilt  auch  von  diesem  ganz  in  derselben  Weise  bear- 
beiteten zweiten  Bande.  Denu  wir  sind  l'ortwährend  der  Meinung, 
dass  daä£»elbe,  ohne  tiefer  in  die  Wissenschaft  einzugehen  un(l 
Oberhaupt  höhere  Ansprüche  zu  machen ,  in  dem  auf  dem  Titel 
näher  bezelchnetea  Kreise  recht  nätzlicfa  wiricen  wird«  und  als 
nfilfsmittel  zum  Nachschlagen  gute  Dienste  leisten  kann,  wenn 
nian  über  irgend  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder  techni- 
Hchen  Mathematik  eine  augenblickliche  niclit  tiefer  eingehende  Be- 
iehrung und  einige  Machweisungen  über  die  betreffende  Literatur 
verlangt. 


AritlmieUk. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  fiir  höhere  Bildtingsan- 
stalten.  Aus  historischen  und  psychologischen  (Grund- 
lagen für  die  Zwecke  dos  TJnterrichts  neu  entwickelt 
von  Dr.  Th  eod  or  Witts  tei  n.  Erste  Alit  Heilung.  Die 
Operationen  an  einfachen  rationaleu  Zahlen.  Uauno- 
ver.  1846.    H  ggr. 

In  der  Vorrede  ma<:ht  der  Herr  Verfasser  vorzüglich  auf  zwei 
Eigenthündichkeiten  auinierksam,  durch  welche  «ich  dieses  neue 
Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  andern  Lehrbüchern  auszeichnet, 
von  denen  die  erste  die  wissenschaftliche  Systematik,  die 
zweite  die  Methode  der  Darstellung,  welches  Ausdrucks 
wir  uns  hier  fürs  Erste  bedienen ,  nachher  aber  den  eigentlichen 
Zweck  des  Herrn  Verfassers  näher  bezeichnen  wollen,  betrifft.  ' 

In  der  ersteren  Beziehung  wird  das  folgende  Princip  aufge- 
stellt:  Jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  Arith- 
metik juusH  entweder  ein  F orischriti  in  der  Heihe 
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der  Rechjiunatarten  ,  oder  ein  Forttchritt  in  der 
Reihe  der  Zahlen gnttuniien  nein. 

AI«  die  zweite  Dgeothilmliebkeit  bescicfcnel  Bmr  Ver- 
laseer  die  räninliche  AuffaMsun!;,  welcher  tod  ihm  durch- 

|?'iri'j!ir  die  arithmetiKrfien  (M»j>cte  unterworlVri  nenlen,  worunter 
er  ab<*r  L:einfi»weg0  ^^\\\^*  liciniiziini;  der  (je«^tiiietrir  Üir  die  Zwecke 
der  Arithifietik  ver&taudeu  \vi>.Ki'n  will ,  kutideru  vielmehr  da»  Cba- 
rakterintiffcbe  einer  gewisseo  Klasse  von  Formeo,  die  Herbart 
pausend  Reihen  formen  oeoott  ud  za  denen  aoch  die 
Zabi  kebört»  darin  erkennt,  dasa  sich  in  ihnen  der  Uehergans  von 
icgena  einem  Elemente  A  zu  iri^f^fid  firipm  andern  C  nur  durch 
Vennittefunir  eines  zwi8<:henli<  ui'if<leii  1  Uments  ß  aii'-tuhren  lasse, 
WOZU  noch  iiuuiiue,  das»  die.x»e  Form  nur  eine  Dimension  habe 
oder  eine  einfache  Reibe  bilde ,  wenn  der  Uebergang  von  A  wo. 
C  nothw  endig  «teta  durch  das  nämliche  B  hindurchgehen  moag» 
wie  z.  Ii.  bei  der  Zeit  und  der  (reellen)  Zahl«  dagegen  im  ent- 
gegengesetzten Falle  mehrere  Dimeneionen  habe  oder  Reiben  Ton 
Keihen  bilde. 

Wir  müssen  iwh  der  üeschranktbeit  des  Raumes  wegen  leider 
mit  dieaen  wenigen  allgemeinen  Andeutungen  begnügen ,  wilnachen 
aber ,  dass  diese  Schrift ,  insbesondere  auch  ihre  lesens- 
Worth e  Vorrede,  von  den  Lehrern  an  höheren  Unterrtcbttanatalten 
nicht  unbeachtet  gelassen  werde.  Kesonders  begierig  sind  wir 
auf  die  Art  und  Weise,  wie  der  Herr  Verfasser  späterhin  die 
Leiire  von  den  imaginären  Zahlen  seiner  räumlichen  Auiiassuog 
der  Zahl  Uberhanpt  unterordnen  und  In  sein  System  einreihen 
wird,  wodurch  er  sieb  das  wichtige  Verdienst  erwerben  wird, 
diese  Lehre  nach  den  neueren  Ansichten  von  Gauss,  welche, 
wie  er  selljst  sn^jf,  ein  Herausgeben  a«^  einer  Zahlen  I  i  o  ie  in 
eine  Zahlen  ebene  ver!ani;t,  in  das  Sy«;tem  der  Arithmetik  und 
in  ein  elementares  Lehrbuch  derselben  zuerst  auigenommen  und 
mit  dem  enteren  gehörig  verflochten  zu  haben. 

Wir  empfehlen  daher  dieses  Lehrbuch  nochmals  zu  besonderer 
Beachtung. 

Wiegand:  meine  Methode,  die  Sätze  der  Additi9n,  Sub* 
traction,  Mnltiplication  und  Division  durch  Beispiele  zu  veran- 
schaulichen. Halle,  1845.  4]  i^r. 

Heyne:  die  Vortbeüe  des  Gebrauchs  der  dekadischen  Ergin« 
Zangen  nehn  Rechnen.  Naumburg.  1845.  4  ggr. 

Vorlesungen  über  die  Init^ialrechnung.  VorzQ^ich  nach  den 
Methoden  von  A.  L.  Caucby  bearbeitet  von  Moigno.  Deutsch 
herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Scfanuse.  Braunsehweig.  1846.  8. 
3  Kthlr.  8  ggr. 

Obse  rvations  sur  la  Transformation  des  Integra- 
les multiples.   Par  A.  F.  Svanberg.   A  üpsal.  1845.  4. 

Diese  allen  denen,  welche  sich  mit  der  Theorie  der  bestimm- 
*  ten  integrale  beschäftigen ,  st  lir  zur  Beachtung  zu  empfehlende 
Abhandlung  ist  aus  Vol.  XIU.  der  Nova  Acta  Reg.  Sog.  Scient. 
Upsal.  b«Bonder«  abgedruckt.  Ueher  den  Zweck  derselben  kOnnen 
wir  uns  nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  des 
Herrn  Verfassers  aussprechen:  „Dans  les  transfonnations  des  in- 
tögralea  multiples  il  y  a  deuz  esp^es  distinctes  de  dUficultes,  qui 
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presentent,  dofft  l  une,  savoir  la  Substitution  ä  faire  pour  le 

froduit  des  differentielles,  a  depui.s  long-tems  4te  consideree; 
autre  relative  aux  limited ,  li'uyuiit  jamais  ete  bieii  discutee ,  fera 
robjci  du  mfSmoire  pr^nt.  En  examttiaat  uiie  iot^ale  multiple, 
pme  eutre  des  ümites  constantes  et  ÜmeB,  on  tnmre,  qu'elle  ne 
peut  pas  en  ^enirai  apres  sa  transforniation  etre  repr^sent^e  par 
une  seuie  autre,  mais  que  pour  urie  ifit^i>rale  double  p.  e.  il  en 
faut  quatre,  prises  entre  ties  limites  differeiites,  pour  reprodiiire 
la  valeur  de  ia  proposee.  La  matiere  etant  abstraite^  il  noua 
sembie  bon  d'aborder  la  quefition  par  des  cmisid^ratioDS  geom^» 
tiiques,  qui  feront  voir  au  lecteur  au  premier  coup  d'oeti  Jes  difli- 
cultes  nouvelles  et  le  cheniin^  qu*il  lui  faut  suivre  pour  les  sur- 
monter.  La  transformatlon  dos  iiitei^rales  multiples  d'un  nonibre 
C|uelconque  de  variables,  jrises  entie  des  limites  constatites  et 
linies,  se  faisant  d'une  mauiere  parfaitement  semblable  a  cclle  des 
ipti^raies  doubles,  noas  croyons  pas  u^essaire  d*y  faire  appliea- 
tion  ap^iale."  Unter  mehreren  beinerkenswerthen  Fofmelo»  z« 
denen  der  Herr  Verfasser  gelangt,  befindet  sich  auch  das  von  Herrn 
Dr.  Schlömilcb  In  diesem  Archiv.  Tbl.  V.  8.  21L  entwickelte 
Integral 


*  sinceor  , 
5^' 


welches  Herr  Professor  A.  F.  Svanlierg  mit  Hinweisung  auf 
Herrn  Dr.  Schlömilchs  Arbeit  auf  folgende  Art  ausdrficEt: 

0  ]PqF^'^--2Ä7,    7*  "2*1/«.  ' 

woraus  mittelst  einer  leichten  Transformation  das  von  Herrn  l>r. 
SehiRmilch  a.  a.  O.  angegebene  Integral  folgt. 

Wir  empfebleb  diese  Abhandlung  nochnuils  zu  besonderer 


Beachtung. 


CIreometrie« 


Ueber  die  Methode  des  geometrisch  en  U  n  terriebts. 

Mebst  Erläuterungen  zu  dem  Leitfaden  für  den  ersten 
Unterrricht  in  der  Geometrie.  Von  Bernhard  Heck  er, 
Oberlehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Olden- 
burg. 8.  Frankfurt  a.  M.  1845.   16  ggr. 

Diese  SohriTt  ist  gegen  die  Euklidische  Methode  gerichtet. 
Wenn  der  Herr  Verfasser  auf  S.  7*2.  in  einer  Note  sas^t :  »^Freunde 
und  Verehrer  der  Euklidischen  Methode  werden  das  bier  vom  pä- 
dagogischen Standpunkt  aus  grfallfe  Urthell  vielleicht  et^vas  weg- 
werfend finden.  Dass  die  Euklidische  Methode  vortrofflich  wirken 
kafui,  wo  sie«  von  einem  tüchtigen  Pädagogen  gehandbabt«  wirkiiob 
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in  das  Seeleolebeii  der  Jagend  eingreift,  das  eoU  nicht  n^eleugiiet 

werden,"  so  stimmen  wir  ihm  darin  vollkommen  hei.  Wenn  er 
dann  aher  hinzufügt:  Allein  die  Erfahrung  bestätigt  nur  zu  sehr, 
das«  diess  höchst  selten  der  Fall  ist,"  so  müssen  wir  uns  erlaijl)t*n, 
ihm  heuierklich  zu  machen,  dass,  um  kurzweg  ein  solches  Lrlheil 
ohne  alle  Anmaassung  fallen  zu  dürfen,  eine  sehr  grosse,  an  sehr 
vielen  Orten  in  yerschiedenen  Ländern  —  und  zwar  nicht  bloss  in 
den  Ländern  deutscher  Zunge,  sondern  z.  B.  auch  in  England» 
Holland,  Schweden  u.  s.  w. ,  wo  doch  auch  Mathematik,  nament- 
lich Geometrie,  «ehr  viel  «gelehrt  ur)d  i,'ctriphen  wird  —  gemachte 
Erfahrung  nnd  eine  genaue  Kenntniss  der  Individualität  sehr  vieler 
Lehrer  der  Mathematik  erforderlich  ist.  die  wir  un«  in  dem 
Maasse,  wie  sie  um  einen  solchen  Aussjiruth  tjeradezu  für  richtig 
oder  unrichtig  erkiiren  zu  dürfen ,  uns  erforderlich  zu  sein  scheint, 
nicht  beilegen  kSnnen. 

Abgesehen  hiervon  ist  aber  das  Schriftchen,  von  dem  Stand- 
unkte des  Herrn  Verfassers  aus,  verständig  abgefasst  und  be- 
undet  den  erfahrenen ,  kenntr)issr<Mchen  und  seinem  Lehrgegen- 
stande mit  der  wärmsten  Liebe  erf^ebenen  Lehrer.  Eine  Lehr- 
luetbüde  im  Allgemeinen  charaktensiren  zu  wollen,  hat  immer 
seine  eigenthümhche  Schwierigkeit,  was  auch  hier  der  Fall  ist.  Wir 
können  nur  sagen ,  dass  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  eben  die 
ist,  welche  in  neuerer  Zelt  der  alten  Euklidischen  Methode  mehr- 
fach gegenüber  gestellt  worden  ist,  und  sich  wohl  zuerst  in  den 
Scliriften  und  der  Lehrweise  Thibaut*s  —  den  wir  aber  hier  bloss 
anführen,  vm  die  Methode  in  der  Kürze  zu  charaktcrisiren ,  Avnmit 
wir  übrigens  nicht  sagen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  gerade 
ein  besonderer  Anhänger  desscll)en  ^ei  —  am  meibtcn  ausgeprägt 
hat.  „Die  Grundgedanken,''  sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  73.,  „die 
den  Lehrer  beim  Unterrichte  in  der  Geometrie  leiten  müssen,  be- 
ruhen einerseits  auf  der  Forderung  der  Wissenschall,  dass  man 
in  das  Wesen  und  Werden  des  Gegenstandes  eindringt  und  die 
wesentlichen  Gesetze  der  Geometrie  genetisch  ableiten  njüsse, 
andererseits  auf  der  Forderung  der  Pädagogik,  dass  die  Seele  io 
ihrer  Totalität  als  Einheit  vom  Denken  und  Anschauen  aufgefasst, 
und  namentlich  die  matlieiuatische  Phantasie  als  das  eigentliche 
Element  aller  mathematischen  Thätigkeit  geübt  werden  müsse/' 
worin  wir  ganz  mit  ihm  fibereinstimmen»  aber  glauben,  dass  es 
Terschledene  zu  diesem  Ziele  führende  Wege  gebe. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie von  Bernhard  B  e  ck  e  r,  O  b  e  r  i  e  h  r  e,T  a  n  der  höheren 
Bürgerschule  z-u  Oldenburg.  8.  Fran k furt  a.  M.  1845. 
8  ggr. 

Wir  halten  diesen  einfach,  aber  doch  systeu  atiscb  gegliederten,  auf 
die  fortwührende  Anschauung  und  die  praKtische  Anwendung  gerichte- 
ten Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie, eben  für  diesen  ersten  geometrischen  Unterricht  in  den  un- 
tersten Klassen,  also  etwa  für  zehnjährige  Knaben,  sehr  z^ieckmässii» 
abgefasst,  und  sind  stets  der  Meinung  gewesen,  dass  dieser  erste 
Unterric  ht ,  wenn  er  einige  F nicht  tragen  soll,  vernünftigerweise 
kaum  anders  ertheilt  \\  erden  kann  und  darf.  Für  die  höheren 
Klassen  von  Tertia  an  machen  wir  aber  andere  wissenschaftliche 
Ansprüche«  und  halten,  wie  sehr  auch  In  der  vorhei^heDden 


Digitized  by  Google 


417 


Schrift  und  in  der  Vorrede  tu  der  vorliegenden  der  Verfasser  da- 
gejjen  sprechen  mas^,  eine  Methode,  di«'  im  WestMitllchen  sich  ao 
die  griechischen  Muster  anschliesst^  in  den  Händen  eines  tüchti- 
gen Lebrani'filr  diejenige^  wckhe  am  sicfaerflten  ziira  Ziele  fittfart, 
und  für  die  gesammte  wissenschaftliche  Bildung  der  Schuler  unter 
allen  Umstanden  die  meiste  Frucht  bringt.  Von  den  Schützen, 
welche  uns  rüe  sojjenannte  neuere  Geometrie  darbietet,  kann  «nd 
nuiss  mmi  auch  bei  der  Anwendunt;  dieser  Methode  allen  nur  mög- 
lichen Gebrauch  machen,  woraui  in  diesem  Archive  schon  mehr- 
»als  hingewiesen  worden  ist  Mehrere  in  demselben  mltgetlieilte 
Aufsätze,  z.B.  von  Arndt,  Scblomilcb  ii.  A.,  arbeiten  darauf  hin, 
xmd  liesonders  sind  den  Lehrern  ,  die  nicht  auf  die  Quellen  zurück- 
i:o}iof)  \v(dlen  .  auch  die  bis  jetzt  erscliienenen ,  ebenfalls  im  We- 
sentlichen in  Euklidischem  Geiste  abgefassten  drei  Schritten  von 
Adams  über  die  Transversalen^  über  die  harmonischen  Verhält- 
nisse und  -Ober  das  Dreieck  zu  enipfebien ,  in  denen  schon  ein  sehr 
reiches  Material  niedergelegt  ist.  A\ich  verdient  von  Neuem  auf 
das  im  Literar.  Berichte.  iVr.  III.  8.  53.  angezeigte  Schriftchen  von 
R.  Wolf,  ferner  nni  die  Lehrbücher  der  Geometrie  von  Kunze, 
Müller^  Bretschneider  u.  A.  aufmerksam  gemacht  zu  werden. 

Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlini- 
gen Dreiecks.  Von  C.  Adams.  Mi t  zwei  Kupfertafeln. 
Winterthur.  1846.  8.  1  Rtblr.  6  ggr. 

Diese  Schrift  kann  als  eine  Fortsetzung  der  beiden  in  Nro. 
XV.  S.  230.  und  Nro.  XXIIL  S.  350.  des  Literarischen  Berichts 
angezeigten  Schriften  desselben  Verfassers  über  die  Lehre  von 
den  Transversalen  und  über  die  harmonischen  Verhältnisse  be- 
trachtet werden,  und  hat  auch  gana  denselben,  namentlich  am 
letzteren  Orte  ausführlich  von  uns  angegebenen,  sehr  löblichen 
Zweck ,  worüber  wir  uns  daher  hier  "nicht  weiter  zu  verbreiten 
brauchen.  Dieselbe  ist  in  fünf  Abschnitte  i];ethei!f ,  x^  elrhe  die  fol- 
genden üeberschriften  führen:  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Dreiecks.  Der  umschriebene  und  die  vier  berüh- 
renden Kreise«  Die  HObenperpeDdikeL  Die  Distanzen  der  wich- 
tigsten  Punkte  Im  Dreieck^  Aufgaben.  —  Die  Darstellung  ist  überall 
dem  Gegenstande  völlig  angemessen;  einfach,  deutlich  'und  klar« 
Die  Einmischung  der  Trigonometrie  ist  ganz  vermieden  worden, 
was  nur  vrdlig  srebilli^t  werden  kann.  Eben  so  zweckmässig  er- 
scheint es  bei  einer  Schrift,  wie  die  vorliegende,  dass  die  Lehr- 
sätze und  Aii%aben  von  einander  getrennt  worden  i^nd.  Jeder 
Lehrer  wird  in  derselben  ein  reiches  Material  von  SStzen  finden» 
von  denen  er  auch  häufig  sehr  zweckmSssige  Anwendungen  als 
Uebungsaufgaben  machen  kOnoen  wird. 

An^ er:  fiber  den  Einfluss  der  Projektioaslehre  auf  ^«  neuere 
Geometrie.  Danzig*  1845.  4|  ggr.  . 

Jacohst  ausföhrliches  Lehr-  und  Uebungsbuch  der  Anfangs- 
i^rflnde  der  ebenen  analytischen  Geometrie.  Arannschweig.  low. 
1  Rthlr.  16  ggr. 
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Praktische  Ocometrle. 


Ueusiuger,  L. :  AlihandlimgeD  aus  dem  Gebiet  der  Feld- 
messlpiost.   Friedberg.  Ib45.  18  ggr. 

Bouros,  C:  Princi|des  and  Practlse  of  Land  Engineeriog, 
Trigonometrical,  Subterraneous  and  Marine  Surveying^  with  all 
Appendix.  2d.  edition  1845.   1$  s. 

in  den  ^Mittheilunffen  der  naturlor8c}i  e  r)den  Gesell- 
schaft in  Bern.  1844.  rJro.  '26.  Nr.  36—38.  iindet  man  interes- 
bante  Notizen  zur  Geschichte  der  V  ermessoogen  in  der 
Schweiz  von  Herrn  Rudolf  Wolf.  Nro.  96 — 38.  ^treffen  vor- 
züglich die  von  Jobann  Georf^  Tralles  fn  den  Jahren  1788 
bis  1708  ausgeführten  Arbeiten«.  In  dem  erstereo  Jahre  maass  er 
eine  Standlinie  bei  Thun.  Eine  zweite  Basis  maass  er  vom  5.  bis 
13.  Sf»pteniber  1791  mit  einer  Ramsden'schen  8tahlkette  von  100 
Pariser  Fu88  auf  dem  grossen  Moose  hei  Aarberg  zur  Belehrung 
und  auf  Kosten  seines  Schülers  Hassler,  welcher,  1770  zu  Aarau 
geboren,  am  21.  November  1843  als  Chef  der  amerikanischen 
KfietenvermessuMr  starb.  Durch  das  Einrficken  der  Franzosen  in 
Bern  im  MSrz  1798  wurden  die  ganzen  Arbeiten  unterbroclien,  und  erst 
in  den  Jahren  1801  und  1802  dachte  man  daran,  sie  durch  Tralles 
fortsetzen  zu  lassen.  Aber  bald  brach  die  Helvetik  zusammen, 
der  ar)<rstlif>ho  Tralles  fiöchtete  nach  Neuenbürg  und  Jcehrte  nicht 
wieder  (s.  oben  8.  412.)., 

Die  erste  Periode  der  Verraessungsarlieiten  m  der  Schweiz 
schloss  sieb  somit  ohne  grosse  Resultate;  aber  das  eine  Verdienst 
bleibt  ihTj  4bs  Bedfirfbiss  geweckt  zu  haben  und  so  die  Mutter 
aller  folgenden  Artieiten  in  diesem  Fache  geworden  zu  sein. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Notizen  veraient  alle  AufmunteruDg, 
dieselben  bis  zu  den  neuesten  Zeiten,  wo  hekanntlieh  so  grosse 
und  ausgezeichnete  geodätiscbo  Operationen  in  der  Schweiz  aus- 
geführt worden  emd  (au  s.  z  B.  Literar.  Bericht  ^o.  U.  8«  32«), 
ju>rtzusetzen. 

Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer,  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Ma- 
thematik an  der  Gewerbschuie  zu  Darmstadt.  Erster 
Abschnitt.  Enthaltend:  d  i  e  T  h  e  o  r  i  e  d  e  r  B  e  o  ba  ch  t u  n  gs- 
f eh  ler  und  ihre  Ausgleichung  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate.  Darmstadt.  1845.  8.  20  ggr. 

Diese  Schrift  ist  nichts  mehr  und  nichts  weniger  als  ein  bei 
Weitem  dem  grössten  Theile  nach  ganz  wortlicher  Auszug 
ans  Encke's,  wie  wir  wenigstens  meinen  sollten j  unter  allen 
JLieaten  von  Fach  sehr  bekannt  gewordenen  *)  Abhandlung  aber 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  den  Jahrgängen  J83d»  IfiSS* 


*)  Der  Herr  Verfasser  scheint  freilich  nach  S.  VJ.  der  Vorrede  dü« 
GegcBtheil  su  gluohai. 
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l6tk)  des  Berliner  astronomischen  Jahrbuchs,  mit  verschiedenen 
nicht  selten  ziemlich  willkühriiclieu  und  dem  richtigen  Verätüud* 
niM  eben  keineii  Vorachitb  leistenden  Auelassunsen ,  und  einigen 
Zusfitzen  aus  ein  Paar  kleineren  Aufsfitsen  von  Hessel  und  Ja* 
cobi,  also,  wie  wir  leider  nicht  anders  sagen  können,  eine  ganz 
unselbstständige  Arbeit,  lieber  die  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  in  der  Geodüsie  komntt  nuch  fast  gerade  nur 
das  vor,  was  sich  darüber  in  En  ck e  s  Abhandlung  findet,  und  von 
einem  Verhält  niss  seiner  (d.  Ii.  des  Herrn  Vertassers)  Arbeit 
zu  der  in  Nro.  XU.  ;S.  183.  des  J^iterariscben  Berichts  angezeigten, 
nun  wohl,  wie  wir  wenigstens  hoffen  und  wfinschen,  belcannt  genug 
gewordenen  trefflichen  Schrift  Gerlings  über  denselben  C^e^en- 
stand,  welche,  wie  jeder  Kundige  weiss  tund  bei  näherer  Ansicht 
sofjleich  finden  wird,  als  das  nicht  leicht  zu  gewinnende  Resultat 
einer  tanijjnbriirfM»  geodätischen  Praxis  zu  betrachten  ist,  kai>n  ilahor 
par  keine  Kede  sein,  wie  ausführlich  sich  der  Herr  Verfasser  auch 
lu  der  \  orrede  über  ein  solches  Verhaltniss  verbreiten  mag.  Wenn 
der  Herr  Verfasser  aber  in  der  Vorrede  S.  Vi.  sMjt,  dass  er  ohne 
die  Ihm  durch  Encke's  Abhandlung  gowilhrte  Krleiehteinng  gar 
nicht  im  Stande  gewesen  sein  würde,  etwas  so  ziemlich  VoU- 
ständips,  und  jedenfalls  nicht  in  der  Kürze  der  Zeit,  weiche  er 
auf  seine  Arbeit  verwenden  konnte,  zu  liefern,  so  können  wir  ihm 
darin  nach  der  vorliegenden  Probe  nur  voJlkommen  beistimmen« 

Kolbe,  F.:  Sehnentafel,  enthält  die  zur  Bestimmung  aller 
Winkel  Ton  bis  lS(j^  von  Minute  zu  Mintite  erforderlichen  Seh- 
nen für  den  Halbmesser  =  100.  Halberstadt  1945.  4.  8  ggr. 


Triff  onometrle. 


L  a  u  t  e  s  ch  1  ä  e  r  :  Trigonometrische  Aufgaben  mit  vollstSn« 
digen  Auflösungen.  Ein  Hfilfobuch  für  Lehrer  der  Physik. 
Darmstadt.  1845.  16  ggr. 


MeehaniJi. 


Mi  1^ out  und  Bergery:  theoretisch  praktische  Anleitmig 
sur  Berechnanff  der  gebräuchlichsten  Maschinen.  Deutsch  yoa 
Schnuse  und  W.  Bornhardt.  Brannscfaweig,  1845.  2  Rthir.  16  ggr. 
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Optik. 


In  dem  Literarischen  Berichte  Nro.  XIII.  S.  ^200*  ist  über  die 
epti^cheii  Arbeiten  des  Herrn  Profejssor.s  Joseph  Petzval  io 
Wien  liericht  erfcituttet  wurden.  ^>eit  jener  Zeit  ist  über  deo 
weiteren  Fortgang  dieser  Arbeiteo  uns  nur  erst  vor  ganz  kurzer 
Zeit  eine  aus  der  Wiener  Zeitung  vom  11.  December  1845 
entlehnte  Nachricht  zugej^angen ,  welche  wir  den  Lesern  des  Ar- 
chivs, done!)  wohl  nirht  alle?)  die  i^enaoJlte  ZeitUDg  ZU  Gesicbt 
kommen  dürite,  im  FolgerKien  mittheilen : 

«»Wissenschaft liebe  Nacbricbten.'' 

„Schon  im  Jahre  1843  setzte  ich  das  wissenschaftliche  Pu- 
blicum in  einer  Schrift,  betitelt:  Bericht  über  die  Ergeb- 
nisse einiger  dioptr  isfh  en  Untersuchungen"  in  Kenntniss 
von  den  unter  meiner  Leitung  stehenden  optischen  Arbeiten,  und 
versprach  durin,  wenissteus  einige  der,  die  vornehmsten  optischen 
Gebilde:  Fernrohr,  Mikroskop,  Camera  obscura,  angebenden  Be- 
rechnungen praktisch  ausführen  zu  lassen,  und  über  die  Eigen« 
thfimiiclikeiten  dieser  Linsen  •  Combioationen  einen  Bericht  hinzu- 
zufügen. —  Der  Ausführung  dieses  Vorhahens  ^teTiniiten  sirh 
jedoch  mancherlei  unvorhersfesehene  Schwierigkeiten  entj^e^en, 
und  ich  bin  erst  jetzt  im  6tande  meinem  Versprechen  nacbzu- 
kommen,  «Hinsehe  jedoch  ftfat-  diese  Verzögerung  das  Publicum 
dadurch  schadlos  zu  halten,  dass  ich,  den  Auischvtung  eines  edlen 
Industriezweiges  in  Oesterreich  als  Zweck  stets  im  Auge  behal- 
tend ,  nicht  nur  Sorge  trage  für  die  immer  gleiche  Güte  uml  wo 
niöijlich  Veredlung  der  unter  meiner  Leituui;  zu  Stande  kommenden 
Erzeugnisse,  sondern  auch  von  nun  an  Einfluss  nehme  auf  die 
Billigkeit  der  Preise,  In  so  fern  wenigstens,  als  solche  mit  der 
Gediegenheit  der  Arbeiten  vereinbar  ist.  Die  hierauf  abzielenden 
Massregeln  sind  bereits  getroflfen,  und  ich  habe  als  zu  denselben 
gehörig  nur  noch  hinzuzufügen ;  dass  ich  selbst  das  Piihlirum  in 
einfacher  und  präciser  Sprache  bei  jedem  unter  meiner  Leituns: 
ausgeführten  optischen  Instrumente  in  Kenntniss  zu  setzen  gesouueu 
bin  von  dem  Zwecke ,  den  Elleenschafteo  und  Leistungen  dessel- 
ben, welche  Letztere»  so  on  diess  thunlich  ist,  ohne  der  Ver- 
ständlichkeit Eintrag  zu  thun,  genau  bestimmt,  und  in  Zahlen 
ausgedrückt  werden  sollen;  dass  ferner  (um  dem  IMisshraurhe 
meines  Nainoris  vorzubeugen)  nur  diejenisren  Instrumente  oder 
Apparate  ais  nach  meiner  Angalie  aus^getührt  zu  betrachten  seien, 
die  ich  in  geeigneter  Art  als  solche  anerkenne. 

Als  ersten  der  auszuführenden  Gegenstände  habe  ich  einen 
solchen  gewählt,  der  einerseits  keines  grossen  mechanisch  -  opti- 
schen Etablissements  bedarf,  und  doch  andererseits  sich  als  der 
interessanteste  und  edelste  der  Optik  beurkundet,  durch  seine  be- 
sonderen Eigenschaiten  sowohl  als  auch  durch  den  Umstand,  dass 
er  Tugenden  eines  optischen  Instrumentes:  Schärfe,  Lichtstärke, 
Gesichtsfeld ,  die  die  Anderen  nur  theilwelse  benöthigen ,  seiner 
Natur  nach  im  vollsten  Maasse  besitzen  muss.  Ich  meine  das 
Lampen-  oder  Uydrooxygen '  Gas  -  Mikroskop.    Hiermit  ist  al>er  ■ 
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unzortrenniich  d|M  optiache  Beleuchtung« -Problem  verknüpft,  «o 
d^.S8  'Ml  gleicher  Zei(  dieses  einer  befriedigenden  Losung  entge- 
gen^efuhrt  werden  inusste.  —  Auch  bef^e  ich  die  Absicht,  gleich- 
Äeitij^  die  theoretischen  Resultate  meiner  iiiehrjährigen  üntersu- 
cliiinLjeji  zu  veröffentlichen,  —  AIIei?i  diesem  \ Oiliahen  trat  jedoch 
eine  sctiwere  Krankheit,  an  deren  I  ol^en  ich  noch  leide,  hindernd 
in  den  Weg,  und  ich  sehe  mich  Jetzt  genüthigt«  dem  wissenschaft- 
liclien  Puluicuni  einstwelien  dasjenige «  iras  wirklich  fertig  gewor> 
deA  ist,  zu  fibergeben,  nSmIlch  den  Beleuclitun^sapparat  mit  einem 
mikroskopischen  Ohjective  grO^^serer  Art.   Es  ist  dieser  Beleuch- 
tungsapparat als  solcher  ein  seihstständiges  Ganzes,  und  geeignet 
zli  vers<  liiedenen,  dem  in  photographischer  oder  opti.'*<  h er  Technik 
Bewanderten  leicht  einleuchtenden,  Anwendungen,  unter  anderen 
auch  zur  Erzeugung  der  .sogenannten  Nebelhiider.  Ich  hoffe,  ja  ich 
bin  üheizeugt  davon,  dass,  gleichwie  das  von  mir  angegebene 
DaguerreoU  pen  -  OhjectiT  zu  mehreren  ndtslichen  Entdeckungen 
die  erste  Veranlassung  wurde,  auch  dieser  Apparat  zu  neuen  Fort- 
schritten in  mehreren  Kunst-  und  Industriezweigen,  namentlich  im 
Gebiete  der  technischen  Beleuchtungs- Industrie,  Gelegenheit  geben 
wird,  welche  Fortschritte  ihrerseits  wieder  der  Wissenschalt  zu 
Gute  komiuen  werden.    Ob\vohl  icli  nun  diesen  Apparat  als  das 
erste  Glied  eines  wissenschaftlichen  Werkzeuges,  nämlich  der  Lani 
pen  -  Mikroskope,  betrachte,  so  empfangt  doch  in  ihm  das  Publicum 
ein  Instrument,  welches  zur  Verschönerung  jedes  socialen  Lebens 
Torzfiglich  geeignet  ist.  > 

Die  Ausriinning  dieser  Apparate  ist  dem  Herrn  Optiker  Waihl 
(Mariahilfcr  Ilauntsfrasse  Nr.  40.)  übertragen.   Fr  besteht  \vcsent- 
Uch  aus  z^^  CT  Tncilen,   dem  bitdmachenden   und  beleuchtenden. 
Ersterer  niuss  die  Kigenschaft  haben ,  von  dem  abzubildenden  Ge- 
genstande eiu'-achromatisches,  genügend  scharies  und  perspectiv isch 
richtiges  Bild  zu  liefern,  d.  h.  eine  gerade  Linie  an  keiner  Stelle 
des  Gesichtsfeldes  in  eine  krumme  zu  verwandeln.  Der  Andere 
soll  die  Eigenschaft  haben,  nicht  etwa  Licht  zu  erzeugen,  —  wie 
keine  Maschine  Kraft  erzeugt,      sondern  das  von  irgend  einer 
Lichtquelle,  etwa  einer  Lampe,  nusstrHiiieitde  Licht  auf  (Ins  zweck- 
massigste  zu  verwenden,   und  eben  dadurch  ge\visseriniis8en  zu 
vervielföltigen.  —  Der  Quantität  nach  hängen  nun  die  Leistungen 
eines  solchen  Apparates  von  den  Dimensionen  desselben  ab ;  der 
kleinste  detjenigen ,  die  liei  Herrn  Waibl  verfertigt  werden,  hat  die 
Eigenschaft,  das  Licht  einer  Lampe,  bei  welcher  der  Dnrdimesser 
des  Brenners  einen  Zoll  nicht  überschreitet,  zu  versechsfachen, 
oder  da  bei  dieser  Grösse  die  Lampe  eine  Lichtstärke  von  etwa 
10  Millikerzen  besitzt,  auf  eine  dem  Apparate  prec^^eniiberstebende 
Wand  ein  solches  Licht  zu  werfen,  wie  es  von  der  Stelle  ans,  wo 
der  Apparat  steht,  aber  ohne  denselben  0  Lanmen  oder  96 Kerzen 
werfen  würden.   Mit  den  Dimensionen  des  Apparates  aber  steigt 
die  Lichtstärke  desselben  im  kubischen  Verhaltnisse,  d.  h.  ein 
zweimal  grösserer  Apparat  hat  achtmal  so  viel  Licht.  Verwendet 
man  den  Beleuchtungs- Apparat  zur  Erzeu^^ng 'von  Nebelbildern, 
so  verhält  er  sich  zu  den  frühern  Erzeugnissen  dieser  Art,  wie 
sich  das  von  mir   angegebene  Daguerreotypen  -  Objectiv  zu  den 
früheren  Erzeui^nissen  jener  Art  verhielt:  Er  leistet  nämlich  mit 
der  eiDlachen  Oellanine  bei  gleichen  Dimensionen  ungefähr  das- 
salbe,  was  sonst  mit  aem  iu  Ilydroozygeugas  glühenden  Kalkcylin- 
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der  «tieagt  wurde ,  und  liefert  mit  letzterem  Effecte ,  die ,  wenn 
man  nlll ,  der  Intensität  des  Tageslichtes  {gleich  kommen ,  ja  die- 
selbe fihprhioteii  können.  —  Ziuloni  erfordert  die  Haiidli.ibui^ 
dieses  Iiistrunierjtes  iveder  besondere OeschickUehkeit,  noch  ausser- 
gev^  ö h n I \v h e  \  orsic ht. 

Herr  Waild,  der  durch  ein  k.  k.  ausscbliesf^l.  Privilegium  ge- 
oeMtst  ist  9  hat  diese  Avparate  In  dreierlei  Dimeosionea  VMfertigt, 
«id  Ist  bereit»  selbe  nacE  Wvtiscb  in  jeder  beliebigen  GrUsse  so 
^  ilefera.  Prof«  Dr.  Jos.  Petsval.^ 

Gewiss  würde  es  vielen  Lesern  des  Archivs  angenehm  sein, 
«lieh  die  Preise  der  Apparate ,  auf  welche  In  der  YrorhergehendeD 

Anzeige  aufinerksam  gemacht  worden  ist,  kennen  zu  lernen^  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  Herrn  Prof.  Petzval  oder  Herrn  Waibl 
hier  um  deren  gelallige  Mittheilung  zu 'ersuchen  ,  und  w  erden  dann 
nicht  unterlassen ,  dieselben  in  diesem  Literariscbeo  Berichte  zu 
allgemeiner  Kenntnlss  zu  bringen. 


Astronomie. 


Biot:  Trait^  ^i^mentaire  d'astroooinie  physlqae.  Tom.  III. 
Paris,  im. 

Karsten:  .kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr 
1846.  Rostock.  1845.  8.  ggr. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  voD  Littrow,  Director  der 
Sternwarte,  und  F:  Schanb«  Adjunct  der  Sternwarte. 
Drei  und  zwanzigster  Thell.  P^euer  Folge  Dritter 
Band.  Mit  drei  iitbographirten  Beilagen*  4.  Wien.  184Ö. 

Der  Inhalt  dieses  Bandes  Ist  folsender:  Beobachtnng  der 

SoDDenfinsterniss  vom  8.  Juli  1842  zu  Oedenburg  in  UngarD.  Von 
Herrn  Or.  C.  Breniker«  —  Meteorologische  und  astronomische 
Beobachtungen,  angestellt  zu  Prag  in  den  Jahren  1828 — IS^V}  von 
Herrn  F.  V.  Hallasch  L  i ,  Probst  zu  Alt  -  Bunzlau ,  k.  k.  wirkl. 
Hofrath  und  Director  der  philosophischen  Studien.  —  Facsimile 
einer  Handschrift  von  Jobann  Kepler.  —  Facsiiuiie  eines  Fragments 
auB  P.  M.  Heil's  astronomischem  Tagebucbe  auf  Wardoe.  —  Üe- 
adueibwiig  des  Denen  Regnbtors  am  Uhrwerke  des  Refiaetois  and 
einer  Einrichtung  zum  Einstellen  am  Stnndenkreise  bei  fortwähren- 
dem Eli^ffe  der  Uhr.  Von  Herrn  Chr.  Starke,  leitendem  Werk- 
meister am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  —  Resultate 
der  Planeten -Beooachtunijen  am  Meridiankreise  im  Jahre  1842. — 
Heduetrte  Beobachtungen  des  Mondes  am  Meridiankreise  im  Jahre 
1M2.  —  Beobachtete  Mondsterne  1842.  —  Resultate  der  Planeten- 
Beobachtungen  am  Meridiankreise  Im  Jaltte  1843.  Reducirte 
Beohaehtungea  des  üfeades  am  AMdunkreiBe  Im  Jahre  1843w 
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Beobachtete/'^"^  1843.  —  Sternbedeckünffon  beobachtet  in 
den  Jahren  /  ^^44.  — •  JJerichtit^un«?.  —  Beobachtungen  am 
Meridiankr^  meteoroiogischeii  BeubacHtungeo 

im  Jahre  ^'^^^e^WM  der  Werke,  welche  der  k.  k.  8terD- 
warte  voiar  lSi'<i  bis  Ende  1844  als  Geschenke  zuge- 
kommen ^i^^rzeichniss  der  Anstalten  des  Auslandes,  welche 
alliährli«  lj  'iii  Kxoiiip!.ir«>  der  Annafon  hothcilt  werden.  — 

Preis -Tarif*^'^'^*'^'**^^        ^'  ^'  P"*y^*^^^Disqhea  Instituts  zu 

^jgy,          |iril'  von  Herrn  8.  Plös^l. 

Man  vr'^^  leichoD  Inhalt  dieses  Baodes  und  den 
Eifer  und  fi^^^'  womit  die  Herren  Herausgeber  der  Stern- 
warte tu  J^^^^»  erkennen. 


P  Ii  y  s  I  k. 


Q^physikaliscbes  Wörterbuch.  II.  Bd.  Sach-  und 
Namenr^*^  ergänzenden  Zusätzen  v.  G.  W.  Muocke.  Nebst 
rVachtr  f^^^^'z*  R^ogr.  Ortsbestimmungen  von  C.L.  v.Littiow. 
Leipzig]  ^ 

L  { /  C.  L.  :  Nachträge  zu  dem  VersBelchniss  geogr. 
Ortsbe^Jg«»*  Leipzig.  1845.  4  ggr. 

]y„r  Tart  a^rostatique  par  un  atfronaute.  Lille.  1S45. 

ff  I  die  Systeme  der  magnetischen  Curven ,  Isogouen  und 
Isudyri^^^^^  anderweitigen  empirischen  Forschungen  Über  die 
masrne^"'^""*^"  Kräfte.   Erläutert  von  Ernst  Herger.   2  —  4te 
Xief  t  ^^""^    Leipzig.  1845.  9  Rtblr.    (S.  Literar.  Bericht 

^Ider  Elektromagnetismus  und  die  Bewegung  der  Hirn- 
melsiifi''  'bi^'   gegenseitigen  Beziehung.    Breslau.  1846. 

18.  S 

^iodisch  \>le(!erk ohrenden  Eiszeiten  und  Sindlluthen  und 
die  5^teu  FoIi;pi  11112 on  aus  diesen  wechselnden  üeber- 
schi^^^"  der  südiiriien  und  nördlichen  Kontinente  von 
W.  Iclihausen.   8.   Trier.  1845.   1  Rthlr. 


Venniselite  Sebrifleib 


y.  Littrow!«  vermischte  Schriften.  Herausge- 
gJvon  C.  L.  V.  Littrow,  Director  der  Sternwar te 
zu^D.  Drei  ß&nde.  Erelet  Band.  Stuttgart  1845». 
althlr.  18  ggr. 
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«       1        j  •  «te  .^^rilten  seines  ver- 

MU  iU©«er  Sammlung  der  vermi«cllton  ^"T 'an,,,.,  »p^:^  „ieig,, 

™beii«l  Vaters  hat  Herr  Dirertor  C,  L.  v 

f.osprn  ein  «ehr  arnronohineM  GeschLMik  i^eni  k 


ler 


eioe  vorzug- 


anderen  Aufsätzen  ealhatt  .lieser  erste  band  J  »  ^f!^'  i^^^ 

von  allgemeinem  mathematischen  und  physikalt  Interesse 
and  unter  den  popoläreo  Schriften  (.Vwscr  Art  lll 
liehe  Stelle  einnehmen  wird,  da  J.  .1.  v,  Ln,^ 
wahrhaft  populäre  Darstellungen  bekannt  genug 
untt  die  Leser  in  diesiT  Beziehung  nur  auf  Foli?^,^ji 
zu  machen:  Unrichtigkeit  der  christlichen Zeitrecli,,,^^ 
üeber  das  Nordlicht.   Witternne  de«  Cholerajahf^ 
KniDg  der  uffentlichen  ühren.    Wittwen  -  Institute 
Ueber  eine  Verbessern n«^^  der  Fernr»'i!)rp  <\inch 
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sehen  Kunstler  (ein  sehr  klar  geschriebener  AuisJ 
röhre  im  Allgemeinen,  namentlich  aber  über  du«  . 
Fernrohr  und  das  diaivtische  Fernrohr  inttbesondere) 
setbetlteD  Recensionen  sind  immer  selbst  geiue*,,,-  .  ^  , 
Aufsätze  über  die  betreflfenden  Gegenstände,  narrniiiVhc" 
fforiilm  liierhrr  gehörenden:  Babbage ,  Econnmy  „1  Machinery. 
feabbaue.  on  the  Decline  of  Science  in  Engiaiui.  BiWster»  *be 
lite  ofiNewton,  Brewster,  naturliche  IVlagie.  Garthi,  H«»'»g®»- 
schein.  —  Wir  sehen  der  Fortsetzung  flieser  Sammlung  init  Ver- 
langen entgegen.  S 

The  American  Journal  of  /Science  and  Arts.  Con- 
ducted  bv  Professor  Siiliman  and  Benjamin  Silliman. 
New  Häven.   (S.  Literar.  Bericht  Nro.  XXVll.  S.  407.) 

Vol.  XLIX,  1846.  Nro.  I.  Art.  II.  Account  of  some  new 
Articles  of  Pliilosophical  Apparatus;  hy  Prof.  E.  S.  Snell.  p. 'iO. 
—  Art.  VffK  SiTii^ular  case  of  Parhelion,  ^vith  a  stateraent  of  the 
Theorv  of  ordinary  Kalos;  by  Prof,  E.  8.  Nu  elf.  p.  73.  —  Art. 
XI  T^ractical  obs'ervations  on  the  Generation  of  Statical  Electri- 
city  by  the  Electricai  Machioe:  by  Lieot  Creorge  W,  Rains« 
ü.  S.  A.  p.  »i.  —  Art  XIV.  New  Electro-Magnetic  Engine;  by 
Prof.  Char.  G.  Page.  p.  131.  —  Art.  XV.  Axial  Galvanometer, 
and  Double  Axial  Reciprocating  Engine:  h\  Prof.  Charles«  G. 
Page.  p.  136.  —  Art.  XVl.  Report  of  übservations  on  the  Tran- 
sit of  Mercury,  Mai  8th.,  1845;  by  Prof.  Oimsted.  p.  142. 


Druckfehler. 


Thl.  VII.  Heft  IV.  S.  m 
tondern  w^I'*'  heitten. 


die  Nummer  der  Abluuidlung  nicht 


der  erzeugt  wurde, 
man  will,  der  Inteni- 
selbe  überbieten  kt' 
dieses  Instrumentes 
gewöhnliche  Vorsi« 
Herr  Waibl,  d 
schützt  ist,  hat  di' 
und  ist  bereit,  se' 
liefern. 
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•auch  die  Preise 
Anzeige  aufmerk 
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